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PREFACE 


Si  1(1  jirc'iuicrc  cdilioii  lie  celle  \u[iO(\uc[iou  i\  la  Ihéoric  des 
Jonctions  d'une  variable  (i  rendu  <jiiel<jues  sennces,  je  crois  que 
ces  sernices  soûl  aujourd'hui  êj)uisés,  pour  Ut  meilleure  parlie, 
el  <{u'il  aurait  élé  peu  utile  de  1(1  réimprimer,  eu  me  bornant  à 
ces  corrections  et  améliorations  de  détail  (jui  se  présentent  en 
foule  à  l'esprit  de  (puhjues  auteurs,  dès  (ju'ils  oui  donné  le  J)on  à 
tirer  de  la  dernière  feuille  de  leur  linre. 

J'ai  donc  écrit  à  nouve<ai,  prestpie  enlièrenienl,  cette  seconde 
édition  :  j'espère  (lu'elle  sera  moins  incomplète  <jue  la  première, 
et  (pic  ce  (pie  j'ai  cherché  à  faire  ij  apparaîtra  mieux. 

Qu'une  exposition  hnjKjue  et  ri(/oureuse  de  l'analyse  doive  être 
fondée  essentiellement  sur  l'idée  de  nombre  entier,  c'est  là  sans 
doute  un  point  (pion  accordera  volontiers  aujourd'hui  :  (pie,  dans 
le  développement  de  l'analijse,  nos  intuitions  spatiales  et  nos 
habitudes  (/éométri(]ues  aient  tenu  un  r<')le  considérable,  cela  est 
aussi  très  certain  :  non  seulement  les  progrès,  mais  encore  les 
concepts  fondamentaux  de  l'analyse  et  de  la  (jéométrie  sont  liés 
intimement.  Les  uns  ont  réayi  sur  les  autres.  Les  extensions  suc- 
cessives de  l'idée  de  nombre  ont  eu  j)our  but  la  parfaite  adapta- 
lion  du  nombre  éi  la  (fraudeur  continue.  Lors  même  (pion  pré- 
tend construire  l'analyse  avec  celle  idée  de  nombre,  d'une  façon 
purement  lo(/i(jue,et  pi'on  se  (jarde  d'y  introduire  aucun  élément 
étraïKjer,  il  n'est  pas  nécessaire  de  méconnaître  ces  éléments 
étrangers,  ni  tout  en  parlant  des  nombres,  de  feindre  (pion 
ignore  l'espace.  Il  est  légitime,  dans  une  e.xpositi(m  logupie  de 
l'analyse,  de  se  servir  des  termes  et  des  figures  de  la  géométrie, 
pourvu  tpi'on  sache  les  traduire  dans  un  langage  numéri(pie  et 
déduire  logi(iuemenl  les  j)ropriélés  niiméri(iues  (pi'illustrent  les 
figures.  Cela,  à  mon  avis,  est  aussi  légitime  (pie  d'écrire  une  for- 


iniilc,  (jni.  (ipris  tout,  est  <iiissi  iiiw  (igurc.  /)(•  cette  /dçon,  l'ex- 
position lo(jii(]ue  (le  l'andliise  teint  à  se  rappvoelxer  d'une  exposi- 
tion plus  élènientdire,  où  /,'<)/?  cherche  à  tirer  tout  ce  <]u'on  peut 
de  l'intuition  sp(di<de.  à  noir  deiutnt  soi  j)()nr  nller  f)lus  vite,  sons 
trop  s'iiKpiièter  des  fissures  (ju'on  n'opercoit  pus:  elle  complète 
et  })récise  cette  exposition. 

Je  me  suis  encore  efforcé  de  rendre  élc'ment(nre  cette  Iiilroduc- 
tioii  en  ne  rechercluint  })oint  la  (généralité  pour  elle-même;  j'ai 
en  hàle  d'arriver  à  ces  fonctions  spéciales  (jui.  par  la  simplicité, 
la  hccnité  et  l'importance  de  leurs  propriétés,  doivent,  à  mon 
avis,  retenir  lonijtemps  les  commencimts,  avant  (jn'ils  ne  s'élèvent 
dans  la  réyion  des  théorèmes  (/énéraux,  d'où  ces  mêmes  f)nct ions 
n'apparaissent  })lns  (pie  comme  d'infimes  particularités.  Pour  la 
même  raison  enfin,  f  (à  renvoijé  au  second  volume  l'élude  des 
fonctions  d'une  variable  com])lexe. 

Si,  dans  la  première  édition,  je  me  suis  abstenu  de  tout  lan- 
f/age  et  de  toute  figure  géométri(]ues,  c'est  (pie,  dans  les  limites 
(pie  je  m'étais  imposées,  l'emploi  de  ce  langage  ou  de  ces  figures 
n'aurait  guère  simplifié  les  raisonnements,  c'est  aussi  à  cause 
d'une  certaine  timidité  :  f  avais  peur  (pie  le  lecteur  ne  fût  pas 
bien  persuadé,  s'il  voyait  une  figure,  (pie  cette  figure  n'était 
(pi'une  aide  et  ne  cachait  point  (pieUpie  trou,  impossible  à  com- 
bler avec  les  seules  res.sources  de  la  logi(pie,  et,  peut-être  aiis.ni^ 
avais-je  besoin  de  fortifier  en  moi-même  la  conviction  que  je  dé- 
sirais imprimer  dans  .son  esprit.  Aujourd'hui,  les  craintes  de 
cette  .sorte  me  semblent  un  ])eu  puériles  ;  j'ai  d'ailleurs  l'intention, 
pour  ce  (pli  concerne  les  éléments  de  la  théorie  des  fonctions  d'une 
variable  complexe,  tout  en  restant  dans  le  domaine  du  nombre, 
de  profiter  des  facilités  (pi'offre  le  langa(/e  géométrùpie. 

Il  m'a  paru  aussi  (pie  fanais  été  beaucoup  trop  timide  en  par- 
lant des  enseinl)lcs;ye  m'êt(ds  borné  (i  des  indications  par  trop 
discrètes,  sans  mettre  suffisamment  en  lumière  le  r(')le  vraiment 
fondamental  (pie  cette  notion  doit  tenir  dans  une  e.x'])osition  lo- 
gi<jue  de  V  anal  g  se  :  elle  est,  à  ce  (pie  je  crois,  aussi  essentielle  et 
plus  j)rimitive  (pie  celle  même  de  limite,  (pii  lui  est  d'ailleurs  liée 
étroitement.  En  dégageant  cette  notion,  en  en  développant  les 
consé(piences.  M.  G.  Cantor  a  apporté  aux  mathémati(]ues  et  (i 
la  ph'ilosophie  des  mathémati(]iies  une  contribution  considérable. 
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iloiit  l'iiuporlducc  s'dccroil  par  les  lioinbrcn.v  tniranx  (jii'cllc 
coiUinnc  de  susciter.  Mais  (jiwl  r/^c  soit  son  intérêt  propre,  je  ne 
poniuiis  s(>n(/er  à  exposer  l(t  llivorie  (les  ensembles;  je  me  snis 
borné  à  (pieUpies  propositions  très  simj)les  (pii  lui  servent  de 
point  (le  départ  et  je  me  snis  appnijé  franchement  sur  ces  pro- 
positions, toutes  les  fois  (pi'elles  me  senddaient  constituer  un 
point  d'appui  naturel.  .l'ai  pu  d'ailleiws  profiter  en  cela  de 
l'e.vemjile  <pi'a  donné  M.  (jiuùlle  Jordan  dans  .son  (>()iirs  (l'ana- 
lyse-. 

(yest  parce  ipiil  se  relie  directement  à  la  théorie  des  ensembles 
que  j'ai  eiUiéremenl  adopté  le  point  de  départ  de  M.  Dedekind 
pour  l'introduction  des  nombres  irr(dionnels,  ensacrifuint,  nud- 
(jré  sa  simplicité  et  sa  rigueur,  la  méthode  de  M.  Méraij  ('). 
Celui-ci  a  d'ailleurs  donné  de  cette  méthode,  au  début  de  ses 
Leçons  nouvelles  d'analyse  infinitésimale,  uiw  e.vj)osition  sur 
laquelle  il  n'y  a  jhis  à  revenir. 

Sauf  la  notion  (l'inté(jrale,  le  pré.sent  volume  contieid  éi  peu 
j)rès  tout  ce  <pii  /iqurait  dans  la  première  édition,  c'esl-éi-dire 
l'introduction  des  nombres  irrationnels,  les  propositions  d'un 
caractère  fondamental  qui  concernent  les  ensembles,  les  limites, 
les  séries,  les  fonctions  d'une  variable  en  yénérfd,  les  dérivées  ; 
enfin  la  définition  et  les  propriétés  les  ])lus  sim})les  des  fonctions 
élémentaires.  Le  .second  volume  .se  rapportera  à  quehpies  points 
essentiels  du  c(dcul  intéqral  et  de  la  théorie  des  fonctions  d'une 
variable  comj)le.x\',  <pie  je  me  suis  efforcé  de  prép(U'er  dans 
celui-ci. 

Pour  (pli  ce  livre  est-il  écrit  ? 

Il  ne  suppose,  pour  être  compris,  que  très  peu  de  connai.s.sances 
mathém(di(pies.  Le  plus  souvent  les  choses  y  .sont  reprises  au 
début  et  les  démonstrations  ij  .sont  très  détaillées.  Les  sujets  qui 
Il  .sont  traités  .sont  élémentaires,  d'une  part  parce  (pi'ils  se  rcd- 
t(uhent  (usément  au.v  principes,  d'autre  fxirt  en  raison  de  leur 
imj)ortance  pour  la  suite.  Il  send)le  donc  fait  pour  des  commen- 
anits.  et  j'ai  souvent  pensé  <i  eu.v  en  l'écrivant.  ,J'aur(tis  entière- 
ment nmmpié  mon  but  s  il  ne  pouvait  être  compris  d'un  com- 
mencant  <pn  serait  capable  d'appli(pier  une  forte  (dlention    à  de 

(')  J'ai  eu  le  tort,  dans  la  première  édilion,  de  l'attribuer  à  E.  Heine. 
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longues  déductions  abstrttilcs  et  iw  se  htsscraH  point  devant  des 
niisonnenicnls  (jui.  parfois,  scnddent  rides  en  raison  de  leur 
(fènèralitc,  alors  (pi'il  lie  peut  apercevoir  ni  le  but  où  tendent  ces 
raisonnements,  ni  l'ècoîioniie  (pii  résulte  de  leur  (jénéridité.  Mais 
le  j)lus  sonnent  cette  attention  et  cette  patience  ne  s'ac(piiérent 
que  par  une  halùtude  déjà  longue  (/es  niathénudi(pies.  C'est  donc 
surtout  à  ceux  (jui  recommencenl  l'élude  des  mathématiques 
qu'il  s'adresse. 

Toute  étude  approfondie  suppose  de  i}ombreux  retours  en  ar- 
rière. Il  me  semble  <jue  becujcoup  d'étudiants,  à  un  moment  ou  à 
un  autre,  doivent  sentir  l'utilité  de  ce  retour  et  de  ce  recommen- 
cement, .soit  parce  qu'ils  veulent  mettre  plus  d'ordre  et  de  cohé- 
sion dans  ce  qu'ils  scment,  soit  parce  (pi'ils  veulent  se  débarrasser 
de  l'inquiétude  que  leur  ont  laissée  quelques  raisoniiements  et 
qui,  peut-être,  vient  de  s'éveiller  en  eu.r,  soit  parce  que  leurs  con- 
naissances sont  nmintenant  a.s.sez  étendues  pour  qu'ils  .sentent 
qu'une  parfaite  rigueur  est  indispensable  dctns  certains  sujets  qui 
les  attirent.  C'est  ceux-là  que  je  voudrrds  contenter  et  dont  je 
voudrais  facil'iter  le  travidl. 

Il  n'y  avait  guère  de  bibliographie  d(ms  la  première  édition  et 
elle  n'était  pas  toujours  e.vacte.  On  en  trouvera  moins  encore 
cette  fois  :  si  je  ne  me  suis  pas  refusé  à  écrire  le  nom  d'un  ma- 
thématicien illustre  qui  se  trouvait  sous  ma  plume,  si  j'ai  indi- 
qué, à  l'occasion,  une  source  où  j'avais  puisé  directement,  je  ne 
me  suis  préoccu])é,  en  aucune  façon,  de  faire  à  chacun  sa  part  : 
quant  à  la  mienne,  il  est  bien  aisé  de  l'indiquer  :  je  me  suis 
borné  à  repenser  de  mon  ndeux  des  vérités  connues  depuis  long- 
temps, à  les  disposer  dans  un  ordre  où  elles  me  paraissent  faciles 
à  comprendre. 

Ce  n'est  pas  que  je  méc(mnaisse  l'importance  ou  l'intérêt  de  la 
bibliographie,  même  dans  un  livre  d'enseignement,  où  toutefois 
je  ne  la  crois  pas  indispensable,  en  raison  du  caractère  imper- 
sonnel que  la  science  ij  prend  naturellement  :  mais  la  tentation 
de  renvoyer  le  lecteur  à  l'Encyclopédie  des   nudhêmatiques  (}) 

(')  Encyklopndie  der  mathematischen  Wissen-scha/fen  mit  Einschluss 
ihrer  Anicendunrjen  (Leipzig  B.  C  Teubner). 

L'i'dilion  française  de  cet  important  ouvrage,  à  laquelle  M,  J,  Molk  donne 
tous  ses  soins,  a  commencé  de  paraître.  (Paris,  Gauthier-Villars). 
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<'.s7  Irop  iKiliirtlli'  pour  (jne  Je  n'u  cède  pas.  La  paresse  de  l'an- 
teiir  peut  ici  se  conorir  d'excellenles  ndsons  :  En  vêrilé,  il  iin- 
porle  peu  de  inellre  im  nom  propre  sur  un  Ihêorème  :  ce  <pii 
importe  vrrùmenl,  c'est  l'ordre  (Unis  letpiel  les  vérités  ont  été  dé- 
couvertes, 1(1  façon  dont  les  théories  sont  nées,  se  sont  déve- 
loppées, se  sont  ench((inées  :  c'est  j)récisémenl  ces  rensei(pu'ments, 
avec  l'indication  précise  des  sources,  (pw  le  lecteur  trouvera  dans 
celte  Kncijciopedie  éi  laquelle  Je  me  permets  de  le  renvoyer. 

Champéry,  le  9  septembre  1904. 

JULKS    TaN.NHUY. 
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FOxXCTIONS  D'UNE  VARIABLE 
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NOMBRES    IRRATIONNELS 


IMIlODt  CIION    DKS  NOMBllKS  IKUMlONNELS 
OI'KIW'IIONS  FONDVMKNTVLES 


1.  —  L'idco  t]o  noiril)rc  se  forme  par  uno  suite  de  généralisations.. 
Le  point  de  dépail  est  le  nombre  entier;  les  définitions  et  proposi- 
tions concernant  les  quatie  opérations  fondamentales  sur  les  nom- 
bres entiers  forment  l'objet  des  premiers  cbapitres  de  l'arithmé- 
tique; on  introduit  ensuite  les  fractions,  qui  peuvent  être  regardées 
comme  des  cou[)les  de  immbres  entiers  ;  les  définitions  de  l'égalité 
et  des  oi)érations  fondamentales  doivent  être  reprises  sur  ces  nou- 
veaux nondjres  ;  au  d('>but  de  l'algèbre  on  introduit  une  notion 
nouvelle,  celle  des  nombres  affectés  de  signes  ou  nondnes  relatifs  ; 
un  tel  nombre  n'est  autre  qu'un  des  nombres  définis  en  arithmé- 
tique, précédé  du  signe  4-  on  du  signe  —  :  Ici  encore,  on  doit  re- 
])rendre  à  nouveau  les  délinitinns  de  légalité  et  des  opérations  fon- 
damentales. 

(Jes  extensions  successives  se  justifient  à  deux  points  de  vue.  Au 
point  de  vue  concret,   la  définition  des  fractions  ((|ui   embrassent 
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d'ailleurs  les  nombres  entiers),  i)crmel  d'exprimer  la  mesure  d'une 
grandeur  commensurable  à  l'unité;  la  définition  de  l'égalité  de  deux 
fractions  est  telle  que  deux  fractions  égales  mesurent  une  même 
grandeur  ou  des  grandeurs  égales  ;  la  délinilion  de  la  somme  ou  de 
la  dillérence  de  deux  fractions  est  telle  que  la  somme  ou  ladilTérence 
de  deux  fractions  mesure  la  somme,  ou  la  dilTércncc,  des  deux 
grandeurs  que  mesurent  ces  deux  fractions  ;  la  définition  du  produit 
de  deux  fractions  a,  b,  dont  la  première  mesure  la  grandeur  A 
quand  on  prend  la  grandeur  B  pour  unité  et  dont  la  seconde  me- 
sure la  grandeur  lî  (juand  on  prend  la  grandeur  C  pour  unité,  est 
telle  que  le  produit  ah  mesure  la  grandeur  A  (piand  on  [)rend  C 
pour  unité.  La  définition  de  la  division  de  deux  fractions  a,  b  qui 

mesurent  les  grandeurs  A,  B  est  telle  que  le  quotient  j  soit  la  me- 
sure de  la  grandeur  A  quand  on  prend  la  grandeur  B  pour  unité. 

De  même,  en  algt'bre,  les  nombres  relatifs  s'introduisent  naturel- 
lement pour  mesurer  les  grandeurs  susceptibles  d'être  comptées 
dans- deux  sens  opposés,  en  particulier  les  vecteurs  portés  par  une 
même  droite,  quand  on  a  fait  clioix,  sur  cette  droite,  d'un  vecteur 
unité,  dont  la  longueur  est  l'unité  de  longueur,  dont  le  sens  est  le 
sens  des  vecteurs  positifs  de  la  droite.  Les  définitions  de  l'égalité 
de  l'addition,  de  la  soustraction,  de  la  multiplication  et  de  la  divi- 
sion des  nombres  relatifs  sont  cboisiesde  manière  que  les  propriétés 
qu'on  vient  de  rappeler  subsistent  pour  les  vecteurs  et  les  nombres 
relatifs  qui  leur  correspondent  ;  elles  se  justifient  en  outre  dans 
d'autres  interprétations,  en  particulier  par  la  généralité  des  for- 
mules relatives  au  mouvement  uniforme,  sur  une  droite. 

D'autre  part,  il  importe  évidemment  de  constituer  les  mathéma- 
tiques en  évitant,  dans  leur  développement,  tout  appel  à  l'intuition 
expérimentale.  Que  la  notion  de  nombre  entier  elle-même  résidte 
ou  non  de  l'expérience,  c'est  là  l'objet  de  discussions  purement 
philosophiques,  dans  lesquelles  je  n'ai  nullement  la  prétention 
d'entrer.  Mais  l'intérêt  qu'il  y  a  à  constituer  l'analyse  avec  cette 
seule  notion  et  celle  de  Vinjini,  qu'elle  implique  déjà,  est  assez 
évident.  Quand  on  se  place  à  ce  point  de  vue,  qui  sera  ici  pré- 
dominant, les  définitions  successives  des  nombres  et  des  opéra- 
tions, lors  même  qu'on  n'en  oublie  pas  l'origine  expérimentale, 
doivent  être  présentées  abstraitement;  c'est  ce  qui,  comme  on 
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sait,  n'ollVo  aïK  une  (Jifficiillé  sérieuse,   pour  celles  que  je  viens  de 
ra|)j)eler. 

On  \<)il  alors,  d'un  côté,  que  chaque  ^'■énéralisation  de  la  notion 
de  nombre  permet  de  définir  des  opérations  qui  n'avaient  pas  de 
sens  avant  cette  généralisation,  tic  l'anlrc.  que  les  propriétés  loiida- 
monlales  des  opérations,  observées  sur  les  nombres  entiers,  subsis- 
tent i)uur  les  nouveaux  nombres.  Cette  permanence  des  propriétés 
fondamenlales  justifie  les  définitions  introduites,  et  l'on  peut  dire 
que  ces  définitions  ont  été  introduites  en  vue  de  cette  permanence. 

Les  nombres  dont  il  a  été  question  jusqu'ici  sont  les  nombres 
rationnels;  l'ensemble  des  nombres  rationnels  est  formé  par  le 
nombre  o,  les  nombres  positifs  et  négatifs  dont  la  valeur  absolue 
est,  soit  un  nombre  entier,  soit  une  fraclion  à  termes  entiers.  Je 
suppose  acquises  les  règles  relatives  au  calcul  de  ces  nombres. 

Une  nouvelle  extension  de  l'idée  de  nondjre  concerne  les  nom  - 

:bres  irrationnels  :  cette  extension  a  sa  place  en  aritbmétique  ;  il 

convient  toutefois  de  la  reprendre  au  début  de  l'analyse,  d'autant 

•que  plusieurs  des  notions  et  démonstrations  que  l'on  rencontre  en 

analyse,  dépendent  de  la  faron  dont  elle  a  été  présentée. 

2.  —  Avant  de  l'aborder,  je  ferai  les  remarques  sui\antes. 

Etant  donné  un  nombre  rationnel  positif  quelconque,   il  existe 
des  nondjres  rationnels  positifs  plus  petits  que  lui  :  on  les  obtient 
par  excm[)le,  en  augmentant  le  numérateur  de  la  fraction  à  termes 
entiers  qui  le  représente;    on  peut  en  obtenir  ainsi  une  injinite, 
c'est-à-dire  plus  de  n,  quelque  soit  n. 

Etant  donnés  deux  nombres  rationnels  quelconques,  non  égaux, 
il  existe  une  infinité  de  nombres  rationnels  compris  entre  eux  :  on 
obtient  l'un  quelconque  d'entre  eux  en  ajoutant  au  plus  petit 
des  nombres  donnés  un  nombre  positif,  moindre  que  leur  dilTé- 
rcnce. 

Puisqu'il  V  a  des  nondjres  rationnels  entre  un  nombre  ra- 
tionnel donné  a  et  n'importe  quel  nombre  rationnel  b  plus  petit 
que  a  ;  il  ne  peut  exister,  parmi  les  nombres  rationnels  plus  petits 
que  '/,  un  nombre  rationnel  h  qui  soit  plus  grand  que  tous  les 
autres;  de  même,  parmi  les  nombres  rationnels  plus  grands  qu'un 
nombre  rationnel  donné,  il  n'y  en  a  aucun  qui  soit  plus  petit  que 
'tous  les  autres. 
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3.  —  Soient  £  lin  nt)nil)rc  rationnel  positilct  Aun  nombre  lalion- 
nel  quelconque  ;  la  théorie  de  la  division  des  nombres  entiers  per- 
met de  mellre,  et  rola  dune  seule  l'aron,  le  nondjre  .  st*"^  1'"^  lornic 

d'un  nombre  enlier  //,  positif,  nul  ou  négatif,  et  dune  fraction  £', 
posili\e  ou  null(\  j)liis  polile  (jue  i.  Le  nombre  n  est  la  partie  en- 
tière de  ';  et  Ton  a  /?z  S  A  •<  [n  -\-  i)  £.  En  d'autres  termes  encore, 
si  Ion  considère  la  proirression  indélinic  dans  les  deux  sens  (') 

...,   3î, 21,   t,   O,   t,    'il.   ."»£,..., 

ou  bien  ce  nombre  A  est  l'un  des  termes  ni  de  celle  suite,  ou  bien, 
il  tombe  entre  deux  termes  consécutifs  m,  (/i  +  i)  i,  en  désignant 
par  n  im  nombre  entier,  positif,  nul  ou  négatif:  nz  est  la  valeur 
approchée  par  défaut  de  A,  h  -  près  ;  {n  -+-  i)  -  est  la  valeur 
approchée  de  A  par  excès,  à  z  près.  La  différence  entre  A  et  ses 
valeurs  approchées  est  moiniirc  en  valeur  absolue  que  £.  à  moins 
que  sa  valeur  approchée  par  défaut  ne  soit  précisément  A,  auquel 
cas  la  dillercnce  entre  A  et  sa  valeur  approchée  par  excès  est  ô. 

Remarquons,  en  passant,  que  la  valeur  approchée  de  A,  par  dé- 
faut, est  plus  grande  que  A,  en  valeur  absolue,  quand  A  est  néga- 
tif. Si  A  est  positif  et  n'est  pas  égal  à  sa  valeur  approchée,  par 
défaut,  à  z  près,  la  valeur  approchée  de  —  A,  à  3  près,  par  défaut, 
est  égale  à  la  valeur  approchée  de  A  à  i  près,  par  excès,  changée- 
de  signe. 

4.  —  Avant  d'aller  plus  loin,  plaçons-nous  à  un  point  de  vue 
géométrique. 

Dans  le  présent  chapitre,  on  n'aura  besoin  que  d'une  droite,, 
quon  |.ourra  supposer  être  toujours  la  même.  Les  considérations 
relatives  au  plan  et  à  l'espace  n'interviendront  [)as. 

J'emprunte  à  la  géométrie  de  la  droite  les  notions,  axiomes, 
délinitions  ou  propositions  qui  suivent,  sans  me  préoccuper  autre- 
ment de   leur  ordre   ou  de  leur  dépendance.    Les   considérations- 

(M  C'csl-à-dirc  (juf  cliaqiio  [cnnc  est  prccédc  et  s\ii\i  diiii  autre  ternie.  En 
parlant  sinij)loinent  d'une  suite  indéfinie,  j'entendrai  une  suite  de  termes  où  il 
Y  a  un  premier  terme,  et  où  chaque  terme  est  suivi  d'un  autre  terme;  telle 
Oit  par  exemple  la  suite  des  nondjres  naturels   i,  a,  S.,... 
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gconicli'lqucs  el  les  li^Mircs  no  scroiil  ilans  ce  (jui  siiil  que  des 
aides,  cominc  les  mots  pour  la  pensée.  L'élude  des  axiomes  j,'éo- 
métri(pies  est  en  dehors  du  sujet   auquel  j'entends  me  limiter  ('  i. 

J.a  di-oile  s"(Hend  iudéliniment,  de  deuv  côtés,  à  partir  d'un 
quelcon(pic  de  ses  points.  On  sait  ce  qu'on  cnlcnd  en  disant 
([u'un  point  est  entre  deux  autres.  J^^ntre  Jeux  points  d'une  droite 
il  V  a  mi  point,  el  par  conséquent  une  infinité  de  [)oints,  de  cette 
droite.  Sur  trois  points  distincts,  il  y  en  a  un  qui  esl  entre  les 
deux  autres.  Si  le  [)oint  1)  e?l  entre  les  points  A  et  G,  le  point  G 
entre  les  points  B  et  D,  on  peut  affirmer  ([ue  G  est  entre  A  et  1). 
On  sait  ce  qu'on  entend  en  disant  (pTun  point  est  à  droite  (ou  à 
gauche)  d'un  aulie  point.  Si  le  [)oint  B  esl  à  droite  du  point  A,  le 
point  G  à  droite  du  point  B,  on  peut  afiirmer  que  G  est  à  droite 
de  A.  De  même  pour  la  gauche.  Des  points  distincts,  sur  la  droite, 
en  nombre  fini,  peuvent  toujours  être  rangés  dans  un  ordre  tel 
que  chacun  d'eux  scit  à  droite  de  ceux  qui  le  précèdent,  à  gauche 
de  ceux  qui  le  suivent.  Relativement  aux  segments  (-),  portés  par 
la  droite,  limités  par  deux  points,  on  sait  ce  que  c'est  que  deux 
segments  égaux,  qu'un  segment  plus  grand  ou  plus  'petit  qu'un 
nuire.  Si  le  point  B  est  entre  le  point  A  el  le  point  G,  le  segment 
/VG  esl  plus  grand  que  les  segments  AB,  BG,  dont,  par  défini- 
tion, il  esl  la  somme.  Tout  segment  plus  grand  ([u'un  segment 
donné  peut  être  regardé  comme  égal  à  la  somme,  au  sens  précédent 
de  ce  segment  et  d'un  autre  segment.  Etant  donnés,  d'une  part, 
deux  segments  et,  d'autre  part,  deux  autres  segments  ;  si  les  deux 
premiers  segments  sont  respectivement  égaux  aux  deux  seconds. 
la  somme  des  deux  premiers  est  égale  à  la  somme  des  deux  se- 
conds; si  les  deux  premiers  segments  sont  respectiven)ent  plus 
grands  que  les  deux  seconds,  leur  somme  est  plus  grande  que  celle 
des  deux  seconds. 

En  plaçant  bout  à  bout  sur  une  même  droite  des  segments 
égaux  à  un  segment  donné,  on  arrive  toujours,  après  un  nombre 
fini  d'op{''ralions,  à  former  im  segment  j)lus  grand  ([ue  tel  segment 
donné  à  l'avance  (|ue  l'on  voudra.  On   peut   di\iser   un   segment 

(')  On  peut,  sur  ce  point,  consulter)  les  Griiii(llar)cii  ilrr  Géométrie  de  M.  IIitiiEHT. 

(2)  Le  mot  segment  n'est  pas  pris  et  ne  sera  pas  [)ris  dans  le  sens  de  vecteur  : 
un  segment  dcvit-iil  un  vecleur  rpiainj  on  distingue  lequel  des  points  qui  le  li- 
inilent  est  son  oriyinr,  lc(picl  est  son  extrémité. 
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donné  en  autant  de  parties  égales  que  l'on  voudra.  On  peut  le 
diviser  en  assez  de  jiarties  égales  pour  que  l'une  d'elles  soit  plus 
l'etilo  que  tel   segment  donné  à  l'avance  (juc  l'on  voudra. 

5.  —  l]tanl  donnés,  dune  part,  une  unité  d(^  longueur  et,  d'autre 
part,  sur  la  droite  indéfinie  X'X,  un  point  Oque  l'on  prendra  pour 
orujine  et,  sur  cette  même  droite,  un  sens  (de  gaucho  à  droite),, 
pour  le  sens  positif,  on  sait  quc^  à  chaque  nomhre  rationnel  a, 
positif  ou  négatif,  correspond   un  point  A  de  la  droite  et  un  seul. 

Si,  en  désignant  par  y<  et  q  deux  nombres  entiers  positifs,  -  est  la 

valeur  absolue  de  a.  on  obtient  ce  point  en  divisant  l'unité  de  lon- 
gueurs en  (^parties  égales  et  en  portant  bouta  bout,  à  partir  de 
l'origine  0,  p  de  ces  parties  vers  la  droite  ou  vers  la  gauche,, 
suivant  que  a  est  positif  ou  négatif;  si  ([  était  égal  à  i,  lesy>  seg- 
ments qu'il  faudrait  placer  bout  à  bout  pour  obtenir  le  point  A 
devraient  être  égaux  à  l'unité  de  longueur  :  a  s'appelle  l'abscisse 
du  point  A  ;  à  deux  valeurs  distinctes  du  nombre  a  correspondent 
deux  positions  distinctes  du  point  A. 

Pour  tout  point  A  qti'on  peut  obtenir  par  la  conslrurtion  précé- 
dente, la  longueur  OA  est  commcnsurnble  k  l'unité  de  longueur; 
c'est-à-dire  qu'il  y  a  un  certain  segment  qui  est  contenu  un 
nombre  exact  de  fois  fj  dans  l'unité  et  un  nombre  exact  de  fois  j> 
dans  OA  ;  réciproquement  si  la  longueur  OA  est  commensurable 
à  l'unité  de  longueur,  et  si  la  commune  mesure  est  contenue  (/ 
fois  dans  l'unité,  p  fois  dans  OA,  il  est  clair  qu'il  y  a  un  nombre 

rationnel  a,   dont   la   valeur  absolue  est     et  dont  le  si<<ne   est  -f- 

'I    ^  ... 

ou  —  suivant  que  le  ])olnt  A  est  à  droite  ou  à  gauche  de  l'origine, 

qui  peut  être  regardé  comme  l'abscisse  du  point  A. 

Si  deux  points  A.  Bout  des  abscisses  rationnelles  a,  h,  Best  à  droite 

ou  à  gauche  de  A  suivant  que  h  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  a. 

6.  —  Entre  deux  points  quelconques  R,  S  de  la  droite,  il  y  a 
des  points  dont  l'aliscisse  est  rationnelle. 

On  peut  en  elTet  diviser  l'unité  de  longueur  en  q  [)arties  égales, 
plus  petites  que  le  segment  RS;  portant  l'une  de  ces  i)arties  sur  la 
droite  X'X  à  partir  du  point  0,  vers  la  droite  et  vers  la  gauche. 
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nous  obtiendrons  une  suile  de  points  (ind»''linie  dans  les  deux  sens). 

V,,    a;,    u,    a,,    a. 

dont  les  abscisses  seront  respectivement 


a 

i 

(), 

1 

u 

7 

7' 

'1 

7 

Pour  fixer  le  langage,  supposons,  comme  dans  la  ligure,  queR 
soit  entre  O  et  S  et  à  droite  de  0.  On  (inira  par  trouver  dans  la  suile 
des  points  0,  A,,  A,,  A.,,...  un  point  qui  sera  au  delà  <'^)  de  l\  ;  soit 
A„  .  ,  le  premier  de  ces  points,  en  sorte  que  A„  soit  en  1\  ou  en 


-X 


I 


A,     a;      0       A,     X,     A,.      K     A„,iS 
Vig.  I. 

derà  di'  W  ;  A„ ...  j,  dont  l'abscisse  est  le  nombre  rationnel  — - — ,  est 

entre  K  et  S,  car  s'il  était  en  S  ou  au  delà  de  S,  le  segmertt 
A„A„_,  serait,  contrairement  à  l'inpothèse,  égal  ou  supérieur  au 
segment  RS.  Il  résulte  de  là  que,  étant  donné  un  point  quelcon- 
que R  de  la  droite  \'X,  il  existe  sur  cette  droite  des  points 
d'abscisse  rationnelle  aussi  rapprocbés  de  R  qu'on  le  voudra,  soitau 
delà,  soit  en  deçà. 

7.  —  Etant  donné  sur  la  droite  un  point  A,  uu  bien  la  lon- 
gueur OA  est  commensurable  à  l'unité  de  longueur,  ou  bien 
elle  est  incommensurable  à  cette  unité,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  a 
aucun  segment  qui  soit  contenu  un  nombre  exact  de  fois  dans 
cette  unité  de  Jongueur  et  dans  OA.  Dans  le  premier  cas,  on  a  \u 
que  le  [xiinl  A  correspondait  à  une  abscisse  rationnelle.  Supposons 
qu'on  suit  dans  le  second  cas. 

\' : — : ^ 1^ X 

()  a         A        a 

Fig.  a. 

A  chaque  nombre  rationnel  correspondra,  comme  on  Ta  expliqué 
plus  liaut.    im  point  de  la  droite  \'X,  autre  que  le  point  A,  un 

(•)  J'emploierai  les  expressions  «  au  deUi,  en  dci.à  "  dans  le  niciiie  scn^  <jue 
«  ?  droite,  à  gauche  ». 
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point  qui  sera  par-  (x^nséquenl  à  droite  on  à  ^^auche  de  \  ;  les 
nombres  rationnels  se  sépareront  donc  en  deux  classes;  à  la 
première  classe  ou  classe  inférieure,  appartiendront  tons  les 
nombres  rationnels  <i  auxquels  correspondent  des  points  7.  situés 
en  deçà  de  A;  à  la  seconde  classe,  ou  classe  supérieure,  appartien- 
dront tous  les  nombres  rationnels  a'  auxquels  correspondent  des 
points  a'  situés  à  droite  de  A  ('). 

Ce  mode  de  séparation  des  nombres  ratioiuiels  en  deux  classes 
satisfait  évidemment  aux  conditions  suivantes  : 

1°  Tout  noudne  rationnel  appartient  à  l'une  ou  à  l'autre  des 
deux  classes. 

2"  Tout  nombre  qui  appartient  à  la  classe  inférieure  est  plus 
petit  que  tout  nombre  qui  appartient  à  la  classe  supérieure. 

Ces  deux  premières  conditions  impliquent  la  conclusion  sui- 
vante : 

Si  un  nombre  a  appartient  à  la  classe  inférieure,  il  en  est  de 
même  de  tout  nombre  rationnel^  qui  est  plus  petit  que  lui;  en 
effet,  si  b  n'appartenait  ])as  à  la  classe  inférieure,  il  appartiendrait 
à  la  classe  supérieure,  donc  il  serait  plus  grand  que  n,  contraire- 
ment à  riiypollièse.  Si  un  nombre  a'  appartient  à  la  classe  supé- 
rieure, il  en  est  de  même  de  tout  nombre  rationnel  b'  plus  grand 
que  lui. 

3°  Il  n'y  a  pas  dans  la  classe  inférieure  de  nombre  qui  soit  plus 
grand  que  tous  les  autres.  Soit,  en  effet,  a  un  nombre  de  la  classe 
inférieure  et  soit  7.  le  point  correspondant  :  7.  est  à  gaucbe  de  A  ; 
entre  a  et  A,  il  y  a  des  points  dont  l'abscisse  est  un  nombre  ra- 
tionnel ;  or,  un  tel  point  étant  en  deçà  de  A,  son  abscisse  appar- 
tient à  la  classe  inférieure,  et  elle  est  plus  grande  que  a.  U  est 
donc  impossible  que  d  soit  plus  grand  que  tous  les  nombres  de  la 
classe  inférieure.  De  même,  dans  la  classe  supérieure,  il  n'y  a  pas 
de  nombre  qui  soit  plus  petit  que  tous  les  autres  nombres  de  la 
même  classe. 

Remarquons  encore  qu'on  peut  trouver  dans  la  classe  inférieure 

(')  Les  mois  k  classe  inférieure,  classe  stipcricurc  »  seront  continuellement 
•employc's  dans  ce  chapitre;  il  doit  être  ]>icn  entendu  que  ces  classes  ne  con- 
tiennent que  des  nombres  rationnels  ;  en  sorte  que  si  l'on  dit  d'un  nombre 
qu'il  appartient  soit  à  une  classe  inférieure,  soit  à  iwic  classe  supérieure,  il 
sera  inutile  de  dire  que  ce  nombre  est  rationnel. 
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et  clans  la  classe  sii[)ôrieur('  doiiv  nornhres  qui  dillficnl  aussi 
[)cu  (|uV»n  le  vcul.  En  clVel,  si,  en  clcsij,Miant  par  i  un  nonibi»' 
lalionnel  [)ositif  (|iiolr()iu|uc,  on  considère  les  ])oinls  dont  les 
abscisses  sont  les  ternies  de  la  progression  arilluiKiiijnc,  indrlinie 
dans  les  deux  sens, 

....         "JE,        £,         G,         £,         -it 

le  point  A  londjera  nécessairement  entre  deux  consécutifs  de  ces 
points  dont  je  désignerai  les  abscisses  par  m,  (n  -H-  i)  î  ;  le  nombre 
m  appartient  à  la  classe  inférioure.  le  n()nd)re  (//  -H  i)  £  à  la  classe 
supérieure"  or,  leur  diilérencc  i  peut  èhc  supposée  aussi  jielile 
qu'on  le  veut. 

.le  dirai  que  toute  décom[)osition  des  nombres  rationnels  en  deux 
classes  qui  salislonl  aii\  condilions  i",  2",  3"  détcriulne  un 
nombre  irrationnel. 

8.  —  A  un  n()iid)re  irrationnel  donné,  c'est-à-dire,  encore  une 
fois,  à  un  mode  de  décomposition  des  nombres  rationnels  en  deux 
classes  qui  satisfont  aux  conditions  1°,  2",  'A",  correspond-il  sur  la 
droite  \X,  un  point  A  qui  [)crmctte  inversement  de  retrouver, 
conmie  on  vient  de  rex[)li(picr,  le  mèiuc  mode  de  séparatir»n  des 
nombres  rationnels  en  deux  classes  ? 

Concevons,  pour  avoir  une  image  plus  sensible,  de  colorer  en 
bleu  tout  point  a  dont  l'abscisse  a  appartient  à  la  classe  inférieure 
du  mode  de  décomposition  donné  et  tout  point  qui  est  à  gaucbe 
de  lui,  de  colorer  en  rouge  tout  point  a'  dont  l'abscisse  a'  appar- 
tient à  la  classe  supérieure,  et  tout  ])oint  qui  est  à  droite  de 
lui,  enfin  d'appeler  [)oint  blanc  tout  [)iiint  qui  n'est  ni  rouge  ni 
bleu. 

Par  livpotlicsc,  tous  les  points  d'abscisse  rationnelle  sont 
colorés. 

Il  résulte  des  conditions  imposées  au  mode  de  décomposition  que 
tout  point  rouge  est  au-delà  de  tout  point  bleu,  que,  par  suite,  la 
partie  bleue  et  la  partie  rouge  de  la  droite  n'empiètent  pas  l'une 
sur  l'autre  ;  on  >oit  en  outre  (pi'un  [loint  blanc  ne  [)eut  se  trouver 
ni  à  l'intérieur  de  la  partie  rouge  ([)uisque,  ayant  alors  des  [)oinls 
rouges  à  sa  gaucbe,  il  devrait  lui-même  être  rouge),  ni  à  l'intérieur 
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de  la  ivirion  hlcuo  :  on  voit  aussi  qu'il  ne  peut  }  avoir  deux  points 
blancs.  puisipTil  y  aurait  entre  ces  jioinls  blancs  des  points 
d'abscisse  rationnelle,  c'est-à-dire  des  points  colorés,  des  points 
bleus,  par  exemple,  et  que,  alors,  celui  des  deux  points  blancs  qui 
est  le  plus  à  gauclie  devrait  être  bleu.  Il  ne  peut  donc  y  avoir  qu'un 
seul    point  blanc  A  qui    sépare  la  {larlie  bleue  et  la   partie  rouge.. 

L'existence  d'un  tel  point  est  un  [)ostulat  conforme  à  notre  intui- 
tion de  la  ligne  droite.  II  n'y  a  aucun  inconAénicnl  à  l'affirmer 
puisque  l'existence  de  la  droite  est  purement  idéale  (•). 

En  l'adoptant,  on  peut  dire  qu'à  cbaque  point  de  la  droite  X'\ 
correspond  un  nombre  rationnel  ou  irrationnel,  son  abscisse,  et  que 
à  cbaque  nombre  irrationnel  (à  cbaque  mode  de  décomposition  des 
nombres  rationnels  en  deux  classes  satisfaisant  aux  conditions 
énumérées  plus  baut)  correspond  un  point  de  la  droite  dont  ce 
nombre  est  l'abscisse.  Il  est  naturel  de  regarder  un  nombre 
irrationnel  comme  plus  grand  que  tous  les  nombres  rationnels 
qui  figurent  dans  la  classe  inférieure  qui  sert  à  le  définir,  comme, 
plus  petit  que  tous  les  nombres  rationnels  qui  sont  dans  la  classe 
supérieure  ;  de  regarder  un  nombre  irrationnel  comme  plus  grand 
qu'un  autre  nombre  irrationnel  si  le  premier  est  l'abscisse  d'un 
point  situé  à  droite  du  second,  etc. 

La  correspondance  entre  les  points  de  la  droite  X'X  et  les  nombres 
rationnels  ou  irrationnels  est  parfaite  :  les  points  peuvent  être 
regardés  comme  les  images  des  nombres,  les  nombres  comme  les 
signes  des  points.  En  raison  de  cette  parfaite  correspondance,  il  est 
permis  de  confondre  l'image  et  le  signe.  C'est *ce  qui  arrivera  dans 
le  cours  de  ce  livre. 

Pour  le  moment,  laissons  toute  image  de  côté,  et  considérons  à 
titre  d'exemple  un  problème  purement  numérique. 

9.  —  On  montre,  en  arithmétique,  qu'il  n'existe  pas  de  nombre 

(')  It  est  bien  clair  que  les  considérations  précédentes  ne  peinent  s'appliquer  à 
une  droite  réelle.  La  subdivision  d'un  segment  de  droite  réalisé  d'une  façon' 
quelconque,  ne  peut  èlre  poussée  bien  loin.  La  longueur  d'un  tel  segment  n'est 
«léfinie  qu'entre  certaines  limites.  L'unité  de  mesure  elle-même,  le  centimètre, 
par  exemple,  ne  peut  être  absolument  définie.  D'autre  part,  est-il  besoin  de 
dire  qu'il  est  presque  déraisonnable  de  parler  d'un  point,  sans  dimensions,  qui 
serait  rouge,  blanc  ou  bleu? 
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ralionnol  dont  le  carré  soil  ('«rai  à  .),  mais  rju'il  existe  des  nombres 
rationnels,  positifs,  dont  le  rarré  approche  de  A  autant  qu'on  le  \ent  ; 
c'est-à-dire  que,  quelque  |)olit  que  soit  le  nombre  rationnel  positif 
c,  il  V  a  des  nombres  rationnels  tels  que  la  dilTérencc  enire  leur 
carré  et  .'>  soit  moindre,  en  \aleur  absolue,  que  i.  Il  cxisie  de  tels 
nombies  dont  le  carré  est  infi'iicur  à  .)  ;  il  en  existe  dont  le  carré 
est  siqiérieur  à  o. 

Pui>-fpie  le  carré  d'un  nr)mbre  lationnel  positif  n'est  jamais  égal 
à  o,  il  est  plus  grand  que  3  ou  plus  petit  que  3.  Rangeons  dans 
une  première  classe,  ou  classe  inférieure,  tous  les  nombres  ration- 
nels négatifs,  le  nombre  o,  et  tous  les  nombres  rationnels  positifs 
dont  le  carré  est  moindre  que  3  ;  rangeons  dans  la  seconde  classe, 
ou  classe  supérieure,  tous  les  nombres  positifs  dont  le  carré  est  plus 
grand  que  3.  Chaque  nombre  rationnel  a  sa  place  dans  l'une  ou 
l'autre  des  deux  classes  ;  tout  nombre  de  la  classe  inn-rieure  est 
plus  petit  que  tout  nombre  de  la  classe  siq)érieure.  C'est  les  condi- 
tions i"ct  2"  du  n°  7;  dans  la  classe  inférieure,  il  n'y  a  pas  de 
nombre  a  plus  grand  que  tous  les  autres  ;  en  ell'et,  dire  que  le 
nombre  positif  a  appartient  à  la  classe  inférieure,  c'est  dire  que  a- 
esl  plus  petitque  3  et  il  y  a  dans  la  même  classe  un  nombre  positif 
a'  tel  que  3  —  a-  soit  moindre  que  3  —  a-,  ce  quisu[)posc  a'  >  «i  ; 
de  même,  il  n"v  a  pas  dans  la  classe  supérieure  de  nombre  rpii  soit 
plus  petit  que  tous  les  autres.  C'est  la  condition  3"  du  même  numéro. 

On  a  ainsi  défini  un  mode  de  décomposition  des  nombres  ration- 
nels en  deux  classes  satisfaisant  aux  conditions  i",  2",  3',  on  a 
défini  le  nombre  irrationnel  /S.  Remarquons  qu'on  n*a  en  aucune 
façon  le  droit  de  dire  actuellement  que  le  carré  de  ce  nombre  est 
égal  à  3  ;  les  mots  «  carré  d'un  nombre  irrationnel  »  n'ont  actuel- 
lement aucun  sens. 

10.  —  Concevons  un  mode  de  décomposition  des  nombres 
rationnels  en  deux  classes  tel  que  tout  nondire  rationnel  ligure 
nécessairement  dans  une  des  classes  et  dans  une  seule,  tel  en  outre 
que  tout  nombre  de  la  première  classe,  ou  classe  intérieure,  soit  plus 
petit  que  tout  nombre  de  la  seconde  classe  ou  classe  supérieure. 
Logiquement,  quatre  cas  send)lcnt  possibles. 

(  )ii  bien  il  n'v  a  pas  dans  la  classe  inférieure  de  nombre  plus 
grand  que  tous  les  autres  et  il  n'\  a  pas,  dans  la  classe  supérieure 
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Je  iitjnibro  pins  polit  que  Ions  les  autres  ;  c'est  ce  qui  est  arrive 
dans  l'exemiilo  [>récctlcnt. 

Ou  bien,  il  \  a,  clans  la  classe  inférieure,  un  nombre  plusf^rand 
que  tous  les  autres  et  il  n'y  a  pas,  dans  la  classe  supérieure,  de 
nombre  plus  petit  que  Ions  les  autres.  C'est  ce  qui  arriverait  si, 
par  exemple,  on  plaçait  dans  la  classe  inférieure  le  nombre  .">  et 
tous  les  nombres  rationnels  plus  petits  que  ."),  dans  la  classe  supé- 
rieure tous  les  nombres  rationnels  plus  ^rrands  que  3. 

(  )u  bien  il  n'v  a  pas.  dans  la  classe  inférieure,  un  nombre  [)lus 
grand  (pie  tous  les  autres  et  il  y  a  dans  la  classe  supérieure  un 
nombre  plus  petit  que  tous  les  autres.  Par  exemple,  la  classe  infé- 
rieure est  formée  des  nombres  rationnels  plus  petits  que  5,  la  classe 
supérieure  du  nombre  3  et  des  nombres  rationnels  plus  grands. 

Ou  bien  il  y  a  dans  la  classe  inférieure  un  nombre  a  plus  grand 
que  tous  les  autres  (de  la  même  classe)  et  dans  la  classe  supérieure 
un  nondire  b  plus  petit  que  tous  les  autres;  mais  cette  dernière 
sup[)osition  doit  être  rejeti'e  ;  en  elVet,  le  nombre  rationnel  a,  appar- 
tenant à  la  classe  inférieure,  serait  plus  petit  que  le  nombre  h  do  la 
classe  supérieure;  les  nombres  rationnels  compris  entre  a  et  // 
n'auraient  été  rangés  dans  aucune  des  deux  classes,  puisque,  étant 
plus  grands  que  a,  ils  ne  peuvent  appartenir  à  la  classe  inférieure 
et  que,  étant  plus  petits  que  b,  ils  ne  peuvent  appartenir  à  la  classe 
supérieure. 

Dans  le  premier  cas  le  mode  de  décomposition  considéré  définit  un 
nombre  irrationnel  A  ;  ce  nombre  est  dit  plus  grond  que  les  nondjres 
de  la  classe  inférieure,  plus  petit  que  les  nombres  de  la  classe  supé- 
rieure. Il  serait  légitime,  dès  à  présent,  d'appeler  les  nombres  de 
la  classe  inférieure  «  les  nombres  rationnels  plus  petits  que  A  »  et 
les  nombres  de  la  classe  supérieure  ((  les  nombres  rationnels  plus 
grands  que  A  » .  Je  continuerai,  pendant  quelque  temps,  de  dire 
un  nombre  de  la  classe  inférieure  relative  à  A  ou  un  nombre  de  la 
classe  supérieure  relative  à  A,  au  lieu  de  dire  un  nombre  rationnel 
plus  grand,  ou  plus  petit  que  A,  afin  que  le  lecteur  se  rappelle 
bien  que  ce  n'est  pas  le  nombre  irrationnel  A  qui  sert  à  définir  les 
nombres  rationnels  plus  petits  ou  plus  grands  que  lui,  que  c'est 
au  contraire  ces  nombres  rationnels,  ou  plutôt  la  façon  dont  ils 
sont  rangés  dans  les  deux  classes,  qui  définissent  le  nombre  irra- 
tionnel A. 
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Dans  \o  second  cl  dans  I(>  lr(ii>irmr  cas,  jo  diiai  que  le  modo  do 
df'coinposition  coiisidÔK'  dclinil  le  nond)ie  ralioiinc/  \  (jiii,  dans  le 
second  cas.  appailient  à  la  classe  inréiiciirc  et  est  plus  ;^iand  que 
tous  les  autres  nombres  de  cette  classe,  qui,  dans  le  troisième  cas, 
a[)j)artienl  à  la  classe  supérieure  et  est  plus  pdil  <pie  tous  les 
autres  nombres  de  celte  classe.  Poiu'  i'uuiloruiilé  du  lan^rn/i-e, 
je  rcuqtlarerai  ces  deux  modes  de  décom[)()silion  par  un  mode 
uui(|ii('  (|ni  cruisistcra  à  séparer  tous  les  nombres  ratioiuicls 
cil  (rois  classes  dont  l'une  contiendra  le  seul  nombre  rationnel  A, 
dont  les  deux  autres  seront  formées,  l'une,  la  classe  inférieure  rela- 
tive au  nombre  A,  par  les  nombres  rationnels  plus  petits  que  \^ 
lautro,  la  classe  supérieure  relative  au  nombre  A,  [)ar  les  nombres 
rationnels  plus  grands  que  A  ;  dans  la  classe  inférieure  aucun 
nondjre  nest  plus  grand  que  tous  les  autres  nondires  de  cette 
classe;  dans  la  classe  supérieure  aucim  nombre  n'est  plus  petit  (pic 
tous  les  autres  noud)res  de  cette  classe. 

En  délinilive,  on  se  bornera  à  considérer  deux  modes  de  décom- 
position des  nombres  rationnels,  l'un  en  deux  classes,  qui  défi- 
nit un  nombre  irrationnel,  l'autre  en  trois  classes,  qui  définit 
le  nondjre  rationnel  imique  qui  constitue  l'une  des  classes.  Ces 
deux  modes  de  décomposition  seront  dits  respectivement  le  pre- 
mier et  le  second  mode.  Dans  les  deux  modes,  la  classe  inférieure 
ne  comporte  pas  de  nondjre  plus  grand  que  les  autres,  et  la 
classe  supérieure  de  nombre  plus  petit  que  les  autres.  Dans  le  se- 
cond mode,  on  sait  déjà  {n°  3)  qu'il  est  possible  de  trouver  dans  la 
classe  inférieure  et  dans  la  classe  supérieure  des  nombres  (ration- 
nels; dont  la  différence  est  aussi  petite  qu'on  le  veut;  on  va  voir 
qu'il  en  est  de  même  pour  la  décomposition  du  premier  mode. 

Considérons  une  telle  décomposition,  ou.  si  l'on  veut,  un  nondjre 
irrationnel  A.  Soit  i  un  nombre  rationnel  positif  quelconque  et. 
considérons,  comme  au  n°  3,  la  progression  arilbmétique  de  rai- 
son 4,  indéfinie  dans  les  deux  sens, 

(1  ....  -il,  l,  O,  t.  9.1,... 

(Iliaque  terme  de  cette  progression  a|)parti<'Ml,  s(jit  à  la  classe 
inféiicure,  soit  à  la  classe  supérieiue  ;  il  y  a  ilailleurs,  dans  cette 
suite,  des  termes  qui  appartiennent  à  chacune  des  classes,  à  la, 
classe  supérieure,  par  exemple.  [)uis(piil  y  a  dans  cette  suite  des 
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termes  qui  dépassent  Ici  nombre  (ralionncl)  de  la  classe  supérieure 
que  l'on  voudra. 

D'autre  part,  entre  deux  termes  de  celte  suite  qui  appartiennent, 
le  [)remier  à  la  classe  inférieure,  le  second  à  la  classe  supérieure, 
il  n'y  a  (|u'uii  nond)ie  limité  de  termes;  soit /?£  le  plus  grand  tic 
ceuv  qui  appartiennent  à  la  classe  inférieure,  n  étant  un  nombre 
entier,  positif,  nul  ou  négatif;  {n  -t-  i)-  sera  évidemment  1(>  [tins 
petit  des  termes  qui  appartiennent  à  la  classe  supérieure;  on  ilira, 
comme  au  n**  3,  que  ni  et  (n  -t-  i)i  sont  les  valeurs  approcbées 
de  A,  à  î  près,  par  défaut,  et  par  excès.  La  seule  dilTérence  avec 
ce  qui  a  été  dit  au  n'^  3  est  que,  ici,  le  nombre  A.  ne  peut  coïn- 
cider avec  sa  valeur  approcliée  })ar  défaut.  La  différence  ■  entre 
les  nombres  lu  et  [n  h-  1)1  pouvant  être  supposée  aussi  petite 
qu'on  le  veut,  la  proposition  est  démontrée. 

11.  —  Relativement  h  cette  notion  de  la  valeur  approchée 
d'un  nombre  A  à  î  près,  par  défaut  ou  par  excès,  il  convient 
de    faire    la   remarque    suivante.   Soit,    en  désignant   par   p    un 

nombre  naturel  quelconque,   s'  =  '  ;  considérons  la  progression 

arithmétique,  indéfmie  dans  les  deux  sens, 

(II)  ...,  —  2S',  —  .',  o.  e',  2e',...; 

elle  permettra,  comme  tout  à  l'heure,  de  déterminer  les  valeurs 
approchées  n'z'.  {n'  -f-  i)i' ,  par  défaut  et  par  excès,  de  A;  je  tlis 
que  l'on  a 

n'z'  ^  ni,         (n  H-  i.z  ^  (n  -+-  \)t. 

En  effet,  tous  les  termes  de  la  suite  (I;  figurent  dans  la  suite 
(II)  ;  donc  le  plus  grand  terme  de  la  suite  (I)  qui  appartienne  à  la 
classe  inférieure  ne  peut  pas  être  supérieur  au  plus  grand  terme  de 
la  suite  (11 1  qui  appartient  à  cette  même  classe;  on  a  donc  bien 
AiV  à  m  ;  la  seconde  inégalité  se  démontre  de  même.  Puisque 
n'c'  est  certainement  plus  petit  que  (n  -+-  i)  s.  ni'  s'obtient  en  ajou- 
tant à  nz  un  nombre  rationnel,  positif  ou  nul,  moindre  que  c.  Ces 
•  conclusions  valent  évidemment  que  le  nombre  A  soit  irrationnel  ou 
rationnel. 
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Ceci  s'applique  en  piuliciilicT  aux  valeurs  approchées  par  dé- 
laut   et  par  excès   d  un   iioniljro   A  a  — » -^  ,...,  ,... 

*  lO      lOO      lOOO  lO'' 

près.  Con\enons  d'écrire  toujours  un  nombre  décimal  donné, 
ainsi  qu'on  fait  d'ordinaire  dans  les  tables  numériques,  de  façon 
que  la  mantisse,  (la  partie  qui  suit  la  virgule)  de  ce  nombre 
soit  positive.  La  partie  entière  sera  négative  si  le  nombre  est 
négatif.  Alors  les  valeurs  approchées  de  A,  [>ar  défaut,  à  o,  i  ; 
(),oi  ;  o.ooi  ;...  formeront,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  une 
s^uite  délerminée  ( ')  de  nombres  décimaux,  dont  la  mantisse  com- 
prendra un,  deu\,  trois,...  chilTres,  et  dont  chacun  s'obtiendra  en 
plaçant  un  chiffre  décimal  (qui  peut  être  un  zéro)  à  la  droite  du 
précédent  ;  les  termes  de  cette  suite  ne  vont  jamais  en  décroissant. 
En  ajoutant  une  unité  au  dernier  chitïre  de  chaque  terme  de  celte 
suite,  on  forme  la  suite  des  valeurs  approchées  de  A.  par  excès,  à 
o,i  ;  o,oi  ;  o,ooi  ;...  près.  Les  termes  de  cette  suite,  dont  chacun 
est  certainement  plus  grand  que  n'importe  fpiol  ternie  de  la  pre- 
mière suite,  ne  vont  jamais  en  croissant. 

On  parvient  ainsi  à  la  représentation  décimale  d'un  nombre 
quelconque  A,  formée  au  mo\en  d'une  partie  entière  (positive, 
nulle  ou  négative),  et  d'une  inlinité  de  chitTres  décimaux,  dont 
chacun  est  déterminé,  tlès  qu'on  se  donne  le  mode  de  décompo- 
sition des  nombres  rationnels   qui   définit  A;   en  s'arrêtant  au  // 

chiffre,  on  obtient  la  valeur  approchée  de  A,  à  — -  près,  par  dé- 
faut; en  augmentant  ce  chiffre  d'une  unité,  on  obtient  la  \aleur 
approchée  de  A,  à  — -  près,  par  excès.   Un  a  erra  plus  tard   que, 

inversement,  cette  suite  de  chiffres  décimaux,  si  elle  est  déterminée, 
détermine  à  son  tour  le  nombre  A. 

12.  —  (  )n  ne  s'est  occupé,  jusqu'à  présent,  que  d'un  seul  nombre 
irrationnel  à  la  fois  :  il  importe  de  savoir  comparer  deux  nom- 
bres A,  B  irrationnels  ou  non. 

Deux  nombres  A.  B  sf)nt  dits  égaux  (et  l'on  écrit  A  =  B)  si  les 
deux  décompositions  qui  les  définissent  sont  les  mêmes.  Cette 
façon  de   parler  est  évidemment  légitime  si  les  deux  nombres  A, 

(')  C'esl-à-dirc  que,  à  chaque  rang,  se  Irouxc  un  nombre  «léterminc. 
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B  sont  ralioiuicls  ;  elle  n'csl  rien  nuire  chose  (|n"iino  diTinilion  si 
les  deux  nombres  sonl  rationnels  ;  en  verlu  de  celte  délinition,  un 
nomlire  est  égal  à  lui-même  et  deux  nombres  éfraux  à  un  troisième 
ïiont  éiraux  entn^  eux. 

Pour  èlic  certain  que  deux  nombres  A  et  li  sont  c;^aux.  il  sullit 
de  savoir  c|ue  les  ileux  classes  inférieures  relatives  à  ces  nondorcs 
sont  identiques  (que  tout  nondjre  qui  appartient  à  la  première 
appartient  à  la  seconde,  et  que  tout  nombre  qui  appartient  à  la 
seconde  apjiarlicnt  à  la  première). 

Supposons  en  elTet  que  ces  deux  classes   inférieures  coïncident. 

Tout  d'abord  il  est  impossible  que,  des  deux  nombres  A  et  B, 
l'un  soit  irrationnel  et  l'autre  rationnel,  c'est-à-dire  que  l'une  des 
décomjiosilions,  celle  qui  définit  A,  par  exemple,  soit  du  premier 
mode,  et  l'autre  des  décompositions,  celle  qui  définit  B,  soit  du 
second  mode.  S'il  en  était  ainsi,  en  effet,  le  nombre  rationnel  B  ne 
pourrait  appartenir  à  la  classe  inférieure  relative  à  A,  qui  est  la 
même  que  la  classe  inférieure  relative  à  B,  formée  de  nombres 
rationnels  plus  petits  que  B  ;  il  ne  pourrait  non  plus  appartenir  à 
la  classe  supérieure  relative  à  A,  sans  quoi  il  y  aurait  dans  cette 
classe  supérieure  un  nombre  a'  plus  petit  que  B,  et  qui,  pour 
cette  raison,  devrait  appartenir  à  la  classe  inférieure  commune  à  B 
et  à  A. 

Si  le  nombre  A  est  irrationnel,  il  en  est  donc  de  même  du 
jiumbre  B,  et  les  deux  classes  supérieures,  formées  de  tous  les 
nombres  rationnels  qui  ne  figurent  pas  dans  la  classe  inférieure 
commune  à  A  el  à  B  sont  ideiitiques  :  les  deux  décompositions 
sont  les  mêmes  ;  les  deux  nombres  A  et  B  sont  égaux. 

Si  les  deux  nombres  A  et  B  sont  rationnels,  on  voit  comme  tout 
à  l'heure  que  li  ne  peut  appailcnir  ni  à  la  classe  inférieure  relative 
à  A,  ni  à  la  classe  supérieure  :  il  reste  la  supposition  que  B  soit 
égal  à  A.  Dans  tous  les  cas  les  deux  modes  de  décomposition  qui 
définissent  A  et  B  sont  identiques. 

Il  est  à  peine  utile  de  dire  que  l'on  pourrait  encore  affirmer 
l'égalité  des  nombres  A  et  B  si  Ion  savait  que  les  deux  classes 
supérieures  relatives  à  ces  deux  nombres  sont  identiques. 

Enfin  on  peut  encore  affirmer  cette  égalité  si  l'on  sait  que  tout 
nombre  appartenant  à  la  classe  inférieure  relative  à  A  se  trouve 
dans  la  classe  inférieure  relative  à  B,  et  que  tout  nombre  apparte- 
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nant  à  la  classe  sinx-ricnro  relative  à  A  se  trouve  dans  la  classe 
supérieure  relative  à  H.  Car  si  l'on  considère  un  nonijjie  de  la 
classe  inférieure  relative  à  B,  il  ne  peut  être  dans  la  classe  supé- 
rieure relative  à  A,  sans  quoi  il  serait  aussi  dans  la  classe  supé- 
rieure relative  à  B  ;  il  ne  peut  »Hre  égal  à  A,  car  alors  un  nombre 
b  delà  classe  inférieure  relative  à  B,  mais  plusj.nand  que  A,  appar- 
tiendrait à  la  classe  supérieure  relative  à  A,  donc  encore  à  la  classe 
supérieure  relative  à  B.  Ainsi  tout  nombre  de;  la  classe  inlV'iicurc 
relative  à  B  se  trouve  dans  la  classe  infé-rieure  relative  à  A  ;  mais, 
par  bypotlièse,  tout  nombre  de  la  classe  inférieure  relative  à  A 
se  trouve  dans  la  classe  inférieure  relative  à  B  :  les  deux  classes 
inférieures  sont  identiques. 

13.  —  Les  notions  relalixes  à  l'inégalité  <\q>  nombres  rationnels 
ou  irrationnels  jjourraient  être  renvoyées  après  la  tliéorie  de  l'addi- 
tion ;  elles  se  présentent  trop  nalurellcincnt  pour  qu'on  en  retarde 
l'explication.  Observons  d'abord  que  ces  notions  sont  acquises 
lorsque  l'un  des  deux  nombres  que  Ton  veut  comparer  est  ration- 
nel. Les  inégalités  a  <  A  (ou  A  >  a),  \<.b  (ou  h  >  A),  où  l'on 
suppose  que  a  et  b  sont  rationnels,  veulent  dire  simplement  : 
('  a  appartient  à  la  classe  inférieure,  b  appartient  à  la  classe  supé- 
rieure relative  au  nombre  A  ))  :  elles  inijjliquent  la  conclusion 
rt  <.  b.  On  peut  donc  les  réunir  en  écrivant  a  <  A  <^  b.  Elles 
impliquent  aussi  l'existence  de  nombres  rationnels  a,  b'  tels  que 
l'on  ait  a  <  a'  <  A  <  6'  <  6. 

Soient  A  et  B  deux  nombres  quelconques,  non  égaux.  C'est 
donc  fpie  leurs  classes  inférieures  ne  sont  pas  identiques.  Il  v  a  un 
nombre  qui  figure  dans  l'une  et  non  dans  l'autre  ;  par  exemple  un 
nombre  a  qui  figure  dans  la  classe  inférieure  relative  à  A  (a  <;  A) 
et  qui  ne  ligure  pas  dans  la  classe  inférieure  relative  à  B,  qui  est 
donc  soit  B,  soit  un  nombre  de  la  classe  supérieure  relative  à  13  ;  en 
remplaçant  au  besoin  a  par  un  nombre  rationnel  plus  grand  que 
lui,  mais  appartenant  toujours  à  la  classe  inférieure  relative  à  A,  on 
peut  se  borner  à  examiner  la  seconde  hypothèse  (a  >>  B;. 

Toutes  les  fois  qu'il  y  aura  un  nombre  rationnel  a  figiuant  dans 
la  classe  inférieure  relative  à  A  (a  <  A)  et  dans  la  classe  supérieure 
relative  à  B  (a  >•  B),  je  dirai  que  A  est  pins  grand  que  B,  ou  rjne  B 
est  plus  petit  que  A,  et  j'écrirai  A  >-  B,  ou  B  ■<  A.    Inversement 
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ces  dernières  façons  de  parler  ou  d'écrire  revienncnl  à  affirmer 
lexislence  d'un  nombre  rationnel  a  appartenant  à  la  fois  à  la  classe 
inférieure  relative  à  A  [a  <C  A)  cl  à  la  classe  supérieure  relative 
àB(a>  B). 

Cette  alTirmation  exclut  la  supposition  A  =  l>.  puisque  les  deux 
classes  inférieures  relatives  à  A  et  à  B  ne  sont  pas  identiques.  Elle 
exclut  aussi  la  supposition  B  >>  A,  c'est-à-dire  l'existence  d'un 
nombre  rationnel  h  tel  que  l'on  ait  B  >>  6,  />  >>  A,  car  les  inéga- 
lités b  ^  A.,  A  >  a,  où  /),  a  sont  rationnels,  impliquent  h^a,  et 
les  inéjralités  a  >  B,  B  >•  6  impliquent  a'^  b. 

Il  est  maintenant  bien  aisé  de  voir  que,  si  A,  B,  C  sont  des 
nombres  quelconques,  les  deux  inégalités  A  >■  li,  B>>G  entraînent 
l'inégalité  A  >>  C.  En  effet,  les  deux  inégalités  A  >■  B,  li  >■  C 
impliquent  l'existence  de  nombres  rationnels  a,  b  tels  que  l'on  ait 

A  >  a  >  B,  B  >  6  >  C. 

Les  inégalités  a  >  B,  lî  >»  b,  où  a  et  6  sont  rationnels,  entraî- 
nent fl  ]>  6  ;  l'inégalité  6  >>  C  exigera  donc  que  a,  plus  grand  que 
b  qui  appartient  à  la  classe  supérieure  relative  à  G,  appartienne 
aussi  à  cette  classe  ;  en  d'autres  termes,  on  a  a  >  C  ;  enfin  les  iné- 
galités A  >  a,  a>C  entraînent  A  >C,  d'ajTcs  la  définition  même. 

Si  le  lecteur  veut  bien  se  reporter  un  instant  à  ce  qui  a  été  dit 
sur  la  correspondance  entre  les  points  d'une  droite  et  les  nombres, 
il  apercevra  de  suite  que  les  notions  de  «  plus  grand,  plus  petit  » 
qui  ont  été  indiquées  au  n"  8  coïncident  avec  celles  qu'on  vient 
de  développer. 

Un  nombre  A  est  dit  positif  si  l'on  a  A  >  o.  Si  A  est  irrationnel? 
cela  veut  dire  que  le  nombre  rationnel  o  appartient  à  la  classe 
inférieure  relative  à  A.  Ln  nombre  A  est  dit  négatif  si  l'on  a  A<[o. 
Dans  la  classe  inférieure  relative  à  un  nombre  positif,  il  y  a  des 
nombres  positifs.  Dans  la  classe  supérieure  relative  à  un  nombre 
négatif,  il  y  a  des  nombres  négatifs. 

14.  —  Aux  nombres  rationnels  a,  b,...  correspondent  des  nombres 
rationnels  symétriques  (^j  —  a,  —  b,...  ;  et  si  les  premiers   sont 

(')  L'expression  lie  «  nomJjrcs  svmétrlrjues  »  employée  par  quelques  malhéma- 
ticicns  me  paraît  préférbale  à  celle  de  «  nombres  égaux  cl  de  signes  contraires  ». 
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rangés  par  ordre  de  «rrandeiir  croissanlc,  les  seconds  sont  rangés 
par  ordre  de  grandeur  décroissante.  D'après  cela,  à  charpie 
nombre  irrationnel  A.  on  peut  faire  corresj)ondrc  un  noiiibrc  irra- 
tionnel A'  de  la  façon  suivante  : 

La  classe  inférieure  relative  à  A'  est  formée  des  nombres  de  la 
classe  supi'ricure  relative  à  A  changés  tous  de  signe;  la  classe  supé- 
rieure relative  à  A'  est  formée  des  nombres  de  la  classe  inférieure 
relative  à  A  tous  changés  de  signe.  Il  est  clair  que  les  deux  classes 
ainsi  délinies  comprennent  tous  les  nombres  rationnels;  sauf  ce 
dernier  point,  ce  cpi'on  vient  de  dire  s'applirpierait  aussi  bien  à  un 
nombre  rationnel.  Les  deux  nombres  A.  A  ,  dont  chacun  se  déduit 
de  l'autre  de  la  même  façon,  sont  dits  symctrirjiies  (ou  égaux  et  de 
signes  contraires..  Si  o  figure  dans  la  classe  inférieure  relative  à 
l'un  d'eux,  o  figure  évidenmient  dans  la  classe  supérieure  relative  à 
l'autre;  si  l'un  est  positif,  l'autre  est  négatif;  la  valeur  absolue 
des  deux  nombres  est  celui  des  deux  qui  est  positif;  on  la  désigne 
par  le  symbole  |A|.  Deux  nombres  symétriques  ne  peuvent  être 
égaux  que  s'ils  sont  nuls  ;  leur  valeur  absolue  est  alors  o.  On 
convient  de  représenter  par  -h  A  le  même  nond^re  que  A  et  par 
—  A  le  nombre  symélricpie  de  A  ou  de  -t-  A. 

15.  —  Pour  définir  un  nombre  irrationnel  A.  il  n'est  pas  néces- 
saire de  faire  intervenir  tous  les  nombres  rationnels;  si.  par 
exemple,  on  a  un  mode  de  décomposition  de  tous  les  nombres 
rationnels  compris  entre  les  deux  nombres  rationnels  a,  h 
(a  <i  b)  en  deux  classes  telles  que  tout  nombre  de  la  première 
classe  soit  plus  petit  que  tout  nombre  de  la  seconde  classe,  qu'il 
n'y  ait  pas  dans  la  première  classe  de  nombre  plus  grand  que  tous 
les  autres  et  qu'il  n'v  ait  pas  dans  la  seconde  classe  de  nombre 
plus  petit  que  tous  les  autres,  il  suffira  d'adjoindre  à  la  première 
classe  ainsi  formée  net  tous  les  nombres  rationnels  plus  [)etits  que 
a,  à  la  seconde  classe  l>  et  tous  les  nombres  rationnels  plus  grands 
que  b  pour  avoir  défini  un  nombre  irrationnel  au  sens  du  n"  10. 
Plus  généralement,  on  conçoit  que  ce  qui  importe  c'est  les 
nombres  rationnels  très  voisins  qui  enserrent  en  quelque  sorte  le 
nombre  à  définir.  La  généralisation  que  j'ai  en  vue  exige  quelques 
explications  relatives  aux  ensembles  de  nombres,  dont  il  sera  sou- 
vent question. 
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16.  —  La  notion  (renscinble  est  de  celles  que  le  lecteur  possède 
■déjà.  On  dit  une  chose  très  claire  en  parlant  de  l'ensemble  des 
nombres  entiers,  de  l'ensemble  des  nombres  premiers,  de  l'en- 
semble des  nombres  rationnels,  de  l'ensemble  dos  nombres  positifs 
qui  peuvent  être  représentés  par  des  fractions  irréductibles  dont  le 
dénominateur  est  lo  ou  une  puissance  de  lo,  etc. 

Tous  les  ensembles  que  je  viens  d'énumérer  comprennent  un 
nombre  inlini  d'éléments;  à  ce  litre,  on  les  appelle  des  ensembles 
infinis.  C'est  surtout  à  ceux-là  que  nous  aurons  ail'aire.  Un  ensemble 
(léicrminé  est  caractérisé  par  ceci  :  si  on  considère  un  nombre  quel 
conque,  ce  nombre  a{)partient  ou  n'appartient  pas  à  l'ensendjle. 
Soit  par  exemple  l'ensemble  des  nombres  premiers  (positifs)  ;  un 
nombre  a  appartiendra  à  l'ensemble  s'il  est  entier,  positif  et  pre- 
mier ;  dans  le  cas  contraire,  il  n'appartiendra  pas  à  l'ensemble.  Celle 
détermination  résulte  souvent  d'un  caractère  commun  à  tous  les 
nombres  de  l'ensemble  et  à  ceux-là  seulement.  On  peut  aussi  bien 
considérer  des  ensembles  de  nombres  irrationnels  que  de  nombres 
rationnels  ;  c'est,  pour  le  moment,  de  ces  derniers  seuls  qu'il  va 
être  question. 

On  a  défini  plus  haut  un  nombre  quelconque,  rationnel  ou  non. 
par  l'ensemble  des  nombres  rationnels  plus  petits  que  lui,  et 
l'ensemble  des  nombres  rationnels  plus  grands  que  lui.  A  ces  deux 
ensembles,  on  peut  en  substituer  d'autres  analogues. 

17. — Soient  (E),  (E')  deux  ensembles  de  nombres  rationnels 
jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

Tout  nombre  de  l'ensemble  (E)  est  phis  petit  que  tout  nombre 
de  l'ensemble  (E  )  ;  dans  l'ensemble  (E)  il  n'y  a  pas  de  nombre  qui 
soit  plus  grand  que  tous  les  autres  ;  dans  l'ensemble  (  E  )  il  n'y  a 
pas  de  nombre  qui  soit  plus  petit  que  tous  les  autres.  Enfin,  si 
petit  que  soit  le  nombre  rationnel  positif  i,  on  peut  trouver  un 
nombre  a  dans  l'ensemble  (E)  et  un  nombre  a  dans  l'ensemble  (E') 
dont  la  différence  soit  moindre  que  £,  les  propriétés  appartenaient 
aux  ensembles  qui  ont  servi  au  n"  10  à  définir  im  nombre  irra- 
tionnel ;  on  va  montrer  qu  elles  suffisent  pour  tléfinir  un  nombre, 
qui  peut  d'ailleurs  être  rationnel  ou  irrationnel. 

Les  classes  inférieure  et  supérieure  de  ce  nombre  seront  définies 
par  la  condition  de  contenir  l'une  tous  les  nombres  de  (E)  et,  par 
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siiilo.  tout  nomhro  ralionncl  qui  est  plus  jxlit  c|u'iin  nonibro  de 
[\i),  raiilro  tous  les  nombres  de  (F/)  cl,  par  siiile,  tout  nombre  ra- 
tionnel plus  grand  qu'un  nombre  de  (K')  ;  puisqu'il  n'y  a  pas 
dans  (!•])  de  nondjrc  j)lns  ^rand  ([iic  tous  les  autres,  on  peut  dire 
encore  que  clia(|ue  nnudire  de  la  (•las>e  iid'éricurc  est  caractérisé 
parce  lait  qu'il  \  a  dans  (!•])  un  nombre  })lus  g-rand  que  lui;  de 
même  cliaquc  nombre  de  la  classe  supérieure  est  caractérisé  par  ce 
fait  qu'il  y  a  dans  (K')  un  nombre  plus  petit  que  lui.  Si  aucun 
nombre  rationnel  n'échappe  à  ce  classement,  en  d'autres  termes, 
si  tout  nombre  rationnel  est,  soit  égal  ou  inférieur  à  un  nombre  de 
[K),  soit  égal  ou  supérieur  à  un  nombre  de  (E),  on  a  alîaire  au. 
j)remicr  mode  de  déc()uq)<)silion  :  on  définit  un  nondjre  irrationnel. 
S'il  V  a  un  nombre  rationnel  qui  échappe  au  classement,  c'esl 
qu'il  est  à  la  l'ois  plus  grand  que  tous  les  nombres  de  (E)  et  plus 
petit  que  tous  les  nombres  de  (E'),  il  est  donc  seul  de  son  espèce, 
car  s'il  v  avait  deux  tels  nombres  rationnels  A,  13  et  si  l'on  avait 
A  >  B,  la  dilïérence  entre  un  nombre  de  (E')  (plus  grand  que 
A)  cl  un  nombre  de  (E)  plus  petit  que  13)  serait  toujours  supérieure 
à  A  —  B,  contrairement  à  la  dernière  condition  imposée  aux  en- 
sembles (E),  (E'j. 

18,  —  Par  exemple,  on  enseigne,  en  arithmétique,  à  trouver 
les  nombres  de  la  forme  — ';, ,  où  a„  est  un  entier  positif,  qui  satis- 
font aux  conditions 

l'ensendjle  •  E)  des  nombres  de  la  lurme  —,  et  l'ensemble  (E)  des 

nombres  de  la  forme  — — —  ,  jouissent  évidemment  des  propriétés 

requises  ;  ils  peuvent  servir  à  défmirlc  nombre  irrationnel  y  •^• 

Considérons  un  symbole  comme  3,i/i  i59->65...  ou  7,2(Si7  iSi  — 
formé  d'un  nond^re  entier  [)Ositif,  nul  ou  négatif  (')  suivi  d'une  suite 
indéfinie  de  chilTres  décimaux  ;  cette  suite  est  supposée  déterminée^ 

(')  3  on  —  7  dans  les  exemples  moisis;  le  si},Mie  —  est  placé,  suivant  l'usage- 
adopté  pour  les  Tables  nuniérifjues,  au-dessus  du  nomlirc  entier  ~,  pour  indi- 
quer (juc,  seul,  il  doit  être  rcf^ardé  couiuic  négalil. 
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e'csl-à-clirc  que  IccliillVe  qui  occupe  un  ranj^'  clétcrmlnécsl  déler- 
ininé.  En  s'arrètant  quelque  pari  dans  la  suite,  au  qualrièmcchilTrc 
décimal  si  l'on  veut,  on  formera  un  nombre  décimal  déterminé,  ce  sera 
dans  le  premier  exemple  le  nombre  positif,  3,1^10,  dans  le  second 
exemple,  le  nombre  négatif  7,2817  =  0,2817  —  7  =-- —  (J.7183. 
Les  nombres  décimaux  que  Ion  obtient  en  limitant  la  suite 
quelque  part  forment  un  ensemble  (E),  et  les  nombres  c(ui  se 
déduisent  des  précédents  en  ajoutant  une  unité  à  leur  dernier 
chitTre  décimal  constituent  im  ensemble  (E)  ;  ces  deux  ensembles 
satisfont  aux  conditions  requises,  sauf  dans  le  cas  où,  à  partir  d'un 
certain  rang,  les  cliiiTres  se  trouvent  être  tous  des  o,  et  celui  où,  à 
partir  d'im  certain  rang,  les  cliilTres  se  trouvent  tous  être  des  9  : 
dans  le  premier  de  ces  cas,  il  y  a  dans  (E)  un  nombre  plus  grand  que 
t«us  les  autres,  et  dans  le  second,  il  y  a,  dans  (E),  un  nombre  plus 
jtetit  que  tous  les  autres.  J'observe  en  passant  que,  dans  le  premier 
cas,  l'ensemble  (E),  dans  le  second  cas,  l'ensemble  (E  )  ne  contient 
qu'un  nombre  fini  de  termes  distincts.  En  écartant  ces  deux  cas, 
les  deux  ensembles  (E),  (E'),  définissent  un  nombre  A,  dont  la 
suite  considérée  est  la  représentation  décimale,  au  sens  du  n°  11. 
c'est-à-dire  que,  si  on  limite  la  suite  au  y>^  cbifTre  décimal,  le 
nombre  décimal  ainsi  obtenu  est  la  valeur  approchée  de  A,  par  dé- 
faut, à  -  -7  près.  La  représentation  décimale  d'un  nombre  irra- 
tionnel A  ne  peut  se  trouver  ni  dans  l'un  ni  dans  l'autre  des  cas 
d'exception  :  bornons-nous,  en  effet,  à  considérer  le  premier  et 
supposons  que,  dans  la  représentation  décimale  du  nombre  ir- 
rationnel A  tous  les  chiffres  qui  suivent  le  //  chiffre  décimal 
soient  des  zéros.  Désignons  par  a  le  nombre  (rationnel)  obtenu   en 

s'arrètant  à  ce  /)"  chiffre  ;    c'est  la   valeur  approchée  de  A   à  — - 

près,  par  défaut;  ce   serait  aussi,  dans  la  supposition,    la   valeur 

approchée  de  A  à  — -  près,  y  étant  un  nombre  entier  quelconque 

plus  grand  que  p.  Or,  soit  a  un  nombre  rationnel  tel  que  l'on  ait 
a  <C  a' •<  A  :  il  existe  un  entier /i,  que  l'on  peut  supposer  plus 
grand  que  p,  pour  lequel  on  aura 


10"  ^ 
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le  nombre  a  élaiil  plus  potil  que  \,  il  en  csl  do  nirnic  tlu  noinbie 
plus  pclil  ^?  H-  — -  :  il  t-l  (l('s    lors   impossible  que  '/  soil  la  valeur 

approchée  tic  A,  par  délaul,  à  — -  près. 

Quant  aux  nombres  rationnels,  on  sait,  par  les  éléments  de 
raritbmétif]ue,  que  leur  représentation  décimale,  définie  comme  au 
n"  11,  peut  très  l)ien  être  limitée,  ou,  si  l'on  veut,  continuée  par 
un  nombre  illimité  de  zéros,  mais  (|uo,  lorsqu'on  réduit  une  fraction 
ordinaire  en  fraction  décimale,  il  ne  peut  arriver  que  tous  les 
chilTres  qui  suivent  un  cbitlVe  déterminé  soient  des  9. 

Excluons  donc  des  symboles  que  nous  avons  considérés  au  début 
de  ce  numéro  ceux  oi!i  tous  les  cbilTres  qui  suivent  un  cliilïrc 
déterminé  seraient  des  9.  On  peut  dire  alors  qu'un  symbole  de 
l'espèce  considérée  définit  un  nombre  rationnel  ou  irrationnel  A  ; 
c'est  la  représentation  décimale  de  ce  nombre  A. 

Les  re[)réscntations  décimales  de  deux  nombres  A  et  B  ne 
peuvent  coïncider  que  si  les  deux  nombres  sont  égaux  ;  si,  en 
limitant  ces  deux  représentations  décimales  au  /)°  chiflre  déci- 
mal, la  première  fournit  un  nombre  plus  grand  que  la  seconde,  on 
voit  de  suite  que  A  est  plus  grand  que  B. 

J'arrive  aux  opérations  sur  les  nombres  irrationnels. 

19.  —  Soient  A  et  B  deux  nombres  rationnels  ou  irrationnels. 
Leur  somme  A  -+-  B  est,  par  définition,  un  nombre  plus  grand  que 
la  somme  de  deux  nombres  rationnels  quelconques  respectivement 
plus  petits  que  A  et  B,  et  plus  petit  que  la  sonmic  de  deux  nombres 
rationnels  (|uelconques  respectivement  plus  grands  que  A  et  B.  On 
va  montrer  que  cette  double  condition  définit  un  nombre  cl  un 
nombre  unique. 

Considérons  en  elTet  l'ensemble  (E)  des  nombres  distincts  que 
l'on  peut  obtenir  en  ajoutant  deux  nombres  a.  h,  appartenant  res- 
pectivement aux  classes  inférieures  relatives  à  A,  B,  et  l'ensemble 
(E')  des  nombres  distincts,  que  l'on  peut  obtenir  en  ajoutant  deux 
nondjrcs  rationnels  a  ,  h'  respectivement  [)lus  grands  que  A,  B. 

Tous  l(>s  nombres  de  (K)  el  de  (1']')  sont  rationnels.  Si  le  nond^re 
cherché  existe,  sa  classe  inférieure  doit  contenir  tous  les  nondnes 
de  (E),    sa  classe  supérieure  tous  les  nombres   de  (E')  :  D'ailleurs 
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loul  nombre  de  (E)  est  éYidcmiiicnl  plus  pclil  que  tout  nombre 
de  []■]')  :  dans  (E)  il  n'y  a  pas  de  nombre  phis  grand  que  lous  les 
autres,  puisqu'il  y  a  dans  les  classes  inférieures  relatives  à  A  et  lî  des 
nombres  respectivement  plus  grands  que  a,  b,  et  qu'il  y  a  donc  des 
nombres  dont  la  somme  est  plus  grande  que  a  -f-  b.  De  même,  il 
n'y  a  pas  dans  '  E)  de  nombre  [)lus  petit  que  tous  les  autres.  Enfin,, 
il  y  a  dans  (l^j  et  dans  [E')  des  nombres  dont  la  dillérencc  est  aussi 
petite  qu'on  le  veut,  moindre,  par  exemple,  que  le  nombre  ration- 
nel positif  z  ;  on  peut  en  ell'et  supposer  a  —  a  et  //  —  b  moindres 

que  ■"  ;  on  aura  alors  n'  +  b'  —  (o  -+-  b)  <;  i. 

Les  deux  ensembles  (E),  (E)  satisfont  donc  aux  conditions  que 
l'on  a  spécifiées  au  n"  17  ;  ils  définissent  un  nombre  irrationnel  ou 
rationnel  plus  grand  que  tous  les  nombres  de  (E),  plus  petit  que 
tous  les  nombres  de  (E')  ;  c'est  le  nombre  A  H-  B.  Cette  définition 
s'accorde  évidemment  avec  la  définition  ordinaire  quand  A  et  B 
sont  rationnels. 

Les  ensembles  (E),  (E)  ne  sont  autres  d'ailleurs  que  les  classes 
inférieure  et  supérieure  relatives  à  A  -+-  B.  Considérons  en  effet 
l'ensemble  (E)  et  la  classe  inférieure;  tout  nombre  de  (E)  fait  par- 
tie de  cette  classe  ;  je  dis  que  tout  nombre  m  de  cette  classe  est  un 
nombre  de  (E)  ;  en  effet,  par  définition,  ou  il  est  égal  à  un  nombre 
de  ^^E),  ou  il  est  inférieur  à  un  tel  nombre,  c'est-à-dire  à  la  somme 
de  deux  nombres  a,  b,  qui  appartiennent  aux  classes  inférieures 
relatives  à  A,  B  :  on  a  alors  m  <C  a  -{-  b,  et  le  nombre  m  est  la 
somme  des  deux  nombres  a  et  m  —  a  <C  b  qui  appartiennent  aux 
classes  inférieures  relatives  à  A,  B  ;  donc  m  est  un  nombre  de  (E). 
La  démonstration  est  la  même  pour  la  classe  supérieure. 

Par  exemple,  o  est  la  somme  de  deux  nombres  symétriques 
quelconques  A,  A'  ;  car  o  est  plus  grand  que  la  somme  de  deux 
nombres  appartenant  aux  classes  inférieures  relatives  à  A,  A',  somme 
qui  est  évidemment  négative,  de  même  o  est  plus  petit  que  la 
somme  de  deux  nombres  appartenant  aux  classes  supérieures  relatives- 
à  A,  A',  somme  qui  est  évidemment  positive  ;  o  satisfait  à  la 
définition  de  la  somme  des  nombres  A,  A'. 

20.  —  En  ^ertu  dos  propriétés  des  nombres  rationnels,  les  en- 
sembles (E),  (E')  ne  dépendent  pas  de  l'ordre  des  nombres  A,  B,. 
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on  a  donc 

(,,  A  +  B  =  B4-A. 

La  soniiiip  de  (rois  nombres  A,  H,  C  s'obtient  par  définition  en 
faisant  la  somme  S  dos  den\  premiers  nombres  A,  B,  pnis  la- 
sonune  S  -i-  C.  La  classe  inférieure  relalivc  à  ce  nombre  est  formée 
des  nombres  obtenus  en  ajonlaiit  un  nombre  appailcnani  à  liY 
classe  inférieure  relative  à  C  et  un  nombre  a[)partcnant  à  la  classe 
inférieure  relative  à  S  ;  ce  dernier  nombre  esl  la  somme  do 
deu\  nombres  cpii  appartiennent  respectivement  aux  classes  infé- 
rieures relatives  à  A  et  à  B  ;  la  classe  inférieure  relative  à  S  -h  G  ou 
à  (A  -+-  B)  -t-  G  est  donc  formée  des  nombres  qui  sont  la  somme 
de  trois  nombres  appartenant  respcclivement  aux  classes  infé- 
rieures relatives  à  A,  B,  G.  De  môme  la  classe  supérieure  relative  ib 
(A  -i-  B)  -+-  G  esl  formée  des  nombres  qui  sont  la  sonune  de  trois 
nombres  qui  ai)partiennent  respectivement  aux  classes  supérieures 
relatives  à  A,  lî,  G.  Ge  raisonnement  s'étendrait  sans  peine  aux 
sommes  de  quatre,  cinq,...  nombres,  formées  en  ajoutant  successi- 
vement ces  nombres,  dans  l'ordre  oi^i  ils  sont  donnés.  La  démons- 
tration relative  à  la  sonmie  de  trois  nombres  suffit  à  montrer  que 
l'on  a 

(a)  (A^  B)  +C  =  A  +  (B  +  C), 

puisque  les  modes  de  décomposition  qui  définissent  les  deux  mem- 
bres sont  les  mêmes.  Les  égalités  (i)  et  (2)  sufiisent,  comme  on 
sail,  à  montrer  que  dans  une  somme,  on  peut  intervertir  l'ordre 
des  termes,  et  remplacer  tels  termes  que  l'on  veut  par  leur  somme 
elTectuée.  Au  reste,  ces  propositions  résultent  directement  des 
propositions  analogues  relatives  à  l'addition  des  nombres  ration- 
nels et  de  ce  que  la  classe  inférieure  relative  à  une  somme  quel- 
conque est  formée  de  nombres  qui  sont  la  somme  de  nombres 
appartenant  respectivement  aux  classes  inférieures  relatives  à  ses 
ternies. 
On  a 
(3)  A  -h  o  =  A. 

l]n  elTel,  tout  nombre  qui  appartient  à  la  classe  inférieure  relative 
à  A  -i-  0  étant  la  somme  d'un  nombre  a  appartenant  à  la  classe  in- 
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fcrieure  rclalive  à  A  et  diin  nonibic  rationnel  négatif,  est  moindre 
que  a  el  par  suile  ap[)artient  à  la  classe  inférieure  à  A  ;  de  même 
tout  nondjre  apjiarteiianl  à  la  classe  supérieure  à  A  -h  o  ap[»ar- 
tient  à  la  classe  supérieure  à  A  ;  les  nombres  A  -t-  o  el  A  sont 
égaux  (n""  12,. 

Lc^  égalités  (i),  (2),  (3)  expriment  les  propriétés  fondamenlales 
de  l'addition. 

On  a  A  -t-  13  >■  A  ou  A  -i-  B  <C  A  suivant  que  B  est  positif  ou 
négatif. 

Supposons  en  eiïet  B  >.  o  et  soient,  en  employant  de  petites 
lettres  pour  désigner  les  nombres  rationnels 

o  <  6  <  B,       «  <  A  <  a,       a'  —  a<Cb; 

on  peut,  d  après  ce  qui  précède,  affirmer  l'existence  de  tels  nombres 
rationnels  i,  a,  a  :  le  nombre  a  étant  plus  petit  que  a  -r-  h  est 
plus  petit  (pie  A  -h  B  et  les  inégalités  a  <C  A  -h  B,  a  >  A  entraî- 
nent A  -H  B  >■  A. 

21.  —  La  définition  de  la  soustraction  est  la  même  que  celle 
qui  est  liabituellcraent  donnée  au  début  de  l'algèbre. 

La  dilTérence  entre  les  deux  nombres  A,  B  est  un  nombre 
tel  qu'en  lui  ajoutant  B  on  trouve  A.  Supposons  qu'il  existe  un  tel 
nombre  .r,  on  aura  se  H-  B  =  A  ;  par  suite,  x  h-  B  -t-  B'  est 
égal  à  A  -+-  B',  en  désignant  par  B  le  symétri({ue  de  B  ;  mais  la 
somme  .r  -h  B  H-  B'  est  égale  à  x  -h  (B  -+-  B')  =  j?  H-  o  =  x. 

Le  nombre  cbercbé,  s'il  existe,  est  donc  xinique  et  égal  à  A  +-  B'; 
réciproquement  la  somme  de  A  +  B  elde  Best  égale  à  A  -+-(B'-!-B), 
ou  à  A -1-0  =  A.  Le  nombre  cbercbé  existe,  il  est  unique,  on  l'ob- 
tient en  ajoutant  à  A  le  symétrique  B'  ou  —  B  de  B  ;  conformé- 
ment aux  conventions  de  l'algèbre  on  écrit  celte  somme  A  —  B. 

On  a 

A  —  B  <  A,      A  —  B  >  A,       A  —  B  =  A 

suivant  que  B  est  positif,  négatif  ou  nul,  puisque,  suivant  les  cas, 
—  B  est  négatif,  positif  ou  nul. 

Si  A  est  plus  grand  que  B,  G  :=  A  —  B  est  positif;  car  si  C 
était  négatif  ou  nul,  B  -i-  C  ou  A  serait  plus  petit  que  B,  ou  égal 
à  B,  ce  qui  contredit  l'bypothèse. 
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Kécipio(jii('mciil  si  C  =  A  —  15  csl  |)osilil.  A,  qui  est  la  scmiiuic. 
•de  H  el  d'un  noiubre  positif  G.  est  [)lus  grand  que  li. 

Dès  lors,  on  n'a,  comme  on  sait,  aucune  peine  à  élahlir  les  pro- 
positions concernant  les  inég'alilés  et  les  combinaisons  des  iné- 
galités qui  ne  dépendent  que  de  l'addition  ou  de  la  soustraction. 
Par  exemple,  si  les  deux  nombres  A  et  B  sont  compris  entre  les 
nombres  A',  \V,  la  dillérence  entre  les  nombres  A,  B  est  moindre 
en  vah'ur  absolue  que  la  dillérence  entre  les  nombres  A',  B'.  Si,  en 
particulier,  en  sait  que.  quelque  [)elit  que  soit  le  nombre  positif  £, 
il  existe  deux  nombres  A',  B',  qui  co!iq)renn('iil  entre  eux  les  nom- 
bres A,  B,  et  dont  la  ililVérence  est,  eu  valeur  absolue,  moindre 
<{ue  H,  on  peut  allirmer  que  les  nombres  A,  li  sont  égaux.  Cette 
proposition,  qui  est  souvent  commode  pour  démontrer  l'égalité  de 
deux  nombres  irrationnels,  aurait  [)u  être  facilement  établie  dès 
Je  n"  13.  en  se  bornant  au  cas  où  A',  B',  i  s(tnt  rationnels. 

22.  —  Soient,  sur  une  droite  trois  points  P,  Q,  Il  ;  je  suppose 
<jue  Q  soit  entre  P  et  R.  Quand  on  a  pris  une  unité  de  longueur,  les 
longueurs  des  segments  PQ,   QR,   l'R  sont  représentées  par  des 

, 1 1. 

P  ()  R 

Fig.  3. 

nombres  ([)ositifs|,  rationnels  ou  non,  que  je  désignerai  par  [PQ], 
[QR],  [PR]  ;  quand  les  trois  segments  sont  commensurables  à 
l'unité,   on  sait  que  l'on  a 

[PR]  =  [PO]  +  [(^)R]. 

Il  est  aisé  de  voir  que  cette  égalité  subsiste  dans  tous  les  cas. 
En  ellel,  le  nombre  qui  mesure  im  segment  est  plus  grand  que  tout 
nombre  rationnel  qui  mesure  un  segment  plus  petit  cpie  lui  et 
■commensurable  à  l'unité  ;  il  est  au  contraire  [)lus  petit  ({ue  tout 
nondire  rationnel  qui  mesure  un  segment  plus  grand  que  lui  et 
-commensurable  à  l'unité.  Or,  le  segment  PR  est  plus  grand  f[ue  la 
somme  de  deux  segments  plus  petits  respectivement  que  PQ  et 
<^R,  plus  petit  que  la  somme  de  deux  segments  respectivement  plus 
grands  que  PQ  et  QR  ;  donc  |PR]  est  plus  grand  que  la  souune  de 
<leux  nondjres  rationnels  (juelconqucs  plus  petits  respectivement 
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que  [PQ],  [QK]  et  plus  pptit  qiio  la  somme  de  deux  nombres  ra- 
lioniicls  quelconques  respectivement  plus  grands  que  [PQ],  [Qï^j- 

Il  résulte  de  là,  comme  on  sait,  que,  si  l'on  considère  un  axe 
\'\,  sur  lequel  on  a  pris  un  sens  positif,  et  si  l'on  désigne  par 

1 1 1 ! ! 

\  C  A  15  \ 

AH  le  nondire  cjui  serait  l'abscisse  du  point  13  si  l'on  prenait  A 
pour  origine,  on  a,  quelle  que  soit  la  disposition  des  points  A,  B,  C, 

À"G  =  ÂB  -f-  BC. 

23.  —  Les  détails  dans  lesquels  je  suis  entré  pour  la  tbéorie  de 
l'addition  me  permettent  d'aller  un  peu  plus  vite  pour  la  multi- 
plication. 

Soient  A,  B  deux  nombres  y>oi////'6"  ;  le  produit  Ali  de  ces  deux 
nombres  est,  par  définition,  un  nombre  plus  grand  que  le  produit 
de  deux  nombres  rationnels  positifs  quelconques  respectivement 
plus  petits  que  A,  B  et  plus  petit  que  le  produit  de  deux  nombres 
rationnels  quelconques  respectivement  plus  grands  que  A,  B. 

Cette  double  condition  définit  un  nombre  unique.  Considérons 
en  elTet  l'ensemble  (E)  des  nombres  distincts  que  l'on  peut  obtenir 
en  multipliant  deux  nombres  rationnels  positifs  a,  //respectivement 
plus  petits  que  A,  B,  et  l'ensemble  (E)  des  nombres  rationnels 
distincts  que  l'on  peut  obtenir  en  multipliant  deux  nombres  a,  b' 
respectivement  plus  grands  que  A,  B. 

Tout  nombre  de  (E)  ou  de  (E')  est  rationnel.  La  classe  inférieure 
du  nombre  cherché,  s'il  existe,  doit  contenir  tous  les  nombres  de 
(E)  ;  sa  classe  supérieure,  tous  les  nombres  de(E'j  ;  tout  nombre  de 
(E)  est  inférieur  à  tout  nombre  de  (E)  ;  il  y  a  dans  E  et  dans  E'  des- 
nombres dont  la  difTérence  est  moindre  que  le  nombre  rationnel  £  ; 
en  elTet,  si  l'on  a 

a'  =r  a  ^  a,         b'  =  b  -^ '^, 

on  en  déduit,  en  supposant  les  nombres  rationnels  et  positifs  a,  |> 
plus  petits  que  le  nombre  rationnel  positif  y,  plus  petit  lui-même 
que  I, 

a'b'  —  a^  =:  a^  -h  />:c  -h  a3  <<  Y  (a  -H  6  H-  i)  <  Y  P. 
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où  P  cK'sijirnc  un  iiomhic  rationnel  obtenu  en  ajoutani  runil('  à  la 
somme  de  ileiiv  nomltie-;   rationnels  rcsneclivemcnt    [)lus   grands 

que  A  et  M  ;  il  sullira  donc  do  |)rendre  y  <C  p-  Les  deu\  cnscniblcs 

(E),  (E')  satisfont  aux  conditions  spécifiées  au  n"  17  ;  ils  déli- 
nissent  un  nombre  irrationnel  ou  rationnel  plus  grand  que  tous  les 
nombres  de  (E),  plus  petit  que  tous  les  nombres  de  (E'),  c'est  le 
produit  AB. 

La  classe  inférieure  relative  à  AH  est  formée  des  nombres  de  (K), 
auxquels  on  adjoindra  toutefois  o  et  les  nombres  rationnels  néga- 
tifs; la  classe  supérieure  relative  à  AB  est  formée  des  nombres 
de  E'. 

Considérons  en  eilet  l'ensemble  (1-^)  et  les  nombres  positifs  de  la 
classe  inférieure  relative  à  AB  ;  cbaque  nondirc  de  l'ensemble  l'^  est 
l'un  de  ces  nombres  positifs  ;  l'un  quelconque  m  de  ces  nombres 
positifs,  plus  petits  que  AB,  est  égal  ou  inférieur  à  un  nombre 
de  l'ensemble  (Ei,  c'est-à-dire  au  i^roduit  de  deux  nombres 
positifs  a,  h  respectivement  [)lus  [)clits  (juc  \,  B;  on  a  alors 
m  ^  ah,  et  le  nombre  m  est    le  produit   des  deux  nombres   a  et 

—  ^  b,  qui  sont  respectivement  plus  petits  que  A,  B  ;  donc  m  est 

un  nombre  de(E).  On  voit  de  même  que  l'ensemble  (E')  coïncide 
avec  la  classe  supérieure  relative  à  AB. 
On  a 

(1)  ABr:=R\. 

Le  produit  de  trois  nombres  [)ositifs  A,  B,  G  s'obtient  en  multi- 
[)liant  par  le  troisième  G  le  produit  AB  des  deux  premiers.  La 
classe  inférieure  relative  au  produit  (AB)G  est  formée  des  nombres 
négatifs,  de  zéro,  et  des  nombres  obtenus  en  multipliant  trois  novn- 
bres  positifs  ap[)artenant  respectivement  aux  classes  inférieures 
relatives  aux  nombres  A,  B,  G  ;  la  classe  sui)érieure  relative  au  [)ro- 
duit  (AB) G  est  formée  des  nombres  obtenus  en  mulli[)liant  trois 
nombres  appartenant  respectivement  aux  classes  supérieures  rela- 
tives à  A.  B,  G.  Geci  s'étend  sans  peine  au  produit  de  quatre, 
cincj,...  facteurs.  On  a 

(2)  vAB)C  =  A(BC). 
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Dans  \in  inoduit  (riiii  nombre  quelconque  de  raclcnrs  positifs 
on  peut  iiilevvertir  l'ordre  des  facteurs,  remplacer  tels  facteurs  que 
l'on  veut  par  leur  produit  encclué. 

A  étant  un  nombre  positif,  on  a 

(3)  A  X  I  =  A; 

en  eiïet,  un  nombre  rationnel  positif  plus  petit  que  A  x  i  étant  le 
produit  d'un  nombre  rationnel  positif  a,  plus  petit  que  A  par  un 
nombre  rationnel  positif  plus  petit  que  i,  est  plus  petit  que  a  et^ 
par  suite,  que  A  ;  de  même  tout  nombre  rationnel  plus  grand  que 
A  X  1  est  plus  grand  que  A  ;  les  nombres  A  X  i  et  A  sont  égaux. 
Si  A,  lî,  G  sont  des  nombres  positifs  on  a  : 

(/,)  (A  H-  B)  C  z=z  AC  -f-  BC. 

En  eflet,  un  nombre  rationnel  positif  plus  petit  que  (A  -+-  B)G 
est  le  produit  par  im  nombre  rationnel  positif  c,  plus  petit  que  G, 
d'un  nombre  rationnel  positif  plus  petit  que  A  -+-  B,  c'est-à-dire 
de  la  somme  a  -h  h  de  deux  nombres  rationnels  a,  h  ])lus  petits 
respectivement  que  A,  B;  or,  le  produit  (a -\- b)c  étant  égala 
ac  -r-  hc,  est  la  somme  de  deux  nombres  rationnels  ac,  bc  respec- 
tivement plus  petits  que  AG,  BC  ;  le  produit  (a  +  b)c  et,  par  con- 
séquent, n'importe  ([uel  nombre  rationnel  positif  plus  petit  que 
(A  -+-  B)G  est  donc  moindre  que  AG  -+  BC  ;  on  voit  de  même 
que  tout  nombre  rationnel  plus  grand  que  (A  h-  1î)G  est  plus- 
grand  que  AC  -l-  BC  :  les  deux  nombres  (A  4-  BiC  et  AC  -+■  BC. 
sont  égaux  (n"  12) . 

Les  égalités  (i^,  (2),  (3),  (/j)  expriment  les  propriétés  fonda- 
mentales de  la  multiplication  ;  elles  sont  établies  pour  les  nombres 
positifs.  En  regardant  comme  nul  le  produit  de  deux  ou  plusieurs 
facteurs  dont  l'un  est  nul  et  en  se  reportant  pour  les  nombres  né- 
gatifs à  la  règle  des  signes,  on  définit  le  produit  de  deux  nombres 
positifs,  nuls  ou  négatifs,  et  l'on  étend  à  tous  les  cas  les  proposi- 
tions qu'expriment  ces  égalités. 

Les  propositions  relatives  aux  inégalités,  qui  concernent  la  mul- 
tiplication, peuvent  aussi  être  regardées  comme  établies. 

24.  —  Aux  nombres  rationnels  positifs  a,   b,...,  on  peut  faire 
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correspondre  leurs  inverses     ,  ,....;  si  les  preimers  noml^rcs  sont 

ranfrés  par  ordre  (le  j^aantleiir  croissaiile,  les  seconds  son!  lanprés 
par  ordre  de  grandeur  décroissante.  D'après  cela,  à  chaque  nombre 
irrationnel  positif  A.  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  irra- 
tionnel jio-^ilif  A' de  la  faeon  sui\ante  :  la  classe  inférieure  relative 
à  A'  est  formée  des  inverses  des  nombres  qui  appartiennent  à  la 
classe  supérieure  relative  à  V,  du  nombre  o  et  des  nombres  ration- 
nels négatifs  ;  la  classe  supérieure  relative  à  A'  est  formée  des  in- 
verses des  nombres  positifs  qui  appartiennent  à  la  classe  inférieure 
relative  à  A.  Il  est  clair  que  les  deux  classes  ainsi  définies  com- 
prennent tous  les  nombres  rationnels  ;  sauf  ce  dernier  point,  ce 
fpion  vient  de  dire  s'appliquerait  aussi  bien  à  un  nombre  lation- 
ncl.  Les  deux  nombres  A,  A',  dont  chacun  se  d(''duit  de  lautrc  de 
la  même  façon,  sont  dits  inverses  l'un  de  l'autre.  Le  produit  de 
deux  nombres  inverses  est  égal  à  j ,  puisque  i  est  plus  grand 
que  le  produit  de  deux  nombres  positifs  appartenant  aux  classes 
inférieures  relatives  à  A,  A',  plus  petit  que  le  produit  de  nombres 
positifs  appartenant  aux  classes  supérieures  relatives  à  A,  A'. 

Lorsque  A  est  négatif,  son  inverse  est  un  nombre  négatif  A' dont 
la  valeur  absolue  est  l'inverse  de  la  valeur  absolue  de  A.  Dans  ce 
cas  encore  le  produit  A  A'  est  égal  à  i,  et  ce  nombre  A'  est  le  seul 
dont  le  produit  par  A  soit  égal  à  i  ;  à  un  nombre  nul  ne  corres- 
pond aucun  nombre  inverse. 

L'inverse  d'un  nombre  A  se  représente  par  -r  . 

25.  —  Etant  donnés  deux  nombres  A,  C,  cxiste-t-ilun  nond^reB 
tel  que  l'on  ait 

BA  =  C? 

Un  tel  nombre  ne  peut  exister  si  A  est  nul  et  C  différent  de  zéro, 
puisque  le  produit  d'im  nombre  quelconque  par  o  est  nul  ;  je  sup- 
poserai essentiellement  que  A  ne  soit  pas  nul. 

Soit  A'  son  inverse;  en  supposant  que  B  vérifie  l'égalité  précé- 
dente, on  devra  avoir  (BA)A'  =  CA' ;  on  a  d'ailleurs 

(BA)A'  =  B(AA')  =  Bxi  =  B; 
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tlonc  1î  ne  innil  vive  ('i;al  i\\\'h  CV  :  d'aillcMirs  (C.V)  A  o*l  ('j^al  à 
C  (AA  )  on  à  C  11  n'y  a  donc  (innii  lUMiihivî  (jui  satisfasse  à  la  con- 
<litioii  pi:)sôc  ol  il  v  on  a  un  :  ce  nonil)re  est 

CA'  =  C  X  ly 

-,    •   ■  c        ,      .  ,.      I 

On  eeni  .,  avec  le  même  sens  que  {>  X  rt* 

On  a  maintenant  tont  ce  qn'il  faut  pour  étendre  aux  nombres 
•irrationnels  les  propositions  qui  se  rapportent  à  l'addition,  à  la 
soustraclion,  à  la  multiplication,  à  la  di\ision.  Il  reste  à  dclinir  la 
racine  n''  arillmictiquc  d'un  nombre  positif  A. 

26.  —  l^tant  donné  un  nombre  positif  A  on  demande  de  trouver 
\\n  nond)re  positif  .c  qui  vérifie  l'équation 

X"  =  A 

où  n  est  un  nombre  entier  plus  grand  que  i.  Un  tel  nombre, 
s'il  existe,  est  évidemment  unique,  puisque  la  puissance  n"  d'un 
•nombre  positif  plus  grand  ou  plus  petit  que  .r  est  plus  grande  ou 
plus  petite  que  x'\  Supposons  qu'il  n'existe  pas  de  nombre  ra- 
tionnel qui  \érifie  cette  équation. 

Rangeons  dans  une  première  classe  tous  les  nombres  rationnels 
positifs  dont  la  puissance  n'^  est  moindre  que  A,  dans  une  se- 
conde classe  tous  les  nombres  rationnels  positifs  dont  la  puissance 
n®  est  plus  grande  que  A.  Cette  décomposition  en  deux  classes 
•des  nombres  rationnels  définit  un  nombre  li.  Le  produit  de  n  nom- 
bres positifs  rationnels  moindres  que  B  est  au  plus  égal  à  la  n^ 
puissance  du  plus  grand  d'entre  eux  et  par  conséquent  moindre 
que  A,  puisqiie  le  plus  grand  de  ces  n  nombres  api)aitient  certai- 
nement, comme  eux  tous,  à  la  première  classe.  Le  produit  de  n 
nombres  positifs  rationnels  plus  grands  que  li  est  au  moins  égal  à 
la  n®  puissance  du  plus  petit  d'entre  eux  et  par  conséquent  plus 
grand  que  A,  puisque  le  plus  petit  de  ces  n  nombres  appartient 
certainement,  comme  eux  tous,  à  la  seconde  classe.  Le  nombre  A 
satisfait  donc  à  la  définition  du  produit  de  n  nombres  égaux  à  B 
et  l'on  a  B"  =  A. 

Puisque,  par  bypotbèse,  il  n'y  a  pas  dénombre  rationnel  positif 
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(|iil  VL'iilic  l'rfjiialion  x'"  r=T  \,  il  faut  (|iic  !«'  intiiibrc  IJ,  que  l'on 
vient  de  déliiiir  cl  dont  on  a  nionlié  qu'il  vériliait  cette  équation^ 
soit  irrationnel;  c'est- à-diic  qu'il  n'y  a  pas,  parmi  les  nombres 
rationnels  pins  petits  que  H.  un  nombre  plus  grand  que  tous  les 
autres,  ni.  paiini  les  nond)res  raliniinels  [)lns  grands  que  B,  un 
nombre  plus  pelil  que  tous  les  aulies.  Au  reste,  c'est  un  point 
qu'il  ne  serait  pas  dillicile  Jélablir  directement. 

27.  —  Le  nombre  positif./-  qui  vérifie  l'égalité  x"  =  A  est  la  ra- 
cine n"  arilhmélique  de  A,  et  se  représente  par\/A  ;  je  laisse  de  côté 
les  proposilioiis,  bien  connues  du  lecteur,  qui  concernent  le  calcul 
arithmétique  des  radicaux  et  je  me  contente,  en  siq)priniant  les 
démonslralions,  de  rappeler  les  définitions  qui  concernent  les 
exposants  fractionnaires,  positifs  ou  négatifs.  En  désignant  par  p, 
q  des  nombres  naturels,  on  adopte  les  définitions 

k'^Vv,  A-'=-L.,  A«==i, 

^A" 

définitions  qui,  pour  être  légitimes,  exigent  qu'on  ait  élabli  l'éga- 
lité V^A''=  V^A''    quand  la   fraction-  est   égale  à   la  fraction-, - 

\  '1  'l 

Dès  lors  A'  est  défini  quel  que  soit  le  nombre  rationnel  a,  et  l'on 

prouve  que  l'on  a,  quels  que  soient  les  nombres  rationnels  a,  3 

A^  X  A?  =  A^  +  P,  (A^)'^  =  A^?; 

il  faut  entendre  que  les  nombres  a  H-  ,^,  a'i  s'ils  ne  sont  pas 
entiers,  doivent  être  remplaces  par  les  fractions  à  termes  enliers 
qui  leur  sont  égales,  afin  que  l'on  puisse  appliquer  les  définitions 
précédentes. 

J'aurai  encore  besoin  des  remarques  qui  sui\ent. 

Si  A  est  un  nombre  posilif  et  ii  un  nombre  naturel,  v'A  est  plus 
grand  que  i,  égal  à  i,  ou  plus  petit  que  i,  suivant  que  A  est  lui- 
même  plus  grand  que  i,  égal  à  i,  ou  plus  petit  que  i.  Cela  résulte 
de  ce  (jue  le  [)roduit  de  n  facteurs  égaux  à  vA  est  plus  grand 
que  I,  égal  à  i,  plus  petit  que  i,  suivant  que  l'un  de  ces  facteurs 
est  plus  grand  que  i,  égala  i,  plus  pelil  que  i.  Par  conséquent,  en 
supposant  A  >  i,  A^  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  i   suivant 

Tax.sery  I.  —  Inlroduclion  ù  la  lli6orie  des  fonclions  3 
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que  le  nombre  ralionnel  a  esl  posilif  ou  négalil";  A*  csl  rgal  à  i 
quaiul  y.  esl  nul  el  seulement  dans  ce  cas  ;  A'^  =  A*  X  V'^  ~~  ^  est 
plus  i;ran(l  que  \^.  éyal  à  \^.  plus  jniil  que  A^  sui\anl  (jue  le 
nombre  ralionnel  fj  esl  [)lus  grand  que  le  nombre  rationnel  a,  qu'il 
lui  esl  égal,  qu'il  lui  esl  inférieur;  en  parliculier  A'""*  est 
supérieur  à  A,  ég'al  à  A.  j)lus  pelil  que  \  suivant  que  le  nondjre 
ralionnel  7.  est  positif,  nul.  lu'gaiif.  Des  observalions  analogues 
s'appli(|uenl  au  cas  où  A  est  [)lus  petit  que  i . 

La  délinilion  de  A*,  quand  a  esl  irrationnel,  aurait  ici  sa  place 
naturelle:  en  supposant  A  >>  i,  A^  peut  être  défini  connnc  plus 
grand  que  tous  les  nombres  A^  el  i)l!is  jictit  que  tous  les  nombres 
A*  ,  en  désignant  par  a'  et  par  a  des  nombres  rationnels  l'un  plus 
petit,  l'autre  plus  grand  que  a.  Toutefois,  il  est  avantageux  de  ren- 
voyer cette  définition  à  plus  lard,  afin  de  la  rapprocber  d'autres 
propriétés  qui  n'ont  pas  encore  été  établies. 

28.  —  L'ensemble  des  nombres  rationnels  el  irrationnels  cons- 
titue ce  que  l'on  appelle  les  nombres  réels. 

La  notion  de  nombre  irrationnel,  la  théorie  des  opérations  à 
effectuer  sur  de  tels  nombres  ont  été  présentées  dans  les  numéros 
(9-27)  sous  une  forme  purement  abstraite.  On  a  toutefois  intro- 
duit cette  notion  (n"  7)  en  faisant  intervenir  qucl([ues  notions  géo- 
métriques. Il  n'est  peut  être  pas  inutile  d'observer  que,  tout  en 
gardant  l'avantage  de  la  représentation  et  du  langage  géométrique, 
il  est  possible  de  rester  dans  la  pure  analyse.  De  ce  point  de  vue 
un  point  est  simplement  un  nombre  réel,  la  droite  est  l'ensemble 
de  tous  les  nombres  réels  ;  un  segment  limilé  par  deux  points 
(ou  nombres)  a,  h  est  l'ensemble  des  nombres  a,  h  et  des  nombres 
compris  entre  a  et  6  ;  on  le  représentera,  si  l'on  veut  par  le  sym- 
bole {a,  h).  Cet  ensemble,  ou  ce  segment,  est  aussi  ce  qu'on  appelle 
V intervalle  [a,  h).  La  longueur  du  segment  {n,  h,)  sera  le  nombre 
positif  \l>  —  a\.  Le  point  a  sera  à  droite  ou  à  gauche  du  point  h 
suivant  que  l'on  aura  entre  les  nombres  a,  b,  la  relation  a  >  6  ou 
a  <ib.\\  est,  à  ce  que  je  crois,  inutile  d'insister  sur  ces  façons  de 
parler,  qui  seront  étudiées  plus  à  fond  à  propos  des  systèmes  de 
deux  variables. 
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29.  —  La  gi'nérali.sa!ioii  appoiire  au\  dt-liiiilions  des  opéralions 
foiidaiiionlalcs  et  le  ("ail  que  les  pr<i|,)iiélés  esseiiliellcs  de  ces  (opéra- 
tions subsislml  pciiiiollciil  (r;ipj)Ii(pier  an  calcul  des  nombres  irra- 
tionnels les  rcf^des  olc'nicntaircs  concernant  les  calcnls  approchés. 
Ces  règles  sont  fondées  sur  les  identités  suivantes,  où  A'  =  A  — a, 
li  r=:  li  —  ^'j  désignent  des  valeurs  apjn  ochées  des  nond)ies  \,  lî, 
et  où  a.  ^j  désignent  les  erreurs  : 

,(  V  -f-  B   —  (V  -+-  M  )  -^  a  -i-  p.  A  —  li  —  (V  —  IV)  =-.  a  —  p 

AH  - .vn'  =  y?  +  ir.  + ,?,       ^-^  =  ;|^^ ; 

•cliacune  de  ces  identités  (')  permet  d'évaluer  une  limite  supérieure 
de  l'erreur  Cl innnisc,  pour  cliacune  des  opérations  fondamentales, 
quand  on  substitue  aux  nombres  exacts  A,  H  les  nombres  approchés 
A',  li'  et  de  montrer  que  cette  erreur  peut  être  rendue  aussi  petite 
qu'on  le  veut  en  prenant  les  nombres  a,  jj  assez  petits.  Ainsi, 
quand  on  a  les  premiers  chilTres  des  représentations  décimales  de 
deux  iiDUibres  rationnels  ou  irrationnels,  on  peut  avoir  une  valeur 
approchée  de  leur  sonmie,  de  leur  dilTérencc,  de  leur  produit,  de 
leur  rapport...,  et  l'on  peut  reconnaître  au  moyen  des  règles 
•développées  dans  les  traités  d'arithmétique,  quels  chiffres  déci- 
maux du  nombre  calculé  appartiennent  d'une  façon  certaine  à  la 
représentation  décimale  du  nombre  cherché. 

Au  lieu  de  la  représentation  décimale^  on  peut  employer  telles 
valeurs  appiochées  que  l'on  veut.  11  est  clair  que  la  connaissance 
des  valeurs  a[)prochées  d'un  nombre  fournit  sur  lui  un  renseigne- 
ment d'autant  })lus  [)récieux  que  ces  valeurs  approchent  davan- 
tage de  ce  nombre  et  il  importe  évidenunent  d'avoir  celles  de  ces 
valeurs  qui  ont  la  forme  la  plus  simple.  A  cet  égard,  les  proposi- 
tions qui  suivent  ont  une  grande  importance. 

30.  —  Soit  A  un  nombre  réel,  autre  que  o  ;  considérons  les 
valeurs  de  l'expression  \y  —  x  où  x  et  y  sont  assujettis  à  ne 
prendre  que  des  valeurs  entières,  y  ne  pouvant  prendre  fjue  les 
valeurs  i.  2,  3 /:  parmi  les  \alcurs  de  Ay  —  ./•.   il  v  en  a  au 


(')  La  deniiôrc  n'a  de  sens  que  si  lî  et  13'  sont  dillcrents  de  zéro  ;    elle   u'est 
■applicable  à  la  question  posée  que  si  15  et  IV  sont  de  même  signe. 
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moins  une  qui  est  moindre  en  Aalcur  nbsoluc  que  -t.   Si   on  admet 

celte  proposition,  il  en  rcsnllc  évidemment  que  |)armi  les  fractions 
à  termes  entiers  dont  le  dénominateur  ne  dépasse  pas  /,  il  y  en  a 

une  au  moins  -  dont  la  dilVérence  avec  A  est  iiioindre  (lue  7-. 
r  1      ly 

Si,  dans  l'expression  /  (Ay  —  ./•),  noiis  donnons  à  y  les  valeurs 
1,2,3...,  /  et  si  nous  prenons  à  chaque  fois  pour  x  la  partie  entière 
de  Aj,  nous  obtiendrons  /  nombres  positifs,  plus  petits  que  /, 
dont  les  parties  entières  ne  peuvent  donc  être  que  les  nombres 
G,  I,  2,  ...,/ —  1.  Si  l'une  de  ces  parties  entières  est  o,  le  théorème 
est  vérifié.  Si  aucune  de  ces  /  parties  entières  n'est  nulle,  il  faut 
que,  pour  deux  nombres  /  (Av,  —  .'■,),  /  (Ay^  —  .c^),  oii  y.,  est 
supposé  i^lus  grand  que  jj,  ces  parties  entières  soient  égales; 
en  sorte  que  la  diiTérence  de  ces  deux  nombres,  c'est-à-dire 
/  [A  (jo  —  }'i)  —  (.''j  —  -''i)]  sera,  en  valeur  absolue,  moindre 
(|ue  I  ;  comme  y.,  — y.,  .r,  —  ./:,  sont  entiers,  que  le  premier  de 
ces  deux  nombres  est  positif  et  plus  petit  que  /,  la  proposition  est 
démontrée.  Si  A  est  positif,  il  est  clair  que  x^  ne  peut  être  plus 
petit  que  ^r-i,  puisque,  autrement,  le  nombre  /FA  (y^ —  y,) — (j"^ — Xj)  i 
serait  supérieur  ou  égal  à  /. 

On   trouve  dans  plusieuis  recueils  (')  des    tables    donnant    Lu 

2  " 

valeur  des  cent  premiers  multiples  de  ~  et  de  -;   la   mantisse  du 

2 

produit  de  -  par  11,  égale  à  7,0028...,  commence  par  deux  zéros  ; 

on    en  conclu  l  que -^- est   une   valeur  approchée    de  £  avec   une 

erreur  moindre  ciue <C  — •  Dans  les  cent  prcnn'ers 

^      II 000        11  X  100  A 

multiples  de  ;^,  il  n'y  en  a  pas   dont  les   mantisses  commencent 

par  deux  zéros  ;  mais  les  mantisses  des  produits  de  7  par   6  et   i3 
commencent  par  les  deux  mêmes  chiflres,  et  l'on  trouve  ainsi  que 

■    T  -^ 

-est  une  valeur  approchée  de-,  avec  une  erreur  moindre  quo 


1 1 


(')  Par  exmiilc.  le  Recueil  de  formules  et  de  tables  numériques  de  J.  Houel. 
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<' .  —   De   ir.ùiiic  la  dilleiciirc  cnlrc  "-  et  — t/  est 

7  ooo        7  X  loo  20 

moiiKlic  fine <C.    -,  ,, • 

*       '.ioooo        20  X   lOO 

La  théorie  des  lïactions  continues  aritlini('tir|iics  nous  lourniiM 
tout  à  riieure  un  moyen  syslénialique  d'ohlcnif  dos  IVaclions  à 
termes  entiers  qui  approchent  ainsi  d'un  noml)rc  donné  V  ;  mais 
il  convient  auparavant  de  faire  quelques  observations  sur  la  propo- 
sition [)récédenle  et  d'en  tirer  quelques  conséquences. 

Soient  A,    1>  deux  nttmhrcs  ([uelconques,  positifs  ou  négatifs, 

dont  loutcfois,  le  rapport -r- est  supposé  irralioiincl.  11  est  clair  que 

l'expression  A,/-  -h  Bj,  où  :r,  y  désignent  (comme  on  le  suppo- 
sera dans  tout  ce  numéro)  deux  nombres  entiers  positifs,  nuls  ou 
négatifs,  ne  peut  être  nulle  sans  que  l'on  ait  à  la  fois   x  r=  o, 

.    B             ./;  ,  , 

y  r^  o,  puisque,  autrement,  on  aurait  ^  ^= et  que  te  nombre 

I'.  ,  .       .         , 

.   est  suppose  irrationnel. 

Il  résulte  du  théorème  précédent  que  l'un  peut  trouver  des 
valeurs  entières  de  ./•,  y  (|ui  lendent  l'expression  A./;  -1-  Bj  aussi 
petite  en  valeur  absolue  que  l'on  voudra  ;  en  d'autres  termes,  si 
l'on  se  donne  un  nombre  positif  2,  aussi  petit  qu'on  veut,  il  existe 
des  nombres  entiers  ,/;,  y  tels  que  l'on  ait 

1  \x  H-  B)'  1<  £  ; 

cette  inégalité  équivaut  en  elVet  à  la  suivante 

I  '^  I  ^    - 

|a->'  +  ^1<1a1' 

Il  suffira  d'appliquer  le  théorème  précédent  en  prenant  /  plus 
grand  que  —^  . 

Il  résulte  de  là  qu'on  peut  trouver  des  nombres  entiers  x,  y  qui 
font  acquérir  à  l'expression  Ax  -+-  Bv  des  valeurs  aussi  voisines  de  tel 
nombre  G  que  l'on  voudra  ;  soit  en  ell'et  î  un  nombre  positif  aussi 
petit  que  l'on  voudra  et  soient  .r^,  y„  des  valeurs  telles  que  la  va- 
leur absolue  r,  de  A.'\,  -l-  ]\y^  soit  moindre  que  z  ;  si  l'on  considère 
la  progression  arithmétique  indédnie  dans  les  deux  sens 

...,  —  ar,,  — T,,  o,  r,,  :rr,  .... 
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le  nombre  C  sera  égal  à  l'iin  des  termes  de  celle  suite  on  tombera 
entre  deux  termes  consécutifs  ;  si  l'on  a,  n  étant  entier, 

nr,  s  C  -<  (/i  H-   1  )  r, , 

la  diiïérence  \n:i\  H-  1)/^'^  —  C  sera  moindre  en  valeur  absolue 
que  Tj  et  ]>ar  suite  que  i  ;  comme  n.i\^,  /îv^  sont  entiers,  la  proposi- 
tion est  démontrée. 

31.  —  Ces  résultats  conduisent  à  l'interprétation  géométrique 
suivante  :  sur  l'axe  qui  sert  à  représenter  les  nombi-^s,  il  y  a  des 
points  dont  l'abscisse  est  de  la  forme  A.r  -t-  Bv  et  qui  sont  aussi 
rapprocbés  que  l'on  veut  de  tel  point  que  l'on  veut  ;  il  y  a  de 
tels  points  entre  deux  points' arbitrairement  cboisis  P,  Q  puis- 
qu'il y  en  a  qui  sont  aussi  voisins  que  l'on  voudra  du  milieu  de  PQ. 

Cette  proposition  peut  d'ailleurs  se  démontrer  indépendamment 
du  théorème  du  n"  30. 

Remarquons  d'abord,  en  effet,  que  si  deux  ou  plusieurs  nombres 
sont  de  la  forme  \x  -f-  By,  il  en  est  de  même  de  leur  somme,  de 
leur  dilTérence,  du  produit  de  l'un  cjuelconque  d'entre  eux  ])ar  un 
nombre  entier  :  en  particulier,  si  le  point  7.^  a  ime  abscisse  de  cette 
forme,  il  en  sera  de  même  de  tous  les  points  a,,  a.,,  a^,  ..., 
a',,  a'^,  a',...,  obtenus  en  portant  bout  à  bout,  à  partir  de  l'origine 
0,  à  droite  ou  à  gauche,  des  segments  égaux  à  Oa,  ;  si  les  deux 
points  a,  ,j  ont  des  abscisses  de  la  forme  précédente,  il  en  sera  de 
même  de  tous  les  points  obtenus  en  portant  bout  à  bout,  à  partir 
de  0,  à  droite  ou  à  gauche,  des  segments  égaux  à  la  distance  de 
ces  deux  points.  Si  donc  entre  deux  points  de  l'espèce  considérée 
il  y  a  un  troisième  point  de  la  même  espèce,  on  est  sûr  par  cela 
même  qu'il  y  a  un  point  de  la  même  espèce  dont  la  distance  à 
l'origine  est  moindre  que  la  distance  mutuelle  des  deux  premiers 
points. 

Ceci  posé,  soit  z  un  nombre  positif  donné.  Si  la  distance  entre 
deux  points  distincts  de  l'espèce  considérée  était  toujours  supé- 
rieure ou  égale  à  i,  entre  le  point  0  et  un  point  quelconque  P  de 
Taxe,  situé,  par  exemple,  à  droite  de  0,  il  ne  pourrait  y  avoir  qu'un 
nombre  fini  de  points  dont  l'abscisse  fût  de  la  forme  Ax  H-  Bv; 
n  au  plus  entre  U  et  P,  si  l'on  a  |  OP  \  ^  m;  soit  alors  R  celui 
de   ces   points    qui   est   le    plus   rapproché   du  point   0   et    soit 


CIIAI'ITIU:    I. 
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£^  :=  Ax^  -H  iiv„  son  al)scissc  ;  tous  les  points  dont  l'ahsclssc  est 
de  la  l'orme /;j  3„, /N  étant  un  entier  quclcon(|ne,  a[)i)artiendront  à 
l'espèce  considérée  ;  entre  deux  d'entre  eu\,  il  ne  [)oiiiia  se  [)laccr 
aucun  point  tle  cette  espèce,  sans  quoi  II  ne  serait  pas  le  point  de 
cette  espèce  le  plus  rapproche  du  [)oint  O;  quels  que  soient  les 
entiers  ./•  et  r,  on  pourra  donc  trouver  un  entier  m  tel  que  l'on  ait 


d'où  l'on  tirera 


\x  +  ]5j  =  m  (A.r,  -h  lîvj. 


13  "~       X 


ce  qui  e>t  inq^osslblo.  puisque  .v  est  irrationnel. 

Donc  quelque  petit  que  soit  z,  il  y  a  un  point  dont  l'abscisse  Zq, 
de  la  l'orme  A.r,,  -4-  By^^,  est  moindre  que  1  ;   dès  lors,   comme  un 
point  quelconque  de  la  droite  tombe  soit  sur  l'un  des   points  dont 
l'abscisse  est  de  la  forme  iuIq 
soit,  entre  deux  consécutifs  de 
ces  points,  il  est  clair  qu'il  y 
a  des  points  de  l'espèce  con- 
sidérée,   aussi    voisins    qu'on 
voudra  de  tel  point  de  la  droite 
qu'on  voudra. 

La  [)ropositlon  suivante,  que 
je  me  contente  d'énoncer,  ne 
dinère  pas  au  fond  de  celle 
qui  précède.  Si  l'on  considère 
un  cercle  et  im  point  0  sur  ce 
cercle;   si  l'on  porte  à  partir 

du  point  0  des  arcs  éj^aux  OA,  AA,,  A, A.,, —  en  tournant  aulailt 
qu'on  voudra  autour  du  cercle,  et  si  l'arc  OA  est  incommensu- 
rable avec  la  circonférence  du  cercle,  on  peut  trouver  un  point  A„ 
qui  s'approche  autant  qu'on  le  veut  d'un  point  donné  I  sur  le  cer- 
cle. Quand  l'arc  OA  est  commensurable  avec  la  circonférence,  on 
sait  que  le-;  [)oints  A,  Ai,  A^,,  ...  sont  en  noad)re  limité. 


32.  —  \o\ci  maintenant  d'autres  propositions  du  même   genre 
que  le  lli('iirème  du  n"  30. 
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Si  A,,  A,,  ...,  A„  sont  des  nombres  quelconques,  non  tous  nuls, 
et  /un  nombre  naturel  donné,  il  existe  un  nombre  entier  ./:  et  des 
nombres  entiers  r,.  y.,,  ...,  y„  inférieurs  ou  égaux  ù  /  en  valeur 
absolue,  mais  non  tous  nuls,  tels  que  l'expression 

Aj)'i  -H  \^',  -H  ...  +  A„y„  —  X 

soit  moindre  que  .,  en  valeur  absolue.  ]\emplaçons  en  effetjMans 

l'expression  précédente  v,,  v.,.  ...,  v„  par  un  système  de  valeurs 
prises  parmi  les  nombres  i,  2,0,  ...,  /  et  .r  par  la  partie  entière  de 
AjV,  -+-  A^Vo  -i-  ...  H-  A„y;i  ;  on  oblicndra  ainsi  un  nombre  posilil" 
moindre  que  un  ;  en  soitc  ([ue  la  partie  entière  du  nond^re 
/"  i|A|y,  -h  A.,y.,  -i-  ...  -f-  A„y„  —  .c),  étant  positive  et  moindre 
que  /".  est  l'un  des  nombres  o,  i,  2,  ....  /"  —  i  ;  si  elle  est  nulle, 
le  ibéorème  est  vérifié.  Or.  on  peut  prendre  pour  Vi,  }%.  ...,  Vn 
des  systèmes  de  valeurs  en  nombre  égal  à  /"  ;  si  pour  aucun  de  ces 
systèmes  la  partie  entière  de  /"  (A, y,  -+-  \,y.,  -^'  ...  -H  A»y„  —  x) 
n'est  nulle,  c'est  que,  ])our  deux  systèmes  distincts  y,,  y^,  ..., 
y„  et  y',,  y.',,  ...,  y^^  les  parties  entières  sont  égales,  en  sorte  que 
la  valeur  absolue  de 

'"  [A,  (j,  -y[)  +  A,  0',  -/,)  +  ...  +  A„  (j,.  -  j;,)  -  (x-.x')\ 

est  moindre  que  i.  La  proposition  est  démontrée.  Si  par  exemple 
on  prend  Aj  =  t.,  A^  =  ■;:-,  /  =  10,  on  trouve 

-'-  -i-  8-  —  35  =  0,002  ...  <<  —  (M. 

100  ^  '^ 

Soient  A,,  A^,  ...,  A„,  des  nombres  quelconques,    non  nuls   et 

(*)  La  dilTôrcncc  entre  —  et  la  racine  positive  de  l'û.jualion 

x'  -f  8  .r  —  35=0 

est  moindre  ciuc :  signalons  dans  le  même  ordre  d'idées  l'équation 

G\x-  —  160  X  —  129  =  0 

dont  la  racine  positive  diffère  de  —  d'une  quantité  moindre  que  — -.  (E.  Bouef., 
Sur  l'approxiinalioii  des  nombres  réels  par  les  nombres  quadratiques.  Bulletin  de 
la  Société  matliématicjue  de  l'rance,  t,  XXXI,  p.  i57^\ 
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/  un  nombre  nalurcl  donné  ;  on  peut  liouvcr  des  IVaclions  à  termes 
enlieis 

y    j'    ■■"    y 

dont  le  dénominateur  soit  un  nombre  naturel  au  plus  6}ia\  à  /"  et 
qui  diffèrent  respectivement  des  nombres  Ai.  A,,,  ...,  An  de  quan- 
tités moindres  que  j-^ . 

En  effet  dans  les  expressions 

A,)'  — :r,,       A,y  —  j-,,       ...,       \„y  —  x,„ 

donnons  à  y  les  valeurs  i,  2,  3,  ...,  /"  cL  prenons  pour  x,,  x.,,  ..., 
x-i  les  parties  entières  de  A, y,  A,y,  ...,  A„y  ;  les  n  nombres 

/(Ajy  — .f,),       l(\j  —  x,),       ...,       l{\„Y—x„} 

sont  tous  positifs  et  moindres  que  /;  cbacunc  de  leurs  parties  en- 
tières est  l'un  des  nombres  o,  i,  2, / —  i  ;  si  j)our  une  valeur 

de  y,  toutes  les  n  parties  entières  sont  nulles,  le  tbéorème  est  vé- 
rifié. Sinon,  puisqu'il  y  a  /"  valeurs  de  j,  autar.t  que  l'on  peu!  former 
de  systèmes  distincts  en  prenant  11  nombres  dont  cliacun  soit  l'un 
des  nombres  o,  i,  2,  ...,  / —  i,  il  faut  qu'il  y  ait  deux  valeurs 
y',  y"  telles  que  les  parties  entières  des  nombres 

l{\y'-x[),      i{\j'-x:^,     .... 

soient  les  mêmes  f(uc  les  parlies  entières  des  nombres 

l{\y"-x:),        l(\j'-x':^,       ...: 
en  sorte  que  les  nombres 

i[K{y'  -  y")-{xl  -  <)],       i[K(y  -y")  -  «  -  ^:)]'- 

sont  tous  moindres  que  i  en  valeur  absolue.  Uien  n'cm^iéclie  de 
su[)poser  y'  >.  y'  ;  la  différence  positive  y'  —  y'  est  alors  moindre 
que/,  elle  est  entière  ainsi  que  les  nombres  x[  —  x'[,  x.l  —  .ri,  ...  ; 
le  tbéorème  est  démontré. 

Par  exemple,  en  prenant  A,  =:  ::,  A^  ^^=^  t.-,   l  =  ô,   on  trouve 
que  les  erreurs  commises  en  prenant  pour  r.  et  7:^  les  deux  frac- 
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G()    2 1 7 
lions  ~.  — -- (.lont  le  ilcnominalcur  commun  csl  mleruMU-  à   .).-, 

sont  moindres ff ne • 

^         0.2  2 


H.  —  DIGRESSION 
SLll  LES  FRVCTIO.NS  CO^TI^UES  AUITIIMKTIOUES 


33.  —  La  llicoric  des  fractions  continnos  arilhméliqnos  fournil; 
lo  moyen  syslémalique  d*ol)tcnir  les  fractions  les  plus  simples  qui 
ajiprocheni  le  plus  possible  d'un  nombre  donné  A  positif  ou  néga" 
lif,  mais  non  entier. 

Etant  donne  un  nombre  quelconque  A,  autre  que  zéro,  on 
obtient  mie  première  valeur  approchée  de  ce  nombre,  en  prenant 
sa  partie  entière  a^  ;  cette  valeur  est  approchée  par  défaut;  elle  est 
négative  si  A  est  négatif,  nulle  si  A  est  compris  entre  zéro  et  un, 
positive  si  A  est  plus  grand  que  i,  l'erreur  correspondante  V  —  a,) 

est  positive  et  moindre  que   i  ;    mettons-la  sous  la  forme  t-»  ci'' 

,,  .     ,  T 

sorte  que  1  on  ait  A  =  a^,  H-  t-- 

■^\ 
A,  est  un  nombre  plus  grand  que   i;   soit   n^   sa  jiarlie  entière, 

qui  sera  au  moins  égale  à  i  ;  rt,  est  une  valeur  approchée  par  dé- 
faut de  A,,  -    est  une  valeur  approchée  par  excès  de  .-  ;  par  suite 

a^  H est  une  valeur  approchée  par  excès  de  A.   Soit  de  même 

A|  —  «1  =  r  ■»  -^i  est  un  nombre  plus  grand  que  i  ;  sa  partie 
entière  a,,,  au  moins  égale  à  i,  est  une  valeur  approchée  par 
défaut  de  A^  ;  «i  H est  donc  une   valeur  approchée   par   excès 

de  A,  (}t  si,  dans  rt^  h-  y-  =  A,  on  remplace  A,  par  une  valeur 

approchée  par  excès,  a^  -\-  ^,  on  obtiendra  une  valeur  approchée- 


ciiM'iTnr   r.    —  iuaction^  contimf.s  \'i 

jiar  tli'-faul  ilc  A,  c'est  à  savciir 


'0 


I 

(<,  -f-  - 


Do  nirmc  en  posant  A,  —  a,  =  ir-  el  en  dL-simiaiit  par  a,   la 
partie  entière  île  A^,  le  nombre 


'   =\, 


sera  une  valenr  approchée  par  défaut  de  A,,  et  si,  dans  a^,  4-  i" 

on  remplace  A,  par  celte  valeur  ai)procliée   par  défaut  de  Ai,  on 
ohliondra  une  valeur  approchée  par  excès  de  A,  c'est  à  savoir 


I 

0., 


a.. 


On  voit  d'ailleurs  ([ue  A  pent  èlrc  mis  sous  les  formes 


r 

«0  - 

T 

I 

K 

I    ' 

«1    - 

1 
X- 

I 

En  continuant  de  la  même  façon,  on  obtient  tmc  suite  de  nom- 
bres entiers  a,,,  a,,  a..  ...,  a,,,  ...  cpii,  à  partir  de  a^,  sont  au  moins 
é£raux  à  1,  qui  sont  respectivement  les  parties  entières  des  nombres 

A,     7\,  = -; A,  =  . ,      •••^     A„=T  -        1   •••' 

'       A  —  «/         -       Al  —  fil  A„_i  —  fl,,— 1 

lesquels,  à  partir  de  A,,  sont  plus  grands  que  i,  puis  une  suite  de 
fractions,  dites  fractions  continues  limitées, 


1 


L  '         "        a.  H-  ....  _^    1 


qui  peuvent  èlre  regardées  comme  des  valeurs  approchées  de  A, 
allernalivement  par  défaut  et  par  excès  ;  le  raisonnemeni  précédent 
montre  aisément  que  chacune  d'elles  est  comprise  entre  celle  qui 
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la  précède  et  celle  qui  la  suit  ;  c'est  un  résultai  (ju'on  retrouvera 
tout  à  l'heure.  Les  nombres  a^,  a,,  a.,,  ...,  o„,  ...  sont  dits  (jao- 
tienls  incomplets  ;  les  nombres  A,  A,,  A^,  ...,  A„,  ...  dont  ils  sont 
les  parties  entières  sont  les  quotients  complets  correspondants  ; 
toutefois,  en  comptant  les  uns  et  les  autres,  je  laisserai  systémati- 
quement de  côté  soit  a„,  soit  A  ;  a„  sera  dit  le  /?'  quotient  incom- 
plet, ou  le  quotient  incomplet  de  rang  (ou  d'indice)  n  ;  de  même 
pour  A„.  Dans  une  des  fractions  limitées  précédemment  écrites,  si 
l'on  remplace  le  dernier  cjuotient  incomplet,  a,,  par  exenqile,  par 
le  quotient  complet  correspondant  A„.  on  reproduit  le  nombre  A 
d'oi'i  l'on  est  [)arti. 

Il  est  clair,  d'après  leur  formation  môme,  que  les  fractions  conti- 
nues limitées  dont  le  dernier  quotient  incomplet  est  de  rang  (d  in- 
dice) impair  sont  des  valeurs  approchées  par  excès  ;  elles  diminuent 
quand  ce  rang  augmente;  au  contraire  les  fractions  continues  pour 
lesquelles  le  dernier  quotient  incomplet  est  de  rang  pair  sont  des 
valeurs  ap})rochées  par  défaut,  elles  augmentent  quand  ce  rang 
augmente.  Ces  résultats  seront  établis  à  nouveau,  dans  un  instant. 

La  connaissance  des  premiers  chilTres  de  la  représentation  déci- 
male de  A  permet  de  calculer  les  premiers  des  nombres  entiers 
a^,  a.,  a.,,  ... 

Par  exemple  si  l'on  suppose  A  =  r.  =  .'^iIioq^Gô')...,  on 
trouve,  en  ne  conservant  à  cliaquc  division  que  des  décimales  dont 
on  soit  sûr  ('),  pour  les  quatre  premiers  quotients  complets  et 
•incomplets 

A  =    3,i4i593G53...,  «o  =^    ^' 

A,  =    7,o625i3...,  (t^  =    7, 

Ag  =  i5,9()G...,  "2=  i^' 

A3  =    1 ,  00. . . ,  a.,  =    I , 

On  ne  pourrait  être  arrêté  dans  la  suite  des  opérations  que  l'on 
vient  de  décrire  que  si  l'on  trouNail  lui  quotient  complet  A„  qui  fùl 

un  nombre  entier  an  ;  alors  l'exiiression  -7 ,  dont  le  déno- 

^  A„  —  an 

minateur  est  nul,  n'aurait  plus  de  sens  ;  le  nombre  A  est  dans  ce 

(')  On  sera  certainement  dans  ce  cas  tant  que,  dans  la  division,  le  reste 
•partiel  auquel  on  est  arrivé  dépasse  la  jjarlic  ccrilc  au  quoliont,  regardée 
comme  un  nombre  entier. 


Il 


ciiAi'inti:   I.    —   rnvcTiONS  continues  /|5\ 

cas,  égal  à  la  iVaclion  conlimic  limltcc. 


cl  il  ol  (''\  iilçiiiiiiciil  lalioiiiicl. 

Invcrscmcnl,  si  le  nombre^  A  =  -  est  un  nombre  rationnel,   les 

opérations  par  lescpicllcs  on  délcrmine  les  quotients  complets  suc- 
cessifs sont  les  opérations  même  auxquelles  donne  lieu  la  rc- 
cliercbo  ibi  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  entiers/),  (j  ;  ces 
opérations  se  terminent  et  l'on  finit  par  trouver  im  reste  (égal  à  i 
s'ip,  fj  sont  premiers  entre  eux)  qui  divise  le  reste  précédent;  le 
quotient,  certainement  plus  grand  que  i,  est  le  dernier  quotient 
(t„  de  la  fraction  continue  ;  on  peut  l'appeler  aussi  bien  coni[)lol 
qu'incomplet.  Puisqu'il  est  plus  grand  que  i,  on  peut  le  rcni[)lacer 

par  (In  —  I  -i-     ,  et  l'on  voit  qu'on  peut  dévch)j,[H'r  un  nonihrc  ni- 

lionncl  en  frnclion  continue  de  deux  façons  dillcrenles.  a\ec  un 
nombre  [)air  ou  Impair  de  quotients  incomplets;  les  deux  formes 
ne  diffèrent  d'ailleurs  qu'à  l'extrémité  de  la  fraction  continue.   Par 

353 
exemple,  pour  la  fraction  — rj,  la  suite  des  quotients  incomplets  est 

3,  7,  16,  ou  3,  7,  ij,  1, 

Si  le  nombre  A  est  irrationnel,  on  pourra  continuer  indéfiniment 
les  opérations  et  l'on  trouvera  ainsi  une  suite  indéfinie  de  nombres 
entiers  a-^,  a^,  ...,  a,,,  ,..,  suite  (|ui  est  déterminée  dès  que  le 
nombre  A  est  déterminé. 

Il  importe,  avant  daller  plus  loin,  d'étudier  d'un  peu  plus  près 
la  suite  des  fractions  continues  limitées  qui  correspondent  à  ces 
quotients  incom[)lets. 

34.  —  Nous  avons  d'abord  à  former  certaines  fonctions  entières 
ou  rationnelles  des  quantités 

Oo-        «1'         •••'        «-M 

et  à  en  établir  des  propriétés  dans  lesquelles  il  n'est  nullement 
nécessaire  de  supposer  que  cesxjuantités  sont  des  nombres  entiers 
déduits  de  A  comme  II  a  été  expliqué  :  dans  ce  numéro,  les  lettres 
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a  ,  a  ,  ....  On,  >••  (lésigncfonl,  si  l'on  vcul.  dos  variables  quelcon- 
ques, Ibrmanl  une  suite  iiidrlinic  ;  mi  a  alors 

«0  =  7'  ''''^a-—a,        ' 


"»  ("'  ^-  .r.) 


Kl,//,    -4-    l)  ((., 


1  I  «.«.,  -1-    I 

.    «^  ^ —7—  = ] r7^ 

«3 

['«„«,   H-   Ù  «o   H-   «0]  «3  H-  ''o«i    —    I 
'/'i"2  -^-  I)  "3  ^^  "i 

On  peut  continuer  ainsi  et  mettre  les  fractions  qui  figurent  dans 
les  premiers  membres,  que  je  continuerai  à  appeler  des  «  fractions 
continues  limitées  »  sous  la  forme  du  quotient  de  deux  polynômes 
entiers  en  a^,  d^,  d,,  ... 

Posons 

\\^  =  a,,  \\  =  a^a,  ^-  i,  1>,  =  V,a,  ^  P„,  P,  =  V,a,  H-  P^, 
O,  =  I ,       O,  =  «,  O,  =  q^a,  -+-  ()„       (),  =  Q,a,  -+-  Q. , 

les  fractions  continues  limitées   qui  figuraient  dans  les  premiers 

P      P,     P,    P 

membres  sont   respectivement   égales   à  t^'  .  Pi' '  (f  '  n-  ^^  ^^'^ 

pose  en  général 

(i)  P„  =  P„_,  «„  +  P„_ ,,         Q,.  =  Q„_,  a„  -^  Q„_,, 

ces  formules,  applicables  pour  les  valeurs  entières  de  /?  supé- 
rieures à  I,  déterminent  de  proche  en  proche  tous  les  polynômes 
P/i,  Q,i,  du  moment  que  l'on  prend  pour  P^,  P,,  Q^,  Qi  les  ex- 
pressions précédemment  écrites;  les  fractions  rationnelles 

V  V  P 

portent  le  nom  de  réduites. 


ciiArnni:  i.   —  fkactions  comim  ks  /17 

De  nicinc  (|iie  [)i»nf  los  quollcMils  (•()in[)lels  ou  iii(M)iii[)lots,  je  ne 
|) 
■complciai  pas  la  réiluilc     "  ;  la  n"  ivdiiilc  sera 

i  (1  A  „_  I   II,,  -r-  1  ,,  —  2 

Qn  ~  Q,.-l  O/i  -H  Qu-i' 

Je  vais  uioiilrer  qu'elh*  est  ri;ale  à  la  IVaclion  conliiiue  liinlu'c 
<lans  laquelle  le  dcrniei-  (|U(ili('ul  incomplet  est  r;„  ;  cette  proposi- 
tion a  été  véiifiée  [)0ur  les  petites  valeurs  de // ;  elle  s'établit  par 
induction  en  montrant  que,  si  elle  est  vraie  pour  les  //  —  i  pre- 
mières réduites,  elle  est  vraie  [)our  la  //"  ;  or  la  fraction  continue 
qui    se    termine    par  a„    se   déduit   de    la  précédente  en   n    reni- 

pla(;ant  ((,,  _i  par  a„_i  H-  --  ;    cette  précédente  est,  [)ar  hypothèse, 

égale  à 

1  11    -1  flg  -  I    ~t~  A  >i  -  3  . 
Q„_2  On-l    -+-  Q«-3  ' 

la  fraction  continue  suivante  s'obtiendra  donc  en  remplaçant  clans 
«elle  expression    o„_i,    qui    n'entre   dans   aucun  des  polynômes 

P„_.,  P„_;!,  Q,j-.,  Q,,-:!,  pai"  t';.-i  -T  ;  on  obtient  ainsi,  après 
wne  transformation  iaimédiate, 

(P„_,a„-,  -4-  \\,-,)a„  -^l\-,  ^  ]'^_^  fl, -K  P„_,  ^  P^. 

•ainsi  qu'il  résulte  des  égalités  (i)  et  de  celles  qu'on  en  déduit  en 
changeant  n  en  n  —  i . 

En  éliminant  a»  entre  les  égalités  (1),  on  trouve 

VJ)„-,  -  P„_i  Q„  -=  _  (1\_,  Q,_2  -  P.-.  O.-i); 

l'expression  ( —  ij"  (P„Q„_i  —  P„_  1  Q„)  ne  change  pas  de  valeur 
quand  on  cliange  n  en  a  —  i,  elle  est  donc  égale  à  la  valeur  —  i 
■(|u"clle  prend  pour  /?  =  i  et  l'on  a 

o;  .  p„_p„_-._(-j):iz! 
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On  lire  aussi  des  cgalltcs  (i),  (2)  les  suivantes  : 
[  p    ()      , 1^      ,0   —  ( -  iV'  n 

Jùilin,  si  dans  la  dernière  fraction  continue  limitée 
P„_P„_.  r>„-^P„-, 

on   modifie  la  seule  variable  a„  pour  la  remplacer  par  une  autre 
variable  A„,  on  aura  en  vertu  des  égalités  précédentes 

P„-,  A„-^P,._,       P„-t^  (-  1)"-' 

Q„_i  A:, -i- Q„_,       Q„_,        (Q„-i  A„-i- n„_TjQ„_i 

^^     '  P„_,  A„  -+  P„_,       P„  __  ^_  j^„  A„  -  a„ 


0„_iA„^Q„_,       Q„       ^  iQ»-iA„-^Q,_,)0„ 

35.  —  Supposons  maintenant  que  les  lettres  a^,  a^,  a.,...  a,,,.., 
désignent  des  nombres.  La  suite  de  ces  nombres  est  sup[)osée  In- 
définie et  déterminée,  c'est-à-dire  que,  à  chaque  rang,  se  trouve 
im  nombre  déterminé.  Supposons  en  outre  que  les  nombres  a^ , 
a,.....  On,.--  soient  positifs;  le  nombre  «„  peut  être  positif,  nul  ou 
négatif. 

Les  polynômes  P»,  Qn  deviennent  des  nombres  que  je  continue- 
rai de  désigner  par  les  mêmes  lettres  ;  comme  a^  ne  figure  pas 
dans  les  polynômes  Q^,  Qi,...,  on  voit  que  les  valeurs  numériques 
de  ces  derniers  polynômes  sont  positives  ;  Il  en  est  de  même  pour 
les  polynômes  P„  si  Aq  est  nul  ou  positif;  tout  cela  résulte  des  for- 
mules (i)  du  numéro  précédent,  les  mêmes  formules  montrent, 
dans  le  cas  où  a^  est  négatif,  que  si  Pj  se  trouve,  comme  Pq,  être 
négatif,  les  nombres  P^,  P3,...,  P«,...  sont  tous  négatifs. 

La  relation 

P„   ^P„-l    fl„-f-   P„-2 

.      P„ 

où  Q„,  Qn— 1,  Qn-2  sont  positifs  montre  que  la  fraction  Ty  estcom- 

Vn 
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prise  cnlro  les  doux  IV,irli(ins  . ."     'el-/'    ".    (ini    l;i   |)i'('cè(lent   i ')  ; 

celles-ci  d'après  les  secondes  rormules  (3)  du  a  '  34  sont  toujours 

.     .  1\  V  P  I      I» 

iné^-^ales;  ainsi  ^^■  est  compris  entre  ^-y  =--  a,,  et  ^'  =  <7„  +    -  '<  rf 

P..    ,  P,     IV  P,       1\  ,, 

est  compris  entre  ^j- et  ^j  .  ^j'  entre  ^j   et  ^j  ,...:  en  d  autres  ter- 
mes on  a 

P         P         P         I'         1' 
Qo        Q.  ^  <.>;  ^  Q3  ^  Qi  ' 

et,  en  continuant  de  proche  en  jiroclie, 

P         P>  P.„        P.„    ,  P         P 

Q„  ^  Q,      -  ^  <.>..  ^  0...-1  ^  -  ^  <  V.  <  Q,  ' 

Ainsi  les  termes  de  la  suite  indéfinie,  on  les  indices  sont  pairs, 
I'      P  P. 

vont  en  augmentant;  ceux  de  la  suite  indéfinie 


(E' 


Vi     Va  v'-i/i  - 1 


(')  .l'invoque  ici  celle  proposition  ])icn  clcmcntalre  d'algèhre  ;   si  l'on  consi- 
dère l'expression 

\x  +  ïi 


y  = 


D 


oi'i  A,  15,  C,  D  sont  des  nomlircs  fixes,  tels  que  W)  —  HC  ne  soit  pas  nul,  et 
dont  les  deux  derniers  G,  D  sont  positifs,    la  valeur   de  cette   expression,   pour 

toute  valeur  positive  de  x,  est  comprise  entre  ^  et  ^;  j'aurai  encore  à  utiliser 

la  proposition  plus  générale  que  voici  :  si  j-j,  .r^  sont  deux  valeurs  positives  de 
X  et  y^,  Y)  les  valeurs  correspondantes  de  y,  la  valeur  de  y  qui  correspond  à  x 
est  ou  n'est  pas  comprise  entre  y\  et  y^  suivant  que  x  est  ou  n'est  pas  compris 
entre  Xi  et  xy.  Cela  résidtc,  si  l'on  a  eut,  de  ce  (pio    v    peut  se   mettre    sous   la 

forme 

AD  —  BC 
_  A  _         C-^ 
^  ~  C  ,    n     ' 

que  l'on  olilicnt  en  faisant  la  di\ision  algéliri([uc  de  \x  +  15  par  Cj-  -|-  I);  cette 
forme  montre  que  y  augmente  ou  diminue  ipiand  .r  augmente  suivant  que 
AI)  —  HC  est  positif  ou  négatif. 
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OÙ  les  iudlL-es  sonl  ini[>aii-s.  vont  cmi  tlimiiiuanl  ;  un  lenue  f|ucl- 
conque  de  la  suile  (E)  est  plus  pelit  (|u"uu  Icuiuo  ({tiolcDiKjuc  de  la 
suite  (E').  Ces  diverses  proposilions  résultent  aussi  facilement  des 
secondes  égalités  (2),  (3).  Ajoutons  aux  conditions  déjà  imposées 
aux  nombres  flo-  <^i--.,  ««,•••  celle  d'être  des  nombres  entiers  (au 
moins  égaux  à  i  à  partir  de  n,).  Les  nombres  P„,  Q,i  seront  entiers  ; 
les  nombres  Q„  seront  tous  positifs  ;  ils  iront  en  croissant,  comme  il 
résulte  des  formules  (1)  du  n"  34  et,  puisqu'ils  sont  entiers,  ils 
croîtront  indéliniment,  quand  ti  croîtra  indéliniment,  c'est-à-dire 
que,  quelque  grand  que  soit  le  nond^re  positif  L,  il  existera  un 
nombre  entier  m  tel  c|ue,  pour  n  égal  ou  supérieur  à  m,  on  ait 
Q„  >>  L.  La  même  chose  aura  lieu  pour  les  nombres  P„  si  a„  est 
nul  ou  positif;  si  a^  est  négatif  P,  =  a„  a.  H-  i,  sera  négatif  ou 
nul,  et  celte  dernière  circonstance  ne  pourra  se  présenter  que  si 
l'on  a  ÛQ  =  —  I,  o,  =  I  ;  Po  =  a,,  P,  +  Pq,  sera  sûrement  néga- 
tif, ainsi  que  les  nombres  P3,  P4,...;  les  valeurs  absolues  de 
Pi,  P.,,  Ps,...  iront  en  augmentant  et  en  augmentant  indéfiniment 
avec  l'indice. 

Les  fractions  à  termes  entiers  rf  sont  irréductibles  pour  /2  >■  i 

•In 

comme  il  résulte  de  légalité 

P„Q.-I  -P«-lQn  =  (-  I)"-^ 
qui  montre  que  P»,  Q,i  ne  peuvent  avoir  d'autre  diviseur  commun 
que  l'unité  ;  ceci  a  encore  lieu  pour  la  fraction  ;>'  si  elle  n'est  pas 
nulle. 

La  valeur  absolue  7-^ — tt de  la  dilférence  entre  deux  fractions 

P  P 

consécutives  jy  ,  r-f peut,  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes 

de  n,  être  supposée  aussi  petite  qu'on  le  veut,  puisque  lorsque  n 
croît  indéfiniment,  il  en  est  de  même  de  Q„;  ainsi,  il  existe  des 
nombres  qui  diffèrent  aussi  peu  qu'on  le  veut  pris  l'un  dans  l'en- 
semble (E)  des  nombres  c[ui  constituent  la  suite  (E  1  et  l'autre  dans 
l'ensemble  (E')  des  nombres  qui  constituent  la  suite  (E'j.  Ces  deux 
ensembles  (E),  (E),  dont  tous  les  éléments  sont  des  nombres  ra- 
tionnels, jouissent  des  propriétés  spécifiées  au  n"  17  ;  ils  définissent 
un  nombre  A  compris  entre  deux  nombres  quelconques,  pris  l'un 
dans  l'ensemble  (E),  l'autre  dans  l'ensemble  (E'). 
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36.  —  Si  les  nombres  cnliors  a^,,  ai,....  a,„...  ont  ûlo  déduils 
(lu  nonil)rc  irrationnel  A  par  la  suite  des  opérations  qui  ont  été 
décrites  au  n'^  33  et  forment  la  suite  ind(''liiiie  des  ([uotients  incom- 
j)lcts.  auxquels  correspondent  les  quotients  complets  A  ,  A 
A,,,...,  on  a  vu  que  ce  nombre  A.  égal  à  l'un  quelconque  des 
nombres 

I  I 


A,  «0      ■      A     . 


A.> 


était  conqiris  entre  deux  termes  consécutifs  de  la  suite  des  frac- 
tions limitées 


ou  des  réduites 


a, 
V         V  V 


il  ne  peut  donc  être  autre  que  le  nombre  défini  par  les  deux 
ensembles  (E),  (E');  c'est  d'ailleurs  ce  qui  résulte  encore  des 
é<-'alités  (^i)  du  n"  34,  qui  peuvent  évidemment  s'écrire,  en  donnant 
maintenant  à  \„  la  signification  de  quotient  complet  correspon- 
dant à  a,,. 


P.-i_  (-  i)"- 


A  —  ^^-'  = 


<J"      ^      ^  (<.>«- 1  A„  -f-(^)._,)  n„' 

A„  est  plus  grand  que  a„  et  la  diil'érence  A„  —  a„  est  plus 
petite  que  i;  enfin  Q„_i  A„  +  Q„_,  est  plus  grand  que 
C^l-l  <^n  +  Q»-2  =  Qî  ;   ces   égalités   montrent   donc   que  A  est 

Pn_  Pn 

compris  entre  -^ — *  et  ^- ,  puisque  les  deux  seconds  membres  sont 

V-i  — i         V» 

de  signes  contraires;  que  A  est  plus  grand  ou  plus  petit  que — 

suivant  (|ue  n  est  pair  ou  impair  :   tpie  la  dilTérence  entre  A  et 

P-i  _  ■  I 

--  '  est  moindre  en  valeur  absolue  que  „-^ —  ,  d'où  il  suit,  en 

changeant//  en  /i  +  i,  que  la  différence  entre  A  et  ^-  est  moindre, 


\)-i  l^Tnonl•(■.TIO^  a  i..v  Tiiiiouir:  des  FO^CTIO^s 

en  valeur  absolue,  que   •^--^- ;   on  voil   aussi,  eu  passant,  que 

P  Pn_ 

"  a}i[n-oclie  plus  de   \  que     " — ^  :  A  est  plus  i^rantl  que  lonlcs  les 
Q  V"  -  1 

réduites  de  rang  pair,  plus  petit  que  toutes  les  réduites  île  rang 
impair;  il  est  compris  entre  deux  nombres  qnelconcpies  pris^  l'un 
dans  l'ensemble  (E),  l'autre  dans  l'ensemble  (E),  il  est  égal  an 
nombre  défini  par  ces  ensembles,  et  l'on  a  une  limite  supérieure  de 
l'erreur  que  L'on  commet  en  cboisissant  pour  valeur  approcbée  de 
A  \\n  nombre  pris  dans  l'un  ou  l'autre  ensend)le.  On  peut  avoir 
aussi   mic   limite    inférieure   de    cette   erreur;    en  eiVet  la  réduite 

P  l\> 

"-rnJ:  est  comprise  entre  A  et     ",  en  sorte  que  l'erreur  commise 

Qn  +  •>  V" 

P 

en  prenant    -"  pour  A  est  supérieure  en  valeur  absolue  à  la  dilié- 

,      .       P       P       , 

rence  entre  les  deux  réduites  ~,   T^-^f  et  par  suite,  en  vertu  de& 

équations  (3)  n"  34  supérieure  à  rz-ri^-^-  et,  a  Joiilori,h. 


Par  exemple,  si  le  nombre  A  dont  on  part  est  le  nombre  7i,  on 
trouvera  les  réduites  successives 

-,        -^  =  3,1^2....       ^^^  =  3,1/,. oo,..,       ^  ^3  =  3,T',.o.,2o... 

37.  —  Ne  supposons  plus  maintenant  que  la  suite  illimitée  de 
nombres  entiers  a^,  a,,  ...,  a,,,  .-.  ait  été  déduite  du  nombre 
donné  A,  mais  bien  que  ce  soit  cette  suite  qui  soit  donnée;  on 
suppose  toujours,  bien  entendu,  que  les  termes  soient,  à  partir 
de  (II,  au  moins  égaux  à  un  ;  les  conclusions  du  n''  35  subsistent  ; 
les  ensembles  (E),  (E')  définissent  un  nombre  que  je  désignerai 
encore  par  A  ;  je  vais  prouver  que  si,  sur  ce  nombre  ainsi  défini, 
on  fait  les  opérations  du  n°  33,  on  retrouvera  précisément,  pour 
la  suite  des  quotients  incomplets,  la  suite  même  0^,  a^,  ...,  a„,  ... 

Tout  d'abord  les  inégalités 

«0  <  A  <  «0  -:-  „'  ' 

où  (li  est  plus  grand  que  i,  montrent  que  ciq  est  la  partie  entière 
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«le  A  f|ni.  par  suite,  pciil  èlie  mis  sous  la  forme 

A  —  Oo  -+-  —  , 

A,  ilésif:nant  un  nombre  posilifplus  grand  que  i  ;  c'est  le  premier 
quotient  comi)lct  engendre  par  le  nombre  A  ;  puisque  A  est  com- 
pris entre  les  nombres 

I  r 


a,  "  I 


qui  a[i[)artirnneiil  respectivement  auv  ensembles  (E),  (!•]),  il  faut 
que  A,  soit  compris  entre  '/,  et  '/,  h ;  c'est-à-dire  que  ^/,  est  la 

partie  entière  de  A,.  An  lieu  de  continuer  le  raisctnnement  sous 
lelte  forme,  ce  qui  serait  d'ailleurs  facile,  raisonnons  par  induction  : 
admettons  que,  en  parlant  du  nombic  A,  défini  par  les  ensembles 
(E),  ;  E),  on  ait  fait  la  suite  des  opérations  décrites  au  n°  33,  qu'on 
ait  trouvé  n^,  a,,  ...,  a,i_i  pour  les  premiers  quotients  incomplets 
et  soit  A„  le  n''  quotient  complet  :  A  ou 

P^^  A„-^P„_, 
(J„_rA„"-+-Q7-2' 

devra  être  compris  entre  les  deux  fractions 
P„_,  a„  -4-  P„_2 


P„_l  (fl„  H '-   )   -f-  P„_-2 

\  fin  _   1  / 


qui  appartiennent  respectivement  aux   ensembles  (E),  (VJ)  et,  par 
suite,  An  ilcvra  être  compris  entre  a„  et  '/„  -h ;  '/„  est  donc  ia 

"n  -    1 

partie  entière  de  A„,  c'est-à-dire   le  n"  quotient  complet.  La  pro- 
position est  démontrée. 

Il  en  résulte  que  le  nondjre  A,  défini,  comme  on  l'a  expliqué, 
au  moven  de  la  suite  indéfinie  de  nombres  entiers  a^,  '?,,  ..., 
({„,  ...,  est  irrationnel,  puisque,  s'il  était  rationnel,  il  donnerait 
naissance  à  une  fraction  continue  limitée. 


r-,f. 
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38.  —  Le  symbole 


où  l'on  imagine  que  les  fractions  s  elagenl  indéfiniment  est,  en 
supposant  comme  ci-tlessus  rjue  a^  soit  un  entier  quelconque  et 
a^,  «2,  «;„  ...  des  entiers  positifs  au  moins  égaux  à  un,  est  ce 
qu'on  appelle  une  fraction  conlinuc  il/iinilre  (arithmétique)  ;  on 
appelle  valeur  de  celte  fraction  conliinic  le  nondjre  irrationnel  A 
dont  la  définition  a  été  précisée  plus  haut  ;  inversement,  ce 
nombre  A,  si  l'on  fait  sur  lui  les  opérations  décrites  au  n°  33, 
engendre  la  fraction  continue  illimitée  précédente,  dont  a^,  Hi,  a,^, ... 
sont  les  quotients  incomplets  :  quant  aux  quotients  complets 
correspondants,  il  convient  de  remarquer  que,  de  môme  que  A 
engendre  la  fraction  continue  dont  les  quotients  incomplets  sont 
Qq,  r/j,  a.,,  ...,  le  premier  quotient  complet  Aj  engendrerait  la 
fraction  continue  illimitée  dont  les  quotients  incomplets  sont 
a^,  a.,,  «3,  ...,  le  n®  A„  engendrerait  la  fraction  continue  illimitée 
dont  les  quotients  incomplets  sont  a^,  dn^  y,  ^n  ^-i,  .-. 
Par  exemple,  si  l'on  prend,  en  général 

a„  =  2  H-  4"  (/i  =  o,  I,  2.  ...) 

on  définira  un  nom])re  irrationnel  A,  lié  au  nondjre   c  qui   sera 
défini  plus  tard,  par  la  relation 

A  =  ^^tJ. 
e  —  I 

Il  est  clair  que  deux  suites  illimitées  distinctes 

Oq.        o,.        •••'       «n 

«0,        «,.       ....       a,„ 

satisfaisant  aux  conditions  précédemment  expliquées,  ne  peuvent 
servir  à  former  deux  fractions  continues  illimitées 
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(loiil  les   \;t!eiirs  soient  égales,  puisque  la  suite  des  (|U()lienls  in- 
c()ni[)lels  est  eiUièreuient  déterminée  |)ar  la  valeur  de  la  Iraetion. 

Au  icste,  si  l'on  eniplcjie  les  mêmes  notations  pour  désij^'ucr  les 
éléments  analoi,nies  formés  avec  les  deux  suites,  mais  en  accen- 
tuant les  lettres  (pii  se  ra[)[)i)rlei;t  à  la  seconde,  on  voit  que  si  l'on 
suppose  d'abord 


fin 


(t'n  >  On 


et  [lar  suite 

V,  =  p;,  i),  =  ()', 

puis  A',  >>  A„,  les  égalités 
P._,  A„-f-P„_, 


A  = 


<)„_,A„ -!-()„_,' 


I ,  y ,  . . . ,  n 


0. 


•  /  I  „  —  1    An    H-    P„  —  2 

-  ~n;,-i  A„ +  o„_,' 


montrent  que  A'  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  A  suivant  que  n 
est  pair  ou  impair.  On  peut  donc  reconnaître  l'ordre  de  grandeur 
de  deux  nombres  sur  leurs  développements  en  fraction  continue, 
comme  sur  leur  représentation  décimale. 


39.  —  Si  jine  fraction  à  termes  entiers^    approclic   plus  d'un 

</ 

nondjrc  A  (pic  la  ii°  réduite  j^,  le  dénominateur  y  de  celle  fraction 

v« 

est  plus  grand  que  Q„,  (on  siqipose  y  positif). 
L'inéi,Mlilé 


/' 


< 


A  — 


P„ 

oT. 


traduit  la   suiiposilion  que   l'on  a  faite.   Puiscpie   A   est   compris 

Pn  Pn_l  ,■ 

entre  ^"  et  -^ —  et  qu'il  apj)roclie  plus  de  la  première  réduite  que 

j>  P 

delà  seconde,  puis(|ue,  enfin,  '    approclie  plus  de  A  que  ^",  il  faut 

V  V" 

P  •  •  Pn  Ph 

que'-  soit  compris  entre  ~  et  ;,— —  ;  sa  différence  avec  l'une  ou 

V  Q»      <v>"-i 

l'autre  des  deux  fractions  est  donc  moindre  en  valeur  absolue  (pie 
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leur  dilTércncc  iiuilucUo.  et  l'on  a 


7  <in-l 


^    1/)Q,,-1    —   yPn-ll    ^  I . 


mais  comme  le  nombre   positif  \j)Qn  —  i  —  7P„_i|,  qui   ne   peut 

être   nul    puisque   les  doux   fractions-. — ^^^- ne  sont  pas  égales, 

7     V"  —  1 
est  au  moins  rgal  à  un,  il  faut  que  7Qm_i   soit  plus  grand  que 
Q»iQ>i_i,  c'est-à-dire  que  (j  soit  plus  grand  que  Q„. 

40.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  [)our  que  deux 
noiul)rcs  irrationnels  x  et  ./.•'  donnent  naissance  à  deux  fractions 
conlinues  illimitées  telles  que  la  suite  des  quotients  incomplets 
prise  dans  la  première  à  partir  d'un  certain  rang  soit  identique  à 
la  suite  des  quotients  incomplets  prise  dans  la  seconde  à  partir 
d'un  certain  rang  est  qu'il  y  ait  entre  les  nombres  x,  x'  une  rela- 
tion de  la  forme 

, arc  H-  p 

yx  -h  o' 

où  7.,  ^,  y,  r)  sont  des  nombres  entiers,  que  l'on  peut  évidemment 
supposer  sans  diviseur  commun,  et  qui,    alors,    doivent   vérifier 

la  relation 

ao  —  Py  r=  ±:  I . 

Soient  en  effet 


les  deux  suites  de  quotients  incomplets  auxquelles  donne  naissance 
le  développement  des  irrationnelles  x,  x'  en  fractions  continues  ; 
supposons  que  l'on  ait 


^j>  +  i  —  "ï  +  1 . 


a»  .^  2  =  «fl 


et  reprenons  les  notations  habituelles  en  accentuant  les  lettres  qui 
se  rapportent  à  la  seconde  suite.  D'après  ce  qu'on  a  dit  au  n"  38, 
A^  sera  égal  à  A'^  et  l'on  aura 

_  P,-.  A,.  4-  P,-,  ,  _  i%-i  A,  +p;-. 
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En  l'Iiminaiit  A,,  oiiUe  ces  deii.v  cqnallinis,  un  Iroiivera  ciilic  x 
et  ./•'  iino  rt'lalioii  de  la  forme 

,        a.r  -+-  p 

VX   -+-   0 

et  l'on  ohlienl  sans  peine,  en  se  seivanl  des  expressions  Ironvécs 
pour  les  nombres  a.  [j,  7,  ^)  au  umn  en  de  P/,  —  ,,  P/,_j,  ...,  <.?'./  — j, 
la  relation 

La  condition  imposée  est  donc  nécessaire:  on  va  voir  f|u"oll(' 
est  suffisante. 

Supposons  en  ellel  fjiie  les  deux.  Jiondjres  irrationnels  x' ,  x 
soient  liées  par  la  relation 

,         a.x  H-  3 
X  = >, 

'(X  -h    0 

oij  V..  ^j.  y,  0^  sont  des  entiers  qui  vérifient  la  condition 

Développons  .r  en  fraction  continne  et  soit,  en  conservant  tou- 
jours les  mêmes  notations, 

P  \     -u  p 

•   »  —  1    -Vn   — t-    l  „  — 2 

X  ^ 

Vn  —  1  ^n  ~r-  '  Jn  —  2 

On  en  conclura 

,        rtA„  H-  b 
X  =     .  ■ , 

cA„  -t-  a 

en  posant 

n  =  aP,._ .  -+-  pO,_  „  b  =  aP„  _  ,  H-  pQ.,_,. 

c  =  -.'Pn- 1  +  ôQ„ _. , ,  (/  =  7P„ _ ,  -f-  oQ„  _ ,  : 

on  vérifie  de  suite  que  l'on  a 

,„/  _  hc  =  (ao  -  Py)  (P„_,  r)„_,  —  P„_, ()„._,)  =  ±  I. 

d'où  il  >-uil.  en  particulier,  cpie  it  et  c  sont  premiers  entre  eux. 
Mon  l)ut  est  de  montrer  f|ue,  en  su[)posant  n  assez  ^raïul,  si  l'on 

développe        en    traction   coutume  inmtee,     -,   [)ent    être   regarde 


es  IMHOUUCTION    A    LA    Tlll-OIUE    lUCS    FO>r,TIO>S 

couiuic  ravanl-clciniî'io  rôdiiilc  lie  colle  iVailion  ronliiuie.  dont-  est 

c 

la  dernière  iriUiile  ;  s'il  en  est  ainsi,  laielalion  entre  x' cl  \„monlic 

clairement  que  la  fraction  conlinne   illimitée   dont   les   premiers 

qnolients   incomplets   sont  cenx  de  la   iVaction    conlinne   limitée 

ohtenne  par  le  dévelopi)emenl  de  -_,  dont  les  qnolients  incomplets 

snivanls  sont  ceux  qui  fij^nrent  dans  le  développement  de  An,  est 
égale  à   x' ;   le  théorème  énoncé  sera  donc  complètement  établi. 

quaml  on  aura  prouve  la  proposition  relative  a     ,  -., 

Les  dénouiinateurs  des  réduites  étant  essentiellement  positifs,  et 
allant  d'ailleurs  en  croissant,  il  faudra  pour  établir  celte  dernière 
proposition,  montrer  que  l'on  peut  supposer  o  <i  tl  <C  c  ;    cela 

d'ailleurs   suffit   :   car  s'il   en  est  ainsi,   la  fraction    irréductible - 

c 

jiourra  èlrc  développée  en  fraction  continue  limitée  avec  un 
nombre  pair  ou  impair  de  quotients  incomplets  (n°  33),  telle  par 

conséquent  que,  en    désignant  par  ^l'avant  dernière  réduite,   la 

quantité  ad'  —  b'c  égale  à  ±  i,  comme  (id —  I)C,  soit  précisé- 
ment égale  à  cette  dernière  quantité,  en  sorte  que  l'on  ait 
a[d —  (/)  =  c  (6  —  b')  ;  le  nombre  c,  premier  avec  a,  doit  di- 
viser d —  (/',  mais  le  dénominateur  (/'  de  l'avant  dernière  réduite 
est  plus  petit  que  c;  si  donc  d  est  aussi  plus  petit  que  c,  c  ne 
peut  diviser  la  dillérence  d  —  (/',  à  moins  que  celte  dilTérencc  ne 
soit  nulle  ;  l'égalité  précédente  exige  que  l'on  ait  aussi  6'  =  />  et 

-,  est  bien  l'avant  dernière  réduite  de  la  fraction  continue  éi^ale  à  -  • 
(l  ^  c 

Tout  est  donc  ramené  à  montrer  que  l'on  peut,  pour  n  suffisam- 
ment grand,  supposer  o  <C  d  <Z  c- 

Or,  quand  n  est  très  grand,  les  deux  quantités 

-,  c  In  —  (^  (t  In  —  r,  ^ 

A  =  ^) =  ï  .) F  0,  i^  =  ^ =  Y  j- h  0, 

sont  très  voisines  de  |  =  y./:  -r-  o^  ;  on  a  en  effet 

i>_;.<-_±d_         lu  — M.-- Lil . 
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les  seconds  nionihics  poiivcnl  vive  siinposi's  aussi  prlils  qu'^n  le 
veut  ;  il  suflit  clc  les  su[>[)()sor  moiiulrcs  que  la  valeur  absolue  de  z, 
(|ui  n'esl  pas  uulle  [)uis((uc  ./■  est  irrationnel,  pour  être  sur  que 
À.  a  et,  ivir  suite,  cet  ^/ sont  du  même  signe  que  q  ;  or,  quitte  à 
changer  le  signe  des  (jualre  nombres  a,  lîi.  y,  r?,  on  peut  supposer 
que  I  soit  positif.  On  a  d'ailleurs 

=  ;  (()„_.  —  i},,^:)  -h  (X  —  t)  Q„_,  —  (a  —  3)  Q„_„ 

cl,  d'un  autre  cùté, 

1  >•  -  ;  1  Q»-i  <  ';;  ' .  (:-  -  ^'  Qn-,  <  ,4^  •• 

il  suffit  donc  de  prendre  //  assez  grand  pour  que  l'on  ait 

i j I  ,    I Y I   ^t. 

on  sera  certain  que  ÀQ„_i  —  a  Qn—>  ou  c  —  (/  est  positif. 

41.  —  11  est  bien  aisé  de  Miir  que,  si  la  suite  des  quotients 
incomplets  est  périodirpie,  la  valeur  de  la  fraction  continue  est 
racine  d'une  équalion  du  second  degré  à  coefficients  entiers. 

Supposons,  en  elTet,  en  désignant  toujonrs  par  a^,  a^,  ...  la  suite 
des  quotients  incomplets,  que  la  période  commence  à  a^  pour  se 
terminer  à  ^/„_i,  en  sorte  que  l'on  ait 

«/i  =  «0'  "n  -(-  1   =  «1,  a>r,—  l    =  Cln—l,  Clin  =  «o' 

Remarquons  en  passant  que  l'hypothèse  «„  =  a^  exige  que  a,, 
soit  au  moins  égal  à  i.  On  aura,  en  conservant  les  notations  an- 
térieures, An  =  A,  An  +  i  =  A,,  puisque  le  quotient  complet 
A„  (n"  38)  [)eut  être  regardé  comme  la  valevu-  tle  la  fraction  con- 
tinue illimitée 

I 


iln  +  l  -t-    ... 

identique  à  celle  qui  di'finil  \  ;  mais  on  a  en  général 

.^^  1>„__.  A„-t-P„_,. 
0„_i  A„  -+-  Q„_2  ■ 
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A  sera  donc  la  racine  posilivc  de  réqualion  du  second  degré  à 
coefficients  entiers 


() 


v'n  —  l 


-V  -x-(0„_,_p„_,)  V-P„   ,  =  o 


Par  exemple,  en  supposant  n  —  i  =  3,  «^  =  i ,  a,  =  2,  a^  =  3  ; 
on  voit  que  la  valeur  de  la  l'raclion  continue  périodique  est  égale  à 


v'3^ 


On  ramène  aisément  à  ce  cas  celui  où  la  période  ne  commence 
pas  au  premier  quotient  incomplet.  On  doit  à  Eulcr  et  à  Lagrange 
d'avoir  établi  la  réciproque  de  celte  proposition,  c'est- à-dire  la  pé- 
riodicité des  quotients  incomplets  de  toute  fraction  continue  dont 
la  valeur  est  racine  d'une  équation  du  second  degré  à  coefficients 
entiers,  à  racines  réelles  et  irrationnelles. 

Soit  (') 

(l)  ax-  -t-  a  ^x  +  -;  =  0  ■' 

ime  telle  équation,  dont  les  coefficients  c/.,  'i^j,  y  sont  entiers,  ^j-  —  ay 
/étant  positif  sans  être  le  carré  d'un  nombre  rationnel;  désignons- 
en  les  racines  par  A,  A'  et  supposons  qu'on  développe  la  première 
racine  en  fraction  continue;  soit  a^,  a,,  ...,  a„,  ...  la  suite  des 
quotients  incomplets,  et  reprenons  pour  le  reste  les  notations  ordi- 
naires. Le  if  quotient  complet  An  étant  lié  à  A  par  la  relation 

»    "n  —  1   An   -h    l  n  —  i 

'   —  0„_iA„^0„_/ 
-on  aura 

«rP»,,  A„  +  P„_,)-  -^  23  (P„_,  A„  +  P„_,)  (()„  _i  A„  +  Q„  _.) 
-^Y  '0.._j  A„  +  ()„_,)2  =  o, 

c'est-à-dire  que  A„  sera  racine  de  l'équation  du  second  degré  à  coef- 
ficients entiers 

■(2)  a„j-  -+-  .'2  3„v  H-  -;„  =  o, 

(M  La  démonstralion  donnûc  ici  est  duc  à  M.  CiivnvEs  (Bulletin,  des  Sciences 
■matliémal'qiies,  2'  série,  t.  I,  p.  4i). 
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OÙ  l'on  suppose 

Il  est  l)i<'n  alst'  de  voir  que  a,,,  ^j,,,  '/„  sont  en  valeur  aLsolue. 
moindres  que  des  nombres  lixes.  Soient  en  cllet, 

^  "-'  =  A  -4-    '"— '  "  — -  —   V  H-      "~-  • 

V'i—  1  V;i  —  1  V"  —  ■>  v'/j— 2 

£„_i.  £„— ;.  sont  moindres  que  i,  en  valeur  absolue  (n°  35;  ;  ces- 
deux,  nombres  sont  d'ailleurs  de  signes  contraires  ;  en  rempla- 
çant dans  les  expressions  de  (/.„,  ^j„,  y»  et  en  se  rappelant  que  A. 
est  une  racine  de  l'équation  (  i)  on  trouve 

a„  =  :>.  (aA  -f-  S)  e„_i  ^  a  ^4=^, 

\  V'h  — )  V'«— 2/  V'«  — lV/1  — - 

V,,  =   3    ;aA  -h    pi   £„  _.  -4-  a  7v"^^  , 

^■In  —  2 

d'où  l'on  tiéduit  innnédiateuient 

I  a„  I<  2  h-V  H-  ?  I  -h  1  a  1,  I  -;„  |<  3  I  :(A  +  p  I  +  I  a| 

Quant  à  ,'5„,   si   l'on  observe   que  ("j',-^  =  j^"""  —  A  est  plus- 
petit  en   valeur  absolue  que  ^^ j-^ (u°    35),    et    que,    par 

conséquent,  £„_.rT est  plus  petit  que  i  en  valeur  absolue,  on, 

•In  —  2 

voit  tuut  de  suite  que  l'on  a 

l?J<2laA-i-p|-+-|aI; 
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les  nombres  ciUiors  a„,  2 [•:>„,  '/„.  dovanl  rosier  inférieurs  en  valeur 
absolue  à  des  nombres  lixes,  ne  peuvent,  lorsque  l'on  l'ail  va- 
rier//.  présenter  qu'un  nombre  fini  d'arrani;euienls  ;  il  faut  donc 
que,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  //,  on  retondje  sur  la  même 
équation  du  second  degré,  ctque,  par  suite,  deux  quotients  complets 
A,„  et  \m-\-p  soient  la  même  racine  de  la  même  équation  du  second 
degré  ;  or  l'égalité  A,,,  -4-;-  =  A,„  entraîne 

La  périodicité  de  la  suite  des  quotients  incomplets  est  établie. 

Par  exemple  en  prenant  a  =  i,  j'i  =  o.  y  =  —  :î,  on  voit  que 
les  valeurs  absolues  de  a»,  y»  devront  être  au  plus  égales  à  o,  celle 
de  lif-j,,  au  plus  égale  à  7. 

Les  valeurs  trouvées  plus  haut  pour  a„,  y„,  où  l'on  a  déjà  observe 
que  Zi,-i  et  1,1-1  étaient  de  signes  contraires,  montronl  que  a„  et 
'/„  sont  de  signes  contraires  pour  de  grandes  valeurs  de  11,  car  si 
on  meti„_i,  c,,  — 2  en  facteurs,  les  facteurs  restants 

2  (aA  -+-  ^)  +  a  -;;!F^-  .        -2  (aA  +  P)  +  a    .^^^  , 

sont  du  signe  de  2  (aA  +  fj)  =  a  (A  —  A'),  puisque  les  autres 
termes  peuvent  être  supposés  aussi  petits  qu'on  veut.  Cette  obser- 
vation jointe  à  l'identité 

/,  ^^  -  A  a„v„  =  (P„-  1  Q„_,  -  \\,_,  0„_,Y  (4  3^  -  A  ay) 
=  4  P-  —  4  av, 

suffirait  à  montrer  que  les  valeurs  absolues  des  nombres  entiers 
2,j«,  2a„,  2y«,  dont  les  deux  derniers  sont  de  signes  contraires,  ne 
peuvent  dépasser  un  nombre  iixe,  ^ify-  —  l^y  par  exemple,  et  par 
conséquent  à  établir  la  périodicité  de  la  suite  des  quotients  incom- 
plets. 

Cette  périodicité  résulte  donc,  ainsi  que  Ilermile  en  a  fait  la  re- 
marque ('),  de  ce  que,  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de  n, 

(^)  Dullelin  des  Sciences  mathématiques,  2«  série,  l.  1\,  p.   11. 
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T('(|iialion  < -i)  a  sos  racines  désignes  conlraircs  ;  or  ce  point  résnllc 
immt'dialomonl  d'^  ce  (|ne  les  deux  racines  A„,  \'„  de  celle  rijnalion 
sont  liées  anx  racines  A,   V  de  réijnalion  (i)  par  les  relations 

-0,._,A  -H  W,-, 

A;|    


o„_.A— !>„_,    ~      n 


[p       I  ' 
Y— -^'^^ 


dont    la    seconde    montre    que    pour   de    grandes  valeurs  de  ii, 

—  (V^-^  ibuiiiil    une  xalcur  très  approchée  de  A',  ;  en  ell'el  p(»iir  de 

Wn  -  1 

•Grandes  valeurs  de  /;.  .."— ^est  voisin  de  A;   la   tlin'éreucc   entre 

<>„ ^  •  . .    • 

A,,  et  —  (l    -"  peut  s  écrire 
V"  —  i 

(-  iV-' 


o 


outre  l'intérêt  que  ce  résultat  présente  en  lui-même,  on  voit,  puis- 
que les  nombres  Q„  -i.  ()„->  sont  positifs,  cnie  A^,  est  nécessaire- 
ment négatif  [)Our  les  grandes  NaliMus  de  ii  ;  quant  à  \„.  (jui  est 
un  quotient  complet,  il  est  sùreuKMit  positif  pour  /;  >  i .  Un  a 
ainsi  une  seconde  démonstration  de  la  périodicité. 

42.  —  ^lentionnons,  pour  terminer  ce  sujcl,  ime  autre  obscr- 
valion  de  Ilermite,  relative  à  une  ])roposition  que  l'on  doit  à 
Galois. 

On  a  vu  au  commencement  du  numéro  |n-écédent  qu(>,  si  la  pé- 
riode d'une  fraction  continue  périodirpic  commençait  au  premier 
terme  et  était  formée  des  quotients  incomplets  d^,  <"/,,  ...,  <i„  —  i,  la 
valeur  de  cette  fraction  était  racine  de  l'équation 

Q»  -i  -'-  +  (Q»-.  -  I'„-i)  .'•  -  i\,->  =  o  ; 

«•etle  équation  a  une  seconde  racine,  comprise  entre  o  et  —  r, 
comme  on  le  voit  en  substituant  ces  deux  nombres,  à  la  place  de 
,/•,  dans  ré([iia[iun  [)récédentc;  désignons  cette  seconde  racine   [lar 

—  v.  ï  étant  un  nombre  positif  plus  grand  que  i;  r  sera  la   ra- 
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cinc  positive  de  r(''([iiaUon 
d'où  l'on  lire 


^~V  _,  c-T'O 


>.  Il  — . 


or,  on  voit  inimédinlcnicnt,  par  les    relations  (i  i  du  n"  34,  qui 
donnent 


7^  a„- 

-fe- 

p. 

I 

Qi,-i 
o;r-> 

=  a„- 

■■'  ()„ 

==^'l 

.        p  _ 

que, si  l'on  développe  en  fractions  continues  liniilécs  les  fractions  r^ — \ 

/.''"' j on  trouveles quotients incompletsr/,,- 1,  On  —  i,  ....  <'/,,  «^pour 
la  première,  et  On—i,  a,,  —  !,  ...,  '/j,  ''/,  pour  la  seconde;  en  sorte  que 
;y^-^- n'est  autre  cpie  ravant-dcrnière  réduite  de  la  fraction  conti- 
nue limitée  formée  au  moyen  de  ces  quotients  incomplets  n„  —  i, 

P  _         . 

an-i,  ...,  «0'  ^û  dernière  étant  p" — *;  si  donc,  quel  que  soit  le 

nombre   ç  i)lus  grand   cjue  i ,    on  développe    r^ — ^ ~ — ^  en 

fraction  continue,  on  trouvera  d'abord  les  quotients   incomplets 

«H  — 1,  0)1  —  2 ^0»  puis  ceux  qui  proviendraient  de  la  réduction 

de  £  en  fraction  continue  ;  si  maintenant  1  vérifie  l'égalité 


P„_,  ^-i-0„_,' 


il  faut  que  le  développement  de  |  en  fraction  continue  soit  pé- 
riodique, commence  par  n,„  et  que  la  période  soit  formée  des 
quotients  incomplets  a„,  a„-  i,  •••,  <ii,  «o- 
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I.  —  ENSEMBLES   INFINIS.   BORNES   SUPÉRIEURE  ET  INFÉRIEURE- 
POINTS  D'ACCU.MULATION 


43.  —  On  a  déjà  introduit  au  n"  16  la  notion  d'ensemble  de 
nombres. 

Je  rappelle  qu'un  ensemble  de  nombres  (E)  est  défini  (ou  donné) 
lorsque  l'on  déiinit  (ou  lorsque  l'on  donne)  le  moyen  de  recon- 
naître, quel  que  soit  un  nombre,  si  ce  nombre  appartient  ou 
n'ap[)artient  pas  à  l'ensemble.  On  peut  d'ailleurs  raisonner  sur  un 
ensemble  sans  ([u'il  soit  délini,  jjourvu  qu'on  le  suppose  déterminé, 
c'est-à-dire  tel  qu'on  puis.<^e  allirmer,  d'un  nombre  quelconque, 
qu'il  appartient  ou  qu'il  n'appartient  pas  à  l'ensemble.  Tous  les 
nombres  qui  appartiennent  à  un  ensemble  sont  supposés  diffé- 
rents :  l'un  quelconque  d'entre  eux  e.st  dit  un  nombre  de  l'en- 
semble. Il  n'est  pas  question,  dans  la  définition  d'un  ensemble, 
d  un  ordre  quelconque  attribué  aux  éléments. 

L'ensemble  (K)  est ///y?/i/  si  on  peut  anirnier  qu'il  contient  plus 
de  II  nombres,  quel  que  suit  le  nombre  naturel  n.  Dans  le  cas 
contraire,  il  est  fini.  C'est  surtout  d'ensembles  infinis  qu'il  sera 
question  dans  le  présent  chapitre. 

Au  lieu  d'un  ensemble  (E)  de  nombres,  je  parlerai  souvent  d'un 
ensemble  de  points  sur  un  axe  :  les  deux  notions  sont  identiques 
si  l'on  confond  chaque  nombre  avec  le  point  dont  il  est  ra])scisse, 
chaque  point  de  l'axe  avec  son  al)scisse.  L'ensemble  de  points  {\i) 
est  l'ensemble  des  points  dont  les  abscisses  sont  les  nombres  de 

Takberï  1.  —  Introduction  ù  la  tliiorie  des  fonctions  5 
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l'ensemble  (E).  On  désigne  souvent  \u\  tel  ensemble  sous  le  nom 
d'ensemble  linéaire. 

44.  —  Un  ensemble  de  nombres  (E)  est  dit  home  en  haut  (ou  à 
droite)  (')  quand  il  existe  un  nombre  P  auquel  tous  les  nombres  de 
l'ensemble  sont  inférieurs.  Un  ensemble  est  borné  en  bas  (ou  à 
gauebe)  quand  il  existe  un  nombre  p  auquel  tous  les  nombres  de 
l'ensemble  sont  supérieurs. 

Quand  un  ensemble  (1'^)  est  borné  enbaut.  il  existe  mi  nombre  M, 
la  home  supérieure  de  l'ensemble,  qui  jouit  des  propriétés  sui- 
vantes : 

1°  Aucun  nombre  de  i  E)  n'est  plus  grand  que  M  ; 

2°  Quel  que  soit  le  nombre  M'  plus  petit  que  M  il  y  a  un 
nombre  de  (E)  qui  est  plus  grand  que  M. 

Ce  nombre  M  est  d'ailleurs  unique. 

S'il  V  a  dans  l'ensemble  (E)  un  nombre  (pii  soit  plus  grand  que 
tous  les  autres  nombres  de  cet  ensemble,  ce  nombre-là  est  évi- 
demment le  nombre  M  :  cette  circonstance  se  présentera  nécessaire- 
ment si  l'ensemble  est  fini. 

On  peut  donc  se  limiter,  dans  la  démonstration,  au  cas  où, 
dans  l'ensemble  (E),  borné  en  baut,  il  n'y  a  pas  de  nombre  plus 
grand  que  tous  les  autres.  C'est  ce  que  je  suppose  dans  ce  qui  suit. 

Rangeons  dans  une  première  classe  tout  nombre  rationnel  qui 
est  inférieur  ou  égal  à  un  nombre  de  (E)  et,  dans  une  seconde 
classe  les  nombres  rationnels  qui  sont  plus  grands  que  tous  les 
nombres  de  (E)  :  il  y  a  de  tels  nombres,  puisque  (Ey  est  borné  en 
haut. 

Ce  mode  de  séparation  des  nombres  rationnels  en  deux  classes 
définit  (n°  10)  un  nombre  M  rationnel  ou  irrationnel,  dont  on  va 
prouver  qu'il  est  la  borne  supérieure  de  l'ensemble,  c'est-à-dire 
qu'il  jouit  des  propriétés  i°  et  2°. 

Quel  que  soit  le  nombre  A  appartenant  à  (E),  il  y  a  dans  la 
première  classe  un  nombre  plus  grand  que  A;  en  effet,  il  y  a,  par 

(!)  Celte  dernière  façon  de  parler  est  conforme  à  l'iiabitudo  qu'on  a  de  se 
représenter  les  abscisses  comme  croissantes  quand  on  s'avance  Aers  la  droite  : 
tous  les  points  (pii  appartiennent  à  l'ensemble,  ou,  si  l'on  veut,  qui  représentent 
les  noml)rcs  de  l'ensemble  (E),  sont  alors  en  deçà  (ou  à  gauche)  du  point  V,  ou 
du  point  dont  l'abs'-isse  est  P. 


I 
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hypotlièse,  dans  (E)  un  nonihrc  l>  plus  {^Tand  que  \  cl  los  nombres 
rationnels  compris  enlic  V  cl  !>  doivent  figurer  dans  la  première 
classe. 

Quel  (juc  soit  le  nombre  '/  de  la  première  classe,  il  y  a  dans  (E^ 
un  nombre  plus  grand  que  n  ;  en  elîet  n  a  été  rangr  dans  la  [)re- 
mièrc  classe  soit  parce  qu'il  y  a^ait  dans  (K)  un  nombre  A  plus 
grand  que  lui,  soit  parce  qu'il  était  égal  à  un  nombre  V  de  (E), 
dans  ce  tlernier  cas  il  y  a  dans  (  E)  un  nondjic  A  plus  grand  que 
A'  ou  que  k. 

11  résulle  de  là  qu'il  n'y  a  pas  dans  la  première  clause  un 
nombre  a  plus  grand  que  tous  les  autres  de  la  même  classe,  car 
les  nombres  rationnels  compris  entre  a  et  le  nombre  A  de  l'en- 
semble qui  lui  est  supérieur  appartiennent  à  la  première  classe. 

S'il  y  a  dans  la  seconde  classe  un  nombre  plus  petit  que  tous  les 
autres  de  la  même  classe,  c'est  ce  nombre  là  qui  est  le  nombre  M 
défini  [)ar  la  décomposition  ;  sinon  le  nombre  M  que  définit  cette 
décompoï-iliun  est  irrationnel. 

Dans  les  deux  cas  la  première  classe  cuiislituc  la  classe  iidérieure 
relative  au  nombre  M,  et  ce  nombre  M  est  plus  grand  que  n'im- 
porte quel  nombre  A  de  (E),  puisqu'il  y  a,  dans  la  première  classe, 
un  nombre  n  qui  est  plus  grand  que  A,  et  que  M  surpasse  :  le 
nombre  M  jouit  de  la  propriété  i°. 

Si  M  est  plus  petit  que  M,  il  y  a  dans  la  première  classe  un 
nombre  o  plus  grand  que  M  ,  dans  l'ensemble  un  nombre  A  plus 
grand  que  a,  et  par  conséquent  plus  grand  aussi  que  M'.  Il  y  a 
même  une  infinité  de  nombres  de  l'ensemble  qui  sont  plus  grands 
que  M',  car  s'il  y  en  avait  seulement  n,  entre  le  plus  grand  de 
ces  n  nombres  et  M  il  n'y  aurait  plus  aucun  nombre  de  (E). 
Remarquons  toutefois  que  la  démonstration  de  celte  dernière 
propriété  de  la  borne  supérieure  suppose  qu'on  soit  dans  le  cas  que 
l'on  vient  de  traiter,  où  (E)  ne  contient  point  de  nombre  qui  soit 
supérieur  à  tous  les  autres. 

L'existence  de  la  borne  supérieure  M  de  l'ensemble  (E)  est  donc 
établie  dans  tous  les  cas,  soit  que  cette  borne  appartienne  à  l'en- 
semble, dont  clic  est  alors  !c  plus  grand  nombre,  soit  qu'elle  ne 
lui  appartienne  [las.  Il  est  clair  qu'un  nombre  [)lus  grand  ou  plus 
pelil  que  M  ne  peut  jouir  des  propriétés  qui  ont  serxi  à  le  définir: 
ce  nombre  M  est  vmi([ue.   Si  l'on  sait  d'un  nombre  M  qu'il  est 
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plus  grand  que  tous  les  nombres  de  (E).  on  jicnl  anirnier  que  l'on 
a  M^M. 

De  même,  si  un  ensemble  (E)  est  borné  en  l)as.  il  existe  un 
nombre  m,  la  borne  inférieure  de  (E),  qui  jouira  des  propriétés 
suivantes  :  tout  nombre  de  (E)  est  supérieur  ou  égal  à  m  ;  quel 
que  soit  le  nombre  ni'  plus  grand  que  m,  il  existe  au  moins  un 
nombre  de  l'ensemble  (E)  qui  est  plus  petit  que  m'  :  il  en  existe 
une  inlinité,  si  voisin  que  ni  soit  de  m,  lorsqu'il  n'y  a  pas 
dans  (E)  un  nombre  qui  soit  plus  petit  que  tous  les  autres  ; 
lorsqu'il  existe  un  tel  nombre,  c'est  lui  qui  est  la  borne  inférieure. 
Si  im  nombre  m'  est  plus  petit  que  tous  les  nombres  de  (E),  on 
peut  adirmer  que  l'on  a  m'  ^  m. 

Par  exemple,  o  est  la  borne  inférieure  de  Tensemble  des  nom- 
bres positifs,  et  la  borne  supérieure  de  1  ensemble  des  nombres 
négatifs. 

Un  ensemble  borné  (sans  épithète)  est  un  ensemble  borné  en 
baut  et  en  bas. 

45.  —  Le  lecteur  observera  que  celte  notion  de  la  borne  supé- 
rieure ou  inférieure  d'un  ensemble  aurait  pu  être  placée  immédia- 
tement après  les  définitions  des  nombres  irrationnels,  de  l'égalité 
et  de  l'inégalité.  Quoiqu'on  n'ait  pas  dégagé  jusqu'ici  la  généralité 
de  cette  notion,  elle  était  le  fond  même  des  considérations  du  cha- 
pitre précédent.  La  définition  d'un  nombre  irrationnel  revient  à 
considérer  ce  nombre  comme  la  borne  supérieure  et  la  borne  infé- 
rieure des  ensembles  de  nombres  rationnels  qui  constituent  la  classe 
inférieure  et  la  classe  supérieure.  La  définition  de  la  somme  de 
deux  nombres  A,  B  revient  à  regarder  cette  somme  comme  la 
borne  supérieure  de  l'ensemble  des  nombres  rationnels  distincts 
que  l'on  obtient  en  ajoutant  deux  nombres  rationnels  moindres 
respectivement  que  A  et  B,  et  comme  la  borne  inférieure  de 
l'ensemble  des  nombres  rationnels  distincts  que  l'on  obtient  en 
ajoutant  deux  nombres  rationnels  respectivement  plus  grands  que 
A  et  B.  Cette  définition  conduit  maintenant  à  la  généralisation 
évidente  que  voici  : 

Si  deux  ensembles  (E),  (E')  bornés  en  haut,  ont  pour  bornes 
supérieures  M,  M',  l'ensemble  des  nombres  distincts  que  l'on  peut 
former  en  ajoutant  un  nombre  de  (E)  et  un  nombre  de  (E')  a  pour 
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Gq 


borne  supriicure  M  -t-  M'.  Une   pro[)osilion  analogue  conccrnctait 
les  bornes  inférieures, 

!)(>  nitMiie,  en  conservant  les  mêmes  notations,  mais  en  supposant 
que  les  éléments  de  (K),  (E')  soient  des  nombres  [josilifs,  ou  voit 
cpie  rensendilc  des  nombres  dislinds  obtenus  en  nuilti[)liaut  un 
élément  de  :  !•])  par  x\n  élément  de  (1'^')  admet  le  produit  MM'  comme 
borne  sup(''rieure. 

46.  —  r.cs  propositions  que  voici  sont  tout  aussi  évidentes  : 
convenons  de  dire  cpie  l'ensemble  (E')  est  contenu  dans  l'ensemble 
(E),  ou  (pie  rcnscudjle  (E)  contient  l'ensemble  (E'),  lorsque  tout 
élément  de  (E)  appartient  à{E).  Si  l'ensemble  (I'])  est  borné  en 
liant  et  contient  l'ensemble  (E'),  ce  dernier  est  aussi  borné  en  baut 
et  sa  borne  supérieure  est  au  plus  égale  à  la  borne  supérieure  de 
(E).  Si  l'ensemble  (E)  est  borné  en  bas  et  contient  l'ensemble  (E'), 
celui-ci  est  borne  en  bas  et  sa  borne  inférieure  est  au  moins  égale 
à  celle  de  (E). 

47.  —  Soient  (E),  (E')dcux  ensemblesdont  on  sait  que  tout  nombre 
de  (E)  est  inférieur  à  tout  nombre  de  (1^]')  :  (E)  est  certainement 
borné  en  baut,  soit  M  sa  borne  supérieure  ;  (E')  est  de  même  borné 
en  bas,  soit  m'  sa  borne  inférieure.  On  aura  m'  ^  M  :  Si  l'on  avait 
en  effet  m'  -<  M,  il  y  aurait  un  nombre  A'  de  (E')  qui  serait  infé- 
rieur à  M  ;  conirairement  à  l'bypothèse,  il  y  aurait  donc  un 
nombre  A  de  l'ensemble  (E)  supérieur  au  nombre  A'  de  l'ensemble 
(E  ).  Ainsi  la  diiïérencc  entre  un  nombre  appartenant  à  (E)  et  un 
nombre  appartenant  à  (E)  est  au  moins  égale  à  m'  —  M. 

Si  donc  on  peut  trouver  dans  (E)  et  dans  (E')  des  nombres 
aussi  voisins  qu'on  le  veut,  on  peut  être  certain  que  l'on  a 
m'  =  M.  On  a  considéré  au  n"  17  deux  ensembles  de  nombres 
rationnels  qui  étaient  dans  ce  cas,  le  nombre  qu'ils  servaient  i 
définir  n'('tait  autre  f[uc  la  borne  supérieure  de  l'un,  la  l)orne 
inférieure  de  l'autre. 

48.  —  Si  un  ensemble  (E)  est  borné  (en  baut  et  en  bas),  il 
admet  une  borne  supérieure  M.  une  borne  inférieure  m  ;  la  diffé- 
rence M  —  ///  est  un  nombre  positif,  qui  ne  pourrait  être  nul  que 
si  l'ensemble  E  se  réduisait  au  seul  nombre  M  =^  in  ;  on  voit  de 
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suite  qiK^  M  —  //(  esl  la  borne  supérieure  de  l'ensornble  des 
îionilires  disliiicls  obtenus  en  prenant  la  valeur  al)Sobic  de  la 
diiVérence  de  deux  nombres  qui  appartiennent  tous  les  deux,  à  (K), 
J'appellerai  M  —  m  rrnrl  de  l'ensemble  (E)  ;  j'emploierai  aussi  les 
mots  ((  écart  de  deux  nondjres  a,  h  »  pour  désigner  la  valenr 
absolue  de  la  différence  a  —  h. 

On  appelle  intervalle  de  deux  nond)res  distincts  a,  h,  et  l'on 
désigne  par  [a,  h)  l'ensemble  des  nombres  a,  h  et  de  tous  les 
nombres  réels  compris  entre  a  et  l>  ;  le  plus  petit  des  nombres  n, 
/»  est  la  borne  inférieure  de  cet  ensemble;  le  plus  grand  en  est  la 
lîorne  supérieure  ;  l'écart  de  l'intervalle,  ou  de  l'ensemble,  est  le 
nombre  positif  \  (>  —  a\. 

Ces  diverses  dénominations  se  justifient  pleinement  quand  on 
substitue  les  points  aux  nombres  ;  soit  que  l'on  attribue  une 
réalité  à  la  représentation  géométrique,  soit  qu'on  la  regarde 
(n"  28)  comme  une  simple  façon  de  parler,  capable  de  soulager  la 
pensée  par  les  images  concrètes  qu'elle  rappelle. 

Un  ensemble  de  points  borné  à  droite  a  tous  ses  points  en  deçà 
d'un  certain  point  de  l'axe.  Il  existe  un  point  M.  la  borne  supérieure 
ou  la  home  de  droile,  tel  qu'aucun  point  de  l'ensemble  ne  soit  au 
delà  de  M  et  tel  que  si  M'  est  un  point  quelconque  en  deçà  de  M, 
il  y  ait  certainement  un  point  de  l'ensemble  au-delà  de  M';  si  M  ne 
fait  pas  partie  de  l'ensemble,  il  y  a  une  infinité  de  points  de 
l'ensemble  aussi  voisins  de  M  que  l'on  voudra.  De  même  pour  la 
borne  inférieure  (ou  de  gauclie),  si  l'ensemble  de  points  est  borné 
à  gaucbe. 

Un  intervalle  {a,  h)  n'est  autre  cliose  que  le  segment  de  droite 
dont  les  extrémités  sont  les  points  d'abscisse  a,  h  ou  plus  briève- 
ment les  points  a,  h.  Un  point  (ou  un  nombre)  appartient  à  cet 
intervalle,  s'il  est,  soit  a,  soit  b,  soit  compris  entre  a  et  />  ;  il 
est  inter:eur  a.  cet   intervalle,  s'il    est  compris  entre   a   et   b.  Le 

,    ,,.            ,,          ,         .      a  -\-  I) 
centre  de  1  intervalle  est  le  point . 

Un  ensemble  borné  en  haut  et  en  bas  (à  droite  et  à  gauche),  dont 
les  bornes  su[)éricurc  et  inférieure  sont  M,  m  est  figuré  par  des 
points  appartenant  à  l'intervalle  {m.  M),  etc. 

Je  continuerai,  dans  ce  qui  suit  à  employer  le  langage  géomé- 
trique, et  j'emploierai  indifféremment  les  mots  «  point  »  ou 
«  nombre  ». 
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49.  —  Vu  pniiil  (l\irciuiiuln/i(tii  d'un  ensemble  inlinl  (II)  est  un 
point,  qui  peut  crailleurs  appartenir  ou  ne  pas  appartenir  à  (E), 
mais  aux  oin  irons  duquel  se  trouvent  une  inlinité  de  points  de  (K), 
D'une  faron  [)lus  précise  a  sera  un  point  (r.ucurnulation  de  (F.)  si, 
quelque  petit  que  soit  le  nombre  iiosilifz,  il  \  a  dans  (ly)  un  point 
autre  que  a,  dont  la  distance  au  point  n  est  moindre  que  £  ;  s'il  en 
est  ainsi,  on  peut  aHirmcr  qu'il  y  a  dans  (  E)  une  infinité  do  points 
dont  la  distance  à  a  est  moindre  que  -,  car  s'il  y  en  a  seulement  p, 
soit  a,,  celui  de  ces  points  qui  s'écarte  le  moins  de  a  :  il  n'y  aurait 
pas  dans  (E)  de  point,  autre  que  a,  dont  la  distance  à  a  fut  moindre 
que  \a  —  a^,  |  ;  a  ne  serait  pas  un  point  d'accumulation. 

On  peut  présenter  les  clioses  un  pou  dilléremmcnl  :  soit  a  un 
nombre  ou  un  [)oint  quelconque;  l'ensemble  des  distances  du 
point  a  aux  points  do  (E),  autres  que  a,  est  borné  en  bas,  puis- 
que toutes  ces  dislances  sont  des  nombres  positifs  ;  si  la  borne 
inférieure  de  cet  ensemble  des  distances  est  o,  le  point  a  est  un 
point  d'accumulation  de  (K),  si  la  borne  inférieure  est  le  nombre 
positif '7.,  le  point  a  n'est  pas  un  point  d'accumulation  et  l'on  peut 
affirmer  que  la  distance  à '<  d'un  point  quelconque  de  (E),  autre 
que  (i,  est  au  moins  égale  à  a  ;  en  d'autres  termes,  si  l'on  regarde 
a  comme  le  contre  d'un  intervalle  dont  l'écart  soit  moindre  que 
2fjL,  il  n'y  aura  pas  dans  cet  intervalle  de  point  appartenant  à  (1^) 
autre  que  a  ;  au  contraire,  si  a  est  un  point  d'accumulation,  tout 
intervalle,  si  petit  qu'il  soit,  dont  a  est  le  centre,  contient  une 
infinité  de  points  de  (E). 

Par  exemple,  o  est  un  point  d'accumulation  de  l'ensemble  des 
fractions  dont  le  numérateur  est  i  et  le  dénominateur  un  nombre 
naturel  :  il  n'ap[)artient  pas  à  cet  ensemble. 

Lorsqu'un  ensemble  infini  est  borné  en  haut,  sa  borne  supé- 
rieure est  certainement  un  point  d'accumulation  de  cet  ensemble 
quand  elle  ne  lui  appartient  pas  :  elle  peut  d'ailleurs  être  un  point 
d'accumulation,  tout  en  lui  appartenant.  De  même  pour  la  borne 
inférieure,  quand  l'ensendile  est  borné  en  bas. 

50.  —  Un  ensemble  infini  (E)  borné  en  haut  et  en  bas, 
admet  au  moins  un  point  d'accumulation  ap])artenant  à  l'inter- 
valle [m.  M)  des  bornes  inférieure  et  supérieure  de  l'ensemble. 

Tous  les  points  de(E)  appartiennent  à  l'inlcrvallc  (m,  M .  Ecar- 
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tons  le  cas  où  m  serait  un  point  d'accumnlalion  de  (E  i.  cas  on  le 
thcorème  se  trouverait  vérifié  par  hypothèse,  et  soit  n  un  point 
quelconque  de  l'intervalle  {m,  M),  autre  que  m  ;  il  peut  y  avoir  un 
iiomhrc  fini  ou  infini  de  points  de  l'ensemble  (E)  qui  appartiennent 
à  l'intervalle  (m,  a)  ;  il  y  en  a  un  nombre  fini,  si  a  est  sullisam- 
ment  voisin  de  m.  sans  quoi,  m  serait  un  point  d'accumulation,  il 
y  en  a  une  infinité  si  a  est  égal  à  M  ;  soit  (A)  l'ensemble  des 
points  a  tels  que  dans  l'intervalle  (//»,  a)  il  y  ait  un  nombre  fini  de 
points  appartenant  à  l'ensemble  (E)  ;  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire, 
(A)  est  borné  en  haut  :  soit  a  sa  borne  supérieure,  qui  est  au  plus 
égale  à  M;  si  petit  que  soit  le  nombre  positif;,  dans  l'intervalle 
(m,  ce  —  i)  û  n'y  a  qu'im  nombre  fini  de  points  appartenant  à  (E)  ; 
il  y  en  a  au  contraire  une  infinité  dans  l'ensemble  (m,  y.  -h  ;),  car, 
autrement,  il  y  aurait  dans  (A)  un  nombre  a.  -\-  i  supérieur  à  a  ;  il 
y  a  donc  une  infinité  de  points  de  (E)  qui  appartiennent  à  l'intervalle 
(a  —  £,  a  H-  c)  ;  par  conséquent,  a  est  un  point  d'accumulation  de 
l'ensemble  (E). 

51.  —  Si  un  ensemble  (E)  a  pour  bornes  inférieure  et  supérieure 
les  nombres  m.  M,  tout  point  d'accumulation  de  cet  ensemble 
appartient  à  l'intervalle  {m.  M). 

La  distance  d'un  point  de  l'ensemble  (E)  à  un  point  d'accumu- 
lation de  cet  ensemble  est  au  plus  égale  à  M  —  m.  Il  en  est  de 
même  de  la  distance  de  deux  points  d'accumulation  de  (E), 

Il  est  clair  qu'on  n'altère  pas  les  points  d'accumulation  d'un 
ensemble  infini  (E)  en  supprimant  de  cet  ensemble,  ou  en  intro- 
duisant dans  cet  ensemble  un  nombre  fini  d'éléments.  J'entends 
par  là  que  si  (E,)  est  l'ensemble  infini  que  l'on  déduit  de  (E)  en 
en  supprimant  certains  éléments,  en  nombre  fini, ou  en  y  intro- 
duisant certains  éléments,  en  nombre  fini,  les  points  d'accumula- 
tion de  (Ej)  sont  les  mêmes  que  les  points  d'accumulation  de  (E). 

Si  l'ensemble  (E  )  est  contenu  dans  l'ensemble  (E),  tout  point 
d'accumulation  de  (E')  est  un  point  d'accumulation  de  (E).  On  ne 
peut  pas  affirmer  que,  réciproquement,  tout  point  d'accumulation 
de  (E)  soit  un  point  d'accumulation  de  (E'). 

Si  l'ensemble  (E)  est  borné  (en  haut  et  en  bas)  et  n'a  qu'un 
nombre  fini />  de  points  d'accumulation  a^,  a.^,  ..,,  a,„  si  l'on  re- 
garde ces  points  comme  les  centres  respectifs  de  p  intervalles,  d'ail- 
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leurs  aussi  petits  qu'on  voudra,  il  n'y  aura  en  dehors  de  ces  iiiler\  ailes 
({u"un  noiuhie  (ini  de  [wints  dc(E).  Soit  en  clTet  2  a  l'écart  du 
[)liis  iMlil  iiit(>rvallc  :  rcnsemblc  (E,)  des  points  de  (E)  qui  sont 
situés  eu  dehors  de  ces  intervalles  est  évidemment  borné,  puisqu'il 
est  contenu  tlans  (!•>)  ;  s'il  était  inlini,  il  admettrait  au  moins  un 
point  d'accumulation  a  qui  sérail  aussi  un  point  d'accumulation  de 
(E)  et  par  conséquent  l'un  des  points  </,,  <i,,.--,  <i,,  '•  or  la  distance 
d'un  point  quelconque  de  (E,),  à  l'un  quelconque  de  ces  points  est 
supérieure  à  7,^  puisque  tous  les  points  de  (E,)  sont  en  dehors  des 
p  intervalles. 

Si  l'on  l'ait  rentrer  dans  un  ensemble  les  points  d'accumulation 
qui  ne  lui  appartiennent  pas,  il  est  clair  qu'on  ne  modifie  pas  les 
bornes  de  cet  ensemble. 

Les  notions  de  borne  supérieure  ou  inférieure  et  de  point  d'accu- 
mulation sont  fondamentales  dans  la  théorie  des  ensembles  de- 
nombres  (ou  de  points).  Avant  d'aller  plus  loin  dans  cette  théorie, 
il  comient  d'insister  sur  la  notion  de  limite. 


II.  —  SUITES  IMLMES.  LIMITES 
52.  —  On  dit  qu'une  suite  de  nombres 

(h)  i/t,       f/..       ...      u,„       .... 

est  déterminée  quand  le  nombre  qui  figure  à  un  rang  déterminé  est 
déterminé  ;  elle  est  définie  (ou  donnée)  quand  on  définit  (ou  que 
l'on  donne)  le  moyen  de  calculer  un  terme  quelconque  «„  connais- 
sant son  rang  n. 

En  disant  qu'une  telle  suite  a  une  limite  A,  on  veut  dire  que- 
les  termes  de  cette  suite  deviennent  aussi  voisins  du  nombre  A 
qu'on  le  veut,  pourvu  que  leur  rang  soit  suffisamment  grand. 
D'une  façon  précise,  on  dira  que  la  suite  («)  a  pour  limite  A,  ou. 
mieux  que  iin,  pour  n  infini,  a  pour  limite  A,  et  l'on  écrira 

liin.  Un  =  A, 
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si,  quelque  [)clil  que  soit  le  nombre  posilif  î,  on  peut  lui  faire 
correspondre  un  nombre  naturel  p  tel  que  l'on  ait  |  ;/.,  —  A|  <C  £ 
pour  tous  les  entiers /?  supérieurs  l\  p.  S'il  en  est  ainsi,  tous  les 
termes  »„  de  la  suite  apparlienucnl  à  l'intorvallo  (.V  —  :,  A  -f-  s) 
lorsque  n  est   plus  firaïul  que  p  ;  quelques-uns    des    termes    «i, 

a, ,  Ui,  peuvent   (Tailleurs  appartenir  à  cet  intervalle  :  en   tous 

cas,  les  termes  de  la  suite  qui  n'appartiennent  pas  à  cet  intervalle 
sont  en  nombre  iini.  Kéci[)roquement,  s'il  existe  im  nombre  A  tel 
que,  quelque  soit  le  nombre  positifs,  le  nombre  de  termes  de  la 
suite  («)  qui  n'appartiennent  pas  à  l'intervalle  (A  —  s,  A  +  i)  soit 
toujours  Iini,  la  suite  a  pour  limite  le  nombre  A  ;  car  si  l'on  se 
donne  i,  et  si  l'on  désigne  par />  le  nombre  de  termes  de  la  suite 
qui  n'appartiennent  pas  à  l'intorvallc  (A  —  i,  A  -i-  c),  u„  appar- 
tiendra certainement  à  cet  intervalle  si  n  est  plus  grand  que  p  et 
l'on  aura  |  u„  —  A  |  <  £  sons  la  condition  n  >  yj. 

Une  suite  («)  ne  peut  avoir  deux  limites  distinctes  A,   B,   car  si 

la  suite  (n)  a  pour  limite  A  cl  si  l'on  prend  i  =  - — ^ ,  tous  les 

termes  de  la  suite,  à  partir  d'un  certain  rang,  appartiendront  à 
l'intervalle  (A  —  î,   A  -t-  s)  et  leur  difTérence   avec  B  sera   au 

.      ,     ,    ,  I  \  -  B  I 
moms  égaie  a  ■ ' , 

2 

Les  deux  égalités  li m.  u„  =  A,  lim,  (a„  —  A)  =  o  ont  le  même 

n  :=  oc  n  =i  X) 

sens. 

Voici  quelques  exemples  de  limites  : 

Un  nombre  A  peut  être  regardé  comme  la  limite  de  la  suite  des 

valeurs  anprocliées  de  A  à  — ,  — :.  ...,  — ,  ...   près,  par  défaut, 
'-^  lO     lo-  lO"  1        '   1 

ou  de  la  suite  des  valeurs  approcbées  de  A  à  — ,  — , ,    .     — ,  .... 

]o    lo-    ■  ■    lo" 


près,  par  excès. 

T                      •                          I 

La  suite  i,  -, 

2 

I 
o 

T                     •                           I 

La  suite  i,  - , 

2 

2 

3 

) 

n 
n  — 


,  ...  a  pour  limite  o. 

...  a  pour  limite   i,   puisque  la 


vm-  '*  II  1  •  ^     I 

dillerence  i  — =   -  sera  plus  petite  que  i  pour  /?>•.• 

Si  l'on  considère  une  fraction   continue  illimitée  qui  définisse 
•le  nombre  A,  dont  les  quotients  incomplets  forment  la  suite  a^» 
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1 
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,  cl  tliint  los  rrdiiilrs  successives  soient  les  nombres 
clKininc  (les  suites 

^h 

P.»-_, 

aura  pour  limite  A;  la  dilTérence  entre  \  et  le  n"  terme  de  cctic 
suite  est  alternativement  positive  et  négative  pour  la  |)rcniière  ;  elle 
■est  toujours  positive  pour  la  seconde,  toujours  négative  pour  la 
•troisième  ;  dans  tous  les  cas,  la  valeur  absolue  de  cette  dillérencc 
peut  être  supposée  aussi  petite  qu'on  le  veut,  pourvu  que  n  soit 
•suffisamment  grand. 

53.  —  Si  la  suite  »,.  a,,  u„,  ...  n'a  pas  A  pour  limite,   au 

sens  qu'on  \ient  île  dire,  on  [)cut  allirmcr  qu'il  existe  un  nombre 
positif  a  jouissant  de  la  propriété  suivante  :  quel  que  soit  le  nombre 
positif  p.  il  Y  a  un  nombre  naturel  n  >  p,  tel  que  l'on  ait 
\un —  V|^a  :  en  elTet,  nier  l'existence  d'im  tel  nombre,  c'est 
affirmer  que,  quel  que  soit  le  nombic  positif  (/.,  on  peut  lui  faire 
correspondre  un  entier  />  tel  que  l'on  ait  |  n„  —  A  |  <^  a  pour  toutes 
'les  valeurs  de  n  supérieures  à  />,  c'est  donc  affirmer  qu(;  la  suite 
a  A  pour  limite.  On  exprime  la  même  cbose  en  disant  que  si 
la  suite  a,,  u.,,  ...,  iin,  ...  n'a  pas  A  pour  limite,  il  y  a,  dans  cette 
■suite,  une  infinité  de  termes  «„  tels  que  l'on  ait  |  iin  —  A  >-  |  a  |. 

54.  —  Si  les  deux  suites 

«P  11.2 "" 

i\,         v.^,         ...,         r„, 

ont  respectivemement  pour  limites  les  nombres  A,  B,  en  d'autres 
termes,  si  l'on  a 

iiin.  a„  =  A,  liiii.  (,'„  =  1), 

il  cliaque  svstème  de  nombres  [)Ositifs  £,  y;,  si   petits  qu'ils   soient. 
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on   peut  lairc   correspondre  un  entier   positif  m  tel  que  l'on  ait  à 
la  fois 

1  U„  -  A  1<  s,  I   V„  -   B  i   >  71 

sous  la  condition  n  ;>  m  ;  on  peut  en  effet  faire  correspondre  à  s 
l'entier  p,  à  y;  l'entier  q  tels  que  la  première  inégalité  soit  vérifiée 
pour/î  >p,  la  seconde  pour  /2  >  y ,  on  prendra  pour  m  le  plus 
grand  des  nombres/),  (j.  Le  lecteur  étendra  de  lui-même  ce  théo- 
rème au  cas  de  trois,  quatre,  ...,  d'un  nombre  fini  quelconque 
de  suites,  ayant  des  limites  A,  B,  C,  ... 
Si  l'on  a 

lim.  u„  =  A,  lim.  y„  t=  B, 

n  =  00  n  =  X 

on  aura 

lim.  {ii„  -h  r„)  =  A  -f-  B, 

n  =  ce 

lim.  {ii„  —  i'„)  =  A  —  B, 
n  =  00 

lim.  (ii„i'„)         =  AB, 

n  ^  00 

lim.  /«jA  =-^. 

n  =  t»\i'„/  B" 

la  dernière  égalité  toutefois  suppose  essentiellement  que  B  ne  soit 
pas  nul  :  c'est  la  seule  que  je  démontrerai,  après  avoir  fait  l'obser- 
vation suivante. 

II  peut  se  faire  que  dans  la  suite 

Vi'  v^'        ""  v„ 

.    .     A 

dont   il   faut  démontrer   qu'elle  a  pour  limite  p,  certains  termes, 

dont  le  dénominateur  se  trouverait  être  nu],  n'aient  pas  de  sens  : 
il  est  sous-entendu  qu'on  n'en  tient  aucun  compte  et  que  c'est  de 
la  suite  débarrassée  de  ces  termes  que  l'on  s'occupe  :  tout  d'abord, 
cette  circonstance  ne  peut  se  présenter  qu'au  commencement  de  la 
suite  ;  en  s'avançant  assez  loin,  elle  ne  se  présente  plus,  lorsque, 
comme  on  l'a  supposé,  B  n'est  pas  nul  ;  si,  en  effet,  on  désigne  par 
B'  un  nombre  positif  plus  petit  que  |  B  |  et  par  /)  un  entier  positif 
tel  que  l'on  ait,  pour  n  >/), 

I  B  —  v„  1<  I  B  1  —  B'. 
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on  aura  (')   nécessairement  |  y„  |  >  IV.  en  sorte  que  i'„  ne   pourra 
pas  être  nul. 

Venons inainlenanl à  ladénionslialion  de  la  proposition  annoncée  : 

Soient,  en  ^^énéral, 

'hi  —  ^  =  lk„  —  At.„  _ 


u„  =  A  +  E„.         (•,,  ^  13  -f-  71,,, 


quel  que  petit  que  soit  le  nombre  positif  a  plus  potil  (pic  |  H  |  —  B', 
on  peut  supposer  le  nombre  entier  p  assez  grand  pour  que  l'on  ait 
1  £;,  I  <^y.,  I  y;,,  1  <C  <y-,  sous  la  condition  n  >  />. 
On  aura  alors 

I  B  +  r.„  I  >  1  H  I  -  a  >  B' 


et 


< 


Bl 


B" 


si  l'on  veut  que  le  premier    membre  soit  moindre  que  i,  sous  la 
condition  n  >/>,  il  suffira  d'avoir  choisi 


B'" 


On  remarque  qu'il  n'y  aurait  rien  à  changer  à  ce  qui  précède 
pour  démontrer  que,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  s, 
on  peut  lui  faire  correspondre  un  entier  y)  tel  que,  sous  les  condi- 
tions n  >  p,  m  >>  p,  on  ait 


<£. 


Les  propositions  du  présent  numéro,   appliquées  plusieurs  fois, 
conduisent  immédiatement  à  la  proposition  suivante  : 
Si  l'on  a 


lim.  u„  =  A,         lim.  i>„  :=  B,  lim.  n\ 


c. 


quels  que   soient  les  deux  polynômes  o  {u,   v,    ic,)  'b  [a,  v,  lu), 

(1)11  n'est  pent-ôtrc  pas  inutile  d'observer  que  si  a,  p,  v  sont  trois  nombres 
positifs  quelconques,  l'une  quelconque  des  inégalités  |  i  a  ±  S  |  <  V,  en- 
traîne les  inégalités 


Y  <  «  <  ?  +  T. 


'(   <  ?  <  =^  +  '{■ 


78  INTUODLCTION'    A    LA    TlIKOUIE    DES    l'0>'CT10>S 

pourvu  que  'b    A,  B,  C)  ne  soil  pas  nul,  on  aura 
lim.  °  ("»•  '';.■  "'»)  _  o  (A.  V>,  C) 

Au  lieu  de  trois  suites,  on  aurait  pu  aussi  bien  considérer 
quatre,  cinq,  ...  suites  et  des  polynômes  à  quatre,  cinq,  ...  variables. 

55.  —  Il  y  a  un  inlrrèt  évident,  étant  donnée  une  suite  infinie 

à  savoir  reconnaître  si  celte  suite  a  une  limite  ou  non. 

Considérons,  en  même  temps  que  cette  suite,  l'ensemble  (U)  des- 
nombres distincts  qui  y  figurent  :  je  dirai  de  la  suite  qu'elle  est 
bornée,  ou  qu'elle  n'est  pas  bornée,  suivant  que  l'ensemble  (U)  est 
borné  ou  n'est  pas  borné.  L'ensemble  (U)  est  en  général  infini  :. 
pour  qu'il  en  soit  autrement,  il  est  évidemment  nécessaire  que  la 
suite  {il)  contienne  une  infinité  de  termes  égaux  :  écartons  provi- 
soirement de  nos  raisonnements  les  suites  de  cette  nature. 

Supposons  que  la  suite  {a)  ait  une  limite  A;  elle  est  alors  bornée, 
puisque,  quel  que  soit  le  nombre  positif  £,  ses  termes  sont,  sauf  un 
nombre  fini  d'entre  eux,  a,  />,  c,  ...,  /,  tous  compris  dans  l'in- 
tervalle (A  —  £,  A  -i-  c),  en  sorte  que  la  valeur  absolue  de  l'un 
quelconque  de  ses  termes  est  au  plus  égale  au  plus  grand  des 
nombres  l^z],  |/>i,  \c\,  ...,  \l\,  |A  — c],  |A  -h  cj. 

D'autre  part,  et  pour  la  même  raison,  le  point  A  est  un  point 
d'accumulation  de  (L)  et  il  est  le  seul  :  il  faut  bien  en  effet  qu'il  y 
ait  dans  l'intervalle  (A  —  c,  A  -h  s)  une  infinité  de  points  de  (U), 
puisque,  en  dcbors  de  cet  intervalle,  il  ne  s'en  trouve  qu'un 
nombre  fini  ;  puis,  tout  point  d'accumulation  de  (U)  appartient 
nécessairement  à  cet  intervalle  et,  par  conséquent,  coïncide  avec  A, 
puisque  ô  peut  être  supposé  aussi  petit  qu'on  le  veut. 

Réciproquement,  si  l'ensemble  (L)  des  nombres  distincts  qui  se 
trouvent  dans  (a)  est  borné  et  s'il  admet  un  point  d'accumulation 
unique  A,  ce  point  ou  ce  nombre  A  est  la  limite  de  la  suite  [u).  En 
effet,  si  A  est  un  point  d'accumulation  de  (U),  il  y  aura,  en  dé- 
sif'-nant  par  s  un  nombre  positif  quelconque,  une  infinité  d'élé- 
ments de  l'ensemble,  ou  de  termes  de  la  suite,  qui  appartiendront 
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à  l'intervalle  (A  —  i.  A  -+-£):  ceux  des  points  Je  l'ensemble  qui 
sont  en  dehors  de  rot  intervalle  sont  en  nombre  fini  (n  '  51),  et, 
[)ar  consécjuent  (n"  52),  A  est  la  limite  de  la  suite    a). 

Ainsi,  pour  que  la  suite  («),  dont  on  suppose  qu'elle  ne  con- 
tient pas  un  nombre  infikii  de  termes  égaux  entre  eux,  ait  une 
limite,  il  faut  et  il  suffit  que  l'ensemble  (U)  soit  borné  et  admette 
un  point  d'accumulation  unique  ;  ce  [)oint  est  la  limite  de  la  suite. 

ISi  la  suite  (n)  contient  une  [infinité  de  termes  égaux  à  un 
nombre  A,  elle  ne  peut  évidemment  avoir  d'autre  limite  que  ce 
nombre.  On  fera  rentrer  toutes  les  suites  dans  un  même  énoncé  en 
convenant  d'appeler  point  (Vacciunulalion  d'une  suite  (u)  soit  un 
point  d'accumulation  de  l'ensemble  (L)  des  termes  distincts  de 
cette  suite,  soit  un  nombre  qui  figurerait  une  infinité  de  fois  dans 
la  suite  («)  :  on  pourra  dire  alors  : 

La  condition  nécessaire  et  suiïlsanfc  pour  qu'une  suite  ait  une 
limite  est  qu'elle  soit  bornée  et  n'admette  qu'un  point  d'accumu- 
lation. 

Observons  en  elïet  que  si  A  est  un  point  d'accumulation  d'une 
suite  infinie  quelconque  (h),  on  peut  allirmer  que,  quelque  soit  le 
nombre  positif  £,  il  y  a  une  infinité  de  termes  de  la  suite  qui 
appartiennent  à  l'intervalle  (A  —  £,  A  -r-  z),  soit  parce  que  A  est 
un  point  d'accumulation  de  l'ensemble  (U)  des  termes  distincts 
de  (u),  soit  parce  qu'il  y  a  dans  celle  suite  une  infinité  de  termes 
égaux  à  A.  Si  la  suite  n'admet  pas  d'autre  point  d'accumulation, 
et  si  elle  est  bornée,  il  n'y  a  en  dehors  de  cet  intervalle  qu'un 
nombre  fini  de  termes  :  en  effet,  d'une  pari,  il  ne  peut  y  avoir  en 
dehors  de  cet  intervalle  qu'un  nombre  iini  d'éléments  distincts  de 
l'ensemble  (U),  sans  quoi  cet  ensemble  admettrait  un  second  point 
d'accumulation  ;  d'autre  part  il  ne  peut  y  avoir  en  dehors  de  l'in- 
tervalle un  terme  qui  soit  répété  une  infinité  de  fois  dans  la  suite, 
puisque  ce  terme  devrait  alors  être  regardé  comme  un  point 
d'accuiuulation,  non  de  l'ensemble,  mais  de  la  suite  :  le  raisonne- 
ment qui  a  servi  dans  le  cas  où  on  avait  alfaire  à  une  suite  ne 
contenant  pas  une  infinité  de  termes  égaux  s'applique  donc 
encore. 

56.  —  Voici  une  autre  forme  de  la  condition  nécessaire  cl  suffi- 
sante [)<j\iy  qu'imc  suite  h,,  «.,  ...,  u,,,  ...  ait  une  limite. 


So 
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Supposons  que  celte  limite  existe  et  soit  égale  à  A  ;  quel  que  soit 
\c  nombre  positif  ô  on  peut  lui  laire  conespondrc  un  entier  /)  tel 

que  l'on  ait  [A  —  ii„  \  <<  --  sous  la  coiuliliou  ii  >/>•  Si  donc  n  et 
m  sont  supérieurs  à  /^  on  aura  |  u„  —  «,„  |  <<  £  puistpie  l'on  a 
évidemment  |  u,,  —  ii,„  \  ^  |  ii„  —  A  |  -h  |  A  —  u,„  \. 

Kéciproquement,  si  à  chaque  nombre  positif  -  on  peut  faire 
correspondre  xm  nombre  naturel  p  tel  que  l'on  ait  \um  —  n„\  <<  s 
^ous  la  seule  condition  que  m  et  n  soient  supérieurs  à  p,  on  peut 
aflirmer  que  la  suite  (u)  a  une  limite. 

Cela  est  évident  s'il  y  a  dans  la  suite  une  inllnité  de  termes 
4gaux  à  un  nombre  A,  puisqu'on  pourra  toujours  prendre 
ll.n  =  A . 

S'il  en  est  autrement,  comme  je  le  suppose  dans  ce  qui  suit,  la 
suite  (u)  comprend  une  infinité  de  nombres  distincts,  qui  forment 
un  ensemble  infini  (l).  Cet  ensemble  est  borné,  car  si  l'on 
suppose  m  >/>,  tous  les  termes  de  la  suite  sont  compris  dans 
l'intervalle  (a,„  —  s,  «,„  -+-  ê)  ,  sauf  un  nombre  fini  de  termes  pris 
dans  la  suite  limitée  u^,  11.2,  ...,iim  —  i.  L'ensemble  ^L)  admet  un 
point  d'accumulation  qui  ap[)artient  nécessairement  à  l'inter- 
valle (»,„  —  c,  Uni  -+-  î),  intervalle  dont  l'écart  est  2î  :  il  est  donc 
impossible  que  l'ensemble  (U)  admette  deux  points  d'accumulation 
distincts  A,  A',  puisque  la  distance  de  ces  deux  points  devrait  être 
au  plus  égale  au  nombre  positif  2  s,  qui  peut  être  supposé  aussi 
petit  qu'on  le  veut.  Donc  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  suite  u^,  u.,, 
...,  ii,„  ...  ait  une  limite  est  que  l'on  puisse  faire  correspondre  à 
chaque  nombre  positifs  un  nombre  naturel  p  tel  que  l'on  ait,  sous 
la  seule  condition  que  les  nombres  naturels  a  et  m  soient  supérieurs 
à  p,  I  ii,n —  «„|  <  E. 

On  observera  que  si  cette  condition  est  vérifiée,  on  peut  prendre 
pour  valeur  approchée  de  la  limite,  un  terme  quelconque  u,„  (m  >/))  : 
l'erreur  commise  est  alors  au  plus  égale  à  z. 

Si  la  suite  u,,  u.^,  ...,  a„,  ...  n'a  pas  de  limite,  on  peut  affirmer 
l'existence  d'un  nombre  positif  a,  tel  que,  pour  une  infinité  de 
couples  de  nombres  n,  m,  on  ail  ]  n„  —  n,n  |  >>  a  ;  le  raisonne- 
ment est  le  même  qu'au  n"  53. 

57.  —  Considérons  une  suite  a^,  u,,  ...,  u,,,  ...  telle  que  chaque 
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terme  soit  t'y:al  ou  siipcriciir  à  ceux  qui  lo  prcct'dcnt  ;  aulroinciil 
dit,  on  a  //„  + 1  ^  Un,  <|ucl  (|uc  soil  n  ;  si  tous  les  Icnncs  sont  inl'c- 
riouis  à  un  iiomhic  livc  A.  la  Miilc  a  une  liuiilc.  En  ellet,  l'cn- 
seuihlc  [{])  des  nonihrcs  dislincts  (|ni  appartiennent  à  la  suite  est 
borné  ;  sa  borne  inférieure  est  //,,  sa  borne  supérieure  a  est  infé- 
rieure ou  éyalc  à  A.  Soit  £  un  noni})re  positif  quelconcpie,  il  y  a 
cerlaincinent  un  nombre  de  (L),  un  li  rme  de  la  suite  (//),  qui  est 
phis  graïul  que  a  —  i  ;  soit  a,,  un  pareil  terme  :  les  tenues  sui- 
vants, su[)éricuis  ou  égaux  à  iij„  seront  aussi  plus  grands  que 
V.  —  £  ;  aucun  de  ces  lernies  ne  pouvant  dépasser  c/.,  on  aura 
y-  —  ";i  <!  s.  sous  la  condition  n^  p  :  la  suite  a  pour  limite  sa 
borne  supérieure. 

Si  une  suite  »,.  n,,  ...,  ii,,,  ...  est  telle  que  chaque  terme  soit 
égal  ou  inférieur  à  ccnix  (jui  le  précèdent;  autrement  dit,  si  l'on 
a  «,,-f  1  â  n„,  quel  que  soit  //,  et  si  tous  les  termes  sont  supérieurs 
à  un  nombre  (ixc  lî,  la  suite  a  une  limite,  qui  est,  celte  fois,  la 
l)orne  inférieure  de  l'ensemble  (U)  des  nombres  distincts  qui 
ligurent  dans  la  suite.  Cette  limite  est  inférieure  ou  égale  à  lî.  La 
démonstration  est  la  môme.  Au  surplus  on  ramènerait  ce  cas  au 
précédent,  en  changeant  tous  les  termes  de  signe. 

58.  —  Si  l'on  considère  deux  suites 
(h)  »,.      Il, //„ 

et  si,  d'une  part,  les  termes  de  la  première  suite  sont  tous  inférieurs 
ou  égaux  à  un  terme  quelconque  de  la  seconde  suite;  si,  d'autre 
part,   on  a  lim.  (r„  —  ii„)  =  o,  les  deux  suites  ont  une  limite  et 

<:ette  limite  est  la  même  pour  les  deux  suites. 

Soient  (U),  (\)  les  ensembles  formés  respectivement  par  les 
termes  distincts  de  la  suite  (a)  et  les  termes  distincts  de  la  suile  (o). 
Cbaf[ue  élément  du  premier  ensemble  est,  par  hypothèse,  intérieur 
ou  égal  à  un  élément  quelconque  du  second;  d'ailleurs,  à  cause 
<\ù  la  condition  lim.  (a„  —  v„)  r=  o,  il  y  a  des  nombres  pris  l'un 
<lans  (U),  l'autre  dans  (V)  qui  diffèrent  aussi  peu  qu'on  le  veut. 
Il  suit  de  là  (n°  47),  que  la  borne  supérieure  de  (U)  est  égale  à  la 
borne  inférieure  de  (V)  :  soit   A   celte  borne   commune  et  £  un 

Tasxebï  I.    —  Intro.iuclion  à  la  théorie  des  fonctions  g 
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nombre  positif  quelconque;  soity>  un  nombre  entier  tel  que  l'on 
ait  i\,  —  u„  <^  z.  sous  la  condition  n  >  /;.  Les  inégalités 

u„  ^  A  ^  i',„  v„  —  /;„  <  £, 

entraillent 

o  ^  A  —  »„  <!  -.  o  g  i';,  —  A  <<  £  ; 

la  proposition  est  démontrée. 

Les  intervalles  tels  que  [ii,,,  v„),  dont  les  bornes  inférieure  et  su- 
périeure sont  deux  termes  correspondants  des  suites  («,  y),  peuvent 
évidemment  être  caractérisés  de  la  façon  suivante  : 

i"  La  borne  inférieure  de  l'un  quelconque  de  ces  intervalles  est 
inférieure  ou  égale  à  la  borne  supérieure  de  l'un  quelconque  d'entre 
eux. 

2°  Lécartde  l'intervalle  (»„,  i\,)  tend  vers  zéro  quand  ii  augmente 
indéfmiment. 

Réciproquement  si  l'on  considère  une  suite  infinie  d'intervalles 

(«,,  y,),  (n,,  r,)....  («„,  r,,)--- 

qui  satisfassent  à  ces  deux  conditions,  il  est  clair  que  les  deux 
suites  formées  l'une,  par  les  bornes  inférieures,  l'autre  par  les 
bornes  supérieures  satisferont  aux  conditions  imposées  aux  suites 
[il),  (v)  du  présent  numéro  en  sorte  qu'il  existera  un  nombre  A 
tel  que  l'on  ait 

lim.  u„  =  lim.  i'„  =  A  ; 
ce  nombre  A  appartient  à  l'un  quelconque  des  intervalles  (Uj,,r,), 

{il,,  Vi),... 

Il  y  a  plus,  si  l'on  considère  une  suite  cjuelconque  .x,,  Xo,..., 
X,,,...,  dont  on  sache  seulement  que  Xn  appartient  à  l'intervalle 
{u„,  Vn),  quel  que  soit  n,  on  peut  alïïrmcT  que  l'on  a 

lim.  Xji  =  A  : 

en  effet  l'écart  entre  A  et  .r„,  qui  appartiennent  tous  deux  à  l'inter- 
valle ({{„,  i';,),  est  moindre  que  Vn  —  u„. 

La  connaissance   des  deux   suites  (a),  (v)  pour  déterminer  le 


CIIAl-mu:     H.    SI  MES    IMIMES  83 

noiiihio  A  ollVo  ceci  de  j)n'cieux  qu'un  Icrmc  f|iiclconf|iic  u„  de  lu 
priMiiièrc  siiile,  tin  lemic  quelconque  t^  de  la  seconde  siiile  ^jcu- 
venl  rhv  [iii-  pour  valeurs  approchées  de  A,  l'une  par  dc'faul, 
l'aulre  par  excès;  la  dillercncc  cnlrc  ces  deux  valeurs  fournil  luie 
limile  supérieure  de  l'erreur  commise. 

In  cas  l'réquenl  est  celui  où  les  suites  (u),  (v),  outre  ([u'ellcg 
satisfont  aux  conditions  imposées,  sont  telles  que  l'on  ait,  quelque 
soit  n, 

l'n  +  y  â  "„■  v„4-,  =Sr„. 

rcxistenc(>  de  la  limite,  pour  lune  ou  l'aulre  résulte  alors  du  n"57. 

Telles  sont  les  suites  ([ue  l'on  di'duit  d'un  svnd)ole  écrit  comme 
un  nondjre  décimal  qui  aurait  une  inlinilé  de  cliiH'res,  la  première 
en  prenant  successivement  un,  deux,  trois,...  chiffres  décimaux, 
la  seconde  en  fo mu U  le  dernier  chillrc  dans  chacun  des  termes  de 
la  première  suite  i  n^  18). 

Telles  sont  encore  les  deux  suites 

Po  i\  L 

L         i^  i!i 

déduites  d'une  fraction  continue  illimitée  (n"  38)  en  prenant  les  ré- 
duites de  rang  pair  et  les  réduites  de  rang  impair. 

£9.  —  Examinons  maintenant  ce  qui  arrive  si  la  suite  infinie 
(«)  H,.         u,,,  ...,         «„. 

n'a  pas  de  limite. 

Si  la  suite  («)  n'a  pas  de  limite,  c'est  qu'elle  n'est  pas  hornée-, 
ou  qu'elle  a  plus  d'un  point  d'accumulation  (n"  55). 

1"  Sup[)osons  que  la  suite  [u]  ne  soit  pas  i)ornée  :  alors,  f[uel  que 
soit  le  noinhrc  positif  A,  et  quel  que  soit  le  nomhre  naturel  p,  il  y 
a  dans  la  suite,  après  le  terme  u,,,  un  terme  ii„  plus  grand  que  A  en 
valeur  aljsolue  ;  sinon,  en  effet,  l'ensemble  (U)  serait  borné,  puis- 
que tous  ses  éléments  seraient  inférieurs  ou  égaux  en  valeur  ab- 
solue au  plus  grand  des  nombres  |  «,  |,  |«J,...  |u„|,  A.  Après 
le  terme  n^,  il  y  a  de  même  un  terme  a,,,  plus  grand  que  A  en 
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valeur  absolue;  il  y  en  a  encore  un  autre  après  j/,,,...  :  il  y  a, 
après  11,,,  une  inlinité  de  termes  plus  grands  que  A  en  valeur  absolue. 
Si  l'on  savait  que  la  suite  (h)  n'est  pas  bornée  en  haut,  on  pourrait 
alVunKn-  en  vertu  du  même  raisonnement,  qu'il  y  a  dans  la  suite, 
après  tel  terme  (juc  l'on  vont,  imo  infinité  de  termes  qui  sont  ]ilus 
grands  que  A. 

2°  Si  la  suite  (u)  admet  im  point  d'accumulation  a,  on  sait  que 
quoique  petit  que  soit  le  nombre  positif  i,  il  y  a  une  inTmilé  de 
termes  de  la  suite  dans  l'intervalle  {n  —  £,  a  +  s)  ;  il  y  en  a  donc 
une  infinité  après  un  terme  qiielconque  ii„  :  en  sorte  que  si  la 
suite  a  plusieurs  points  d'accumulation,  on  peut  affirmer  que,  après 
chaque  terme,  il  s'en  trouve  qui  sont  aussi  rapprochés  que  l'on 
voudra  de  tel  point  d'accumulation  que  Ion  veut  ou  encore,  si  la 
suite  n'est  pas  bornée,  qui  sont  aussi  grands  que  l'on  veut  en  va- 
leur absolue. 

60.  —  Parmi  les  suites  qui  ne  sont  pas  bornées,  il  convient  de 
distinguer  celles  qui  jouissent  de  la  propriété  suivante  :  quelque 
ffrand  que  soit  le  nombre  positif  A,  on  peut  lui  faire  correspon- 
dre vm  nombre  naturel  p  tel  que  l'on  ait  n,,  >  A,  sous  la  condition 
n  >  P-  Pour  exprimer  que  la  suite  (a)  jouit  de  la  propriété  qu'on 
vient  de  dire,  j'écrirai,  suivant  un  usage  commode  et  très  répandu 

lim.  u,i  =  -{-   zc. 

n  =    y. 

Je  dirai  aussi  que  ii,,  croît  indéfiniment  avec  n,  ou  encore  que 
Un  tend  (')  vers  -h   ce. 

Les  suites  de  cette  nature  ont,  à  cause  de  la  façon  régulière  dont 
leurs  termes  croissent,  quelque  chose  de  commun  avec  les  suites 
qui  admettent  une  limite  :  elles  n'en  admettent  évidemment  pas, 
au  sens  qui  a  été  donné  à  ce  mot  au  n"  52  ;  rien,  à  la  vérité,  n'au- 
rait empêché  de  modifier  la  définition  adoptée  alors,  de  dire 
limite  finie  \)SiVloul  où  l'on  a  dit  limite,  et  dédire  ([ue  a,,  a  pour 
limite  -h  oc,  pour  signifier  que,  quelque  grand  que  soit  le  nom- 
bre A,  on  peut  lui  faire  correspondre  un  entier/;,  tel  que  l'inéga- 

{')  L'expression  tendre  vers  rinfinl  a  été  longtemps  rejetéo  du  langage  ma- 
thématique comme  incorrecte  ;  il  me  paraît  qu'on  peut  l'adopter  pourvu  qu'on 
l'entende  d'une  fa<on  précise. 
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lilé  /j  >./),  onlraînc  l'im'irnlili'  ii„^-  \.  L'fnnui  (raccoler  pros- 
que  toujours  l'épilhclc  u  linic  »  au  mol  limilc  cl  do,  cliof|U('r  dos 
liaMliidos  invi'tôrécs,  comme  rollc  (|iii  coiisislc  à  dire,  dans  le  cas 
(|iii  nous  occupe,  que  ii„  croit  au  delà  de  toute  liniile,  m'a  décidé 
à  adopter  le  mode  de  lan;,M<4^e  qui  est  d'ailleurs  le  i)lus  répandu, 
bien  qu'il  seud)le,  d'un  autre  côté,  assez  singulier  de  ne  pas  oser 
(lire  que  u,,  a  une  limite  infinie,  ou  a  l'infini  pour  limite,  quand 
on  écrit  lim.  ii„  =  -i-  x  .  Mais  ce  qui    importe   par   dessus    tout, 

n      =00 

c'est  de  préciser  le  langage  et  les  notations. 

De  même,  j'écrirai  lim.  ii„  =  —   ce,  et  je  dirai  que  //„  tend  vers 

:i   =^     y. 

—  y.,  pour  signifier  f[uo,  quolrjuc  grand  en  valeur  absolue  que 
soit  le  nombre  négatif  A,  on  peut  lui  faire  correspondre  un  entier 
/'  tel  que  l'on  ait  ii„  •<  A,  sous  la  condition  n  >/>. 

Il  est  clair  que  la  supposition  lim.  ii„  =  ±    y,  cnlraîne  la  con- 

n  =   yj 

clusion  lim.  —  =  o. 


61.  —  Si  la  suite  (u)  n'est  pas  bornée  en  baut,  on  peut  en 
exlraire  une  suite  infinie  de  termes  y,,  v.,,  ...,  v,,,  ...  dont  les 
rangs  /;,,  n„  ...,  rij,,  ...,  (ju'ils  occupent  respectivement  dans  la 
suite  {il),  aillent  en  croissant,  et  tels  que  Ion  ait  lim.  v^,  =  +  ce. 

Soit  en  cflet 
(a)  «,,  a,,  ...,.a,„  ... 

une  suite  infinie  de  nombres  positifs  croissants,  tels  que  l'on  ait 
lim.  a^  =  H-  00  ;  ce  sera,  si  l'on  veut,  la  suite  dos  nombres  naUi- 

rels.  On  prendra  pour  v,,  le  premier  terme  de  la  suite  (u)  qui  soit 
égal  ou  supérieur  à  a,  ;  en  d'autres  termes,  si  /?,  est.  dans  la  suite 
(u)  le  rang  du  premier  terme  égal  ou  supérieur  à  «,,  on  prendra 
r,  =r  «„  ;  on  prendra  de  même  v.,  =  u„  ,  en  désignant  par  n.,  le 
rang,  dans  la  suite  (n),  du  premier  terme  plus  grand  que  a.,,  puis 
v.^  =  ii„  ,  en  désignant  par  n.^  le  rang,  dans  la  suite  (a),  du  pre- 
mier terme  plus  grand  que  d^,  etc.. 

Il  est  clair  quo,  dans  la  suite  (u),  ii„,^  doit  suivre  ii„  ,  que  «„  doit 
suivre  (f„  .  elc...,  en  sorte  (pie  l'on  a  n^  <i  n.^  <i  n^  <C  ...  Comme 
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les  lermcs  de  la  suite  (//'  finisscnl  \^av  dépasser  tel  nombre  positif 
que  Von  veut,  la  proposition  est  évidenle. 
Par  c\cni[)lc,  de  la  suite 


1  loi, 

I,  --,2,-,  3,-,/,, 


on  peut  extraire  la  suite  i,  2,  3,  ...,  dans  la([uelle  le  n''  ternie 
augmente  indélinimenl  avec  n. 

Un  raisonnement  analogue  montre  cpic  si  un  ensemble  infini  (E) 
n'est  pas  borne  en  haut,  on  peut  en  extraire  une  suite  l\,  v.,,  ..., 
v„,  ...  telle  fpie  l'on  ait  lim.  v„  =  -H   ce  ;  on  prendra  alors  pour 

n  =    ce 

r,  un  nombre  de  (E)  supérieur  à  a,,  pour  t'^  un  nombre  de  (E)  su- 
périeur à  a,,  de...  On  ne  sera  jamais  arrête  :  dans  ce  cas,  toute- 
fois, la  suite  l'i,  v.,,  ...,  i\„  ...  n'est  pas  définie  comme  elle  l'est 
dans  la  démonstration  précédente,  elle  ne  pourrait  l'être  que  si 
l'ensemble  (E)  était  lui-même  détini. 


62.  —  Si  l'on  n'a  pas  lim.  I  iin  |  =  -f-   oc,  on  peut  affirmer  que 

la  suite  infinie  (a),  qu'elle  soit  bornée  ou  non,  admet  im  point 
d'accumulation.  En  clTel,  affirmer  qu'on  n'a  pas  lim.  |  u„  |  =+  ^, 

n  =    ce 

c'est  affirmer  l'existence  d'un  Jiombrc  positif  A  tel  que  chaque 
terme  de  la  suite  («)  soit,  suivi  de  termes  inférieurs  ou  égaux  à  A 
en  valeur  absolue  ('),  tel  par  conséquent  qu'il  y  ait  une  infinité  de 
termes  de  la  suite  inférieurs  ou  égaux  à  A  en  valeur  absolue,  c'est 
donc  affirmer  l'existence  d'une  infinité  de  termes  de  la  suite  dans 
l'intervalle  ( —  A,  H-  A),  ou  encore  l'existence,  dans  cet  intervalle, 
dun  point  d'accumulation  de  la  suite,  soit  que  l'intervalle  con- 
tienne une  infinité  de  termes  inégaux  (n"  49),  soit  qu'il  contienne 
vme  infinité  de  termes  égaux  (n°  55). 


(')  En  cdct,  s'il  n'existait  pas  un  parcit  nombre  A,  c'est  que  cpiclquc  soit  le 
nombre  positif  A,  il  y  aurait  un  terme  de  la  suite  (u)  tel  que  tous  les  termes 
suivants  fussent,  en  valeur  absolue,  plus  grands  que  A,  c'est  donc  qu'on  aurait 

lim.  I  u„  j  =  +    ce. 

/t  =  oc 
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l'ai-  cvonq)!!'  la  suite 

I     ..    I     ,     I 
'.,''  î^  '''/'••■  ' 

(jui  n'est  pas  Ixiriii'c  cil  liatu.  qdmot  /.rro  pDui'  puinl  (racciimula- 
lion. 

Soit  encore  »„,  ^=  n",  en  clésif;nant  par  a  un  nonihic  fixe  quel- 
conque. 

Supposons  d'aborcl  '/  >>  i  ;  on  peut  poser  a  ^=  i  -h  7.,  v.  étant 
posilil";  on  a  alors 

a"  =  (i  -i-  a)»  >  I  -+-  n-JL] 
il  en  résulte  que  l'on  a  lim.  a"  =  +   y^,  puisque  si  A  est  un  nom- 

;i  =    ce 

bre  positif  (pielconque,  il  suffira  de  prendre  n  supérieur  à  la  partie 

.,       ,    A  —  I  . 

entière  de  — pour  cpie  n"  soit  plus  grand  que  A. 

Si  a  est  plus  petit  que  —  i,  on  aura,  d'après  ce  qu'on  \ient  de 
dire.  lim.  |  a"  |  =  -1-  ce,  mais  a"  étant  positif  pour  ii  pair,  négatif 

pour  n  iui[)air,  on  n'a  ni  lim.  a"  ;=  -H   ce,  ni  lim.  a"   =   —     co   ; 

on  pourra  écrire,  si  l'on  veut,  lim.  a^"  =  -r-   oc,  lim.  a~"~'  =  —  vd  . 

Si  a  est  compris  entre  —  i  et  4-  i ,  en  posant  a  =  .  et  en  re- 
marquant alors  que  h  est  plus  grand  que  i  en  valeur  absolue,  on  voit 
que  l'on  a  lim.  a"  =  o.  Dans  ce  cas,  si  a  est  positif,  les  termes  de 

la  suite  (ii)  tendent  vers  o  en  décroissant;  si  n  est  négatif,  ils  sont 
alternativement  positifs  el  négatifs,  ils  oscillent  autour  de  o  en  s'en 
rapprochant  de  plus  en  plus,  à  mesure  que  n  grandit. 

Si  a  =  I,  tous  les  termes  de  la  suite  sont  égaux  à  i  ;  la  suite  a 
I  pour  limite  ;  si  r;  =  —  i,  les  termes  de  la  suite  sont  alternative- 
ment —  1  et  -i-  I  ;  elle  a  deux  points  d'accumulation  —  i  et  -+-  i. 

63.  —  Observons  en  général  que  si  la  suite  (h)  admet  un  point 
d'accumulation  n,  soit  qu'elle  n'admette  que  celui-là,  soit  qu'elle 
en  admelt'^  d'autres,  on  jieut  en  extraire  une  suite  infinie  de  termes 
/'i,  V.2,  ...,  i';,,  ,..,  dont  les  rangs  //,,  //^ n,,,  ..,,  qu'ils  occu- 
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pent  clans   la   suilc    (u)    vont   en    croissanl    cl    tcl;^   que   ion   nit 

li 

P 


lim.  Vf,  =  (i. 


Soit  en  elTet 

une  suite  de  nombres  posilifs  décroissanls,  tels  (jue  l'on  ait 
lim,  £,,  =  G  ;  ce  sera,  si  l'on  veut,  la  suite  des  inverses  des  nom- 

bres  naturels.  On  prendra  ])our  Vi  le  premier  terme  de  la  suite  {ii) 
dont  la  différence  avec  n  soit  inférieure  ou  égale  à  i,  en  valeur  abso- 
lue ;  si  n,  est  le  rang-  de  ce  terme  dans  la  suite  {n),  on  aura 
i»,  =  H„^  ;  on  prendra  pour  i\  le  premier  terme  de  iii),  venant  après 
H„  ,  et  dont  la  différence  avec  a  soit  moindre  en  valeur  absolue  que 
c^,  ...;  si  n.y  est  le  rang  de  ce  terme  dans  la  suite  (a),  on  prendra 
t\  =  «„  ,  etc..  ;  le  reste  est  évident.  Inversement,  il  est  clair  que, 
si  l'on  peut  extraire  de  la  suite  («)  une  autre  suite  ayant  a  pour 
limite,  a  est  un  point  d'accumulation  de  la  suite  [ii). 

On  d('montrcra  d'une  façon  analogue  que  si  un  ensemble  lE) 
admet  un  point  d'accumulation  a,  on  peut  en  extraire  une  suite  in- 
fmie  i\,  V.-,,  ...,  i'„,  ...  telle  que  l'on  ait  lim.  v,,  =z  a. 

Si  la  suite  (a)  a  plusieurs  points  d'accumulation,  on  pourra  en 
extraire  ainsi  diverses  suites,  dont  chacune  aura  pour  limite  le 
point  d'accumulalion  qu'on  voudra.  La  suite  (u)  apparaît  ainsi,  en 
quelque  sorte,  comme  le  mélange  de  plusieurs  suites  ayant  des  li- 
mites différentes. 

€4.  —  Dans  le  cas  où  la  suite  (u)  est  bornée  en  haut,  l'ensemble 
(U')  de  ses  points  d'accumulalion  est  lui-même  borné  en  haut,  car 
un  point  d'accumulation  de  la  suite  (u)  ne  peut  évidemment  dépas- 
ser la  borne  supérieure  de  cette  suite.  Cette  borne  supérieure  joue 
dans  diverses  recherches  un  rôle  assez  important  :  observons 
d'abord  qu'elle  appartient  certainement  à  (L')  ;  si  en  effet  la  borne 
supérieure  B'  de  (U')  n'appartenait  pas  à  (U),  c'est  qu'elle  serait 
pour  cet  ensemble  un  point  d'accumulation. 

Or,  il  est  bien  aisé  de  voir  que  tout  point  d'accumulation  a  de 
(U')  est  un  point  d'accumulation  de  la  suite  (u)  et,  par  conséquent, 
un  élément  de  (U').  Soit  en  effet  i  un  nombre  positif  cpielconque  : 
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il   V   a  dans   (L  i   un   clrinciil   (>  lel  (|iio   l'on  ail  | '/  —  '^  |  <C  '  ;  '' 

élant  un  clément  de  (L')  nuti(>  (juo  a,  c'ost-à-diic  un  point  d'accu- 
mulation de  (a)  autre  fpie '^   il  y   a   une   inlinil(''  de  termes  u„  di' 

la  suite    (h)  tels  cjuc  l'on   ait  [A  —  ",il<C  "  ■>  ^^oh    l'on    déduit 

I '/  —  "„  I  -<!  î  î  "  C-t   donc   l)i(Mi  un    |)oinl  (raccuimilalion  de  ((/), 
donc  un  élément  de  (  L  ),  connue  on  l'avait  annoncé. 

Ceci  posé,  soit  a  la  borne  supérieure  de  la  suite  (a)  et  A  la  borne 
supérieure  de  l'ensemble  (L)  de  ses  points  d'accumulation.  Puis- 
que A  est  un  point  d'accumulation  de  la  suite  (ft),  on  peut,  de 
cette  suite,  extraire  une  autre  suite  {y)  ayant  A  pour  limite  ;  mais 
on  ne  peut  cerlainement  pas  en  extraire  une  autre  suite  ayant  pour 
limite  un  nombre  A  plus  j.:rand  que  A,  car  ce  nondjre  A'  serait 
alors  un  point  d'accumulation  de  (a),  donc  un  élément  de  (L)  et 
il  n'y  a  pas  dans  (L  )  de  nondjrc  plus  grand  que  A.  Cette  remar- 
que justifie  le  nom  de  plus  grande  des  limites  de  la  suite  (u)  que 
l'on  donne  quelquefois  au  nombre  A. 

Celui-ci  peut  encore  être  défini  de  la  façon  suivante  : 
Soit  i  un  nombre  positif  quelconque,  il  n'y  a  qu'un  nombre 
limité  de  Icrnics  delà  suite  (u)  qui  dé[)assent  A  -i-  £  ;  car  autrement 
il  y  aurait  un  point  d'accumulation  de  cette  suite  dans  l'intervalle 
(A  -t-  £,  a),  c'est-à-dire  un  point  de  (L  )  au-delà  de  A.  Au  con- 
traire, il  y  a  une  infinité  de  termes  de  la  suite  qui  dépassent  A  —  £, 
puisque  A  étant  un  point  d'accumulation  de  la  suite  («),  il  y  a  cer- 
tainement une  infinité  de  termes  de  cette  suite  dans  l'intervalle^ 
(A —  £,  A  -1-  c).  Ainsi  les  nombres  plus  petits  que  A  sont  caracté- 
risés par  ce  fait  qu'il  y  a  une  infinité  de  termes  de  (H)(|ui  les  dépas- 
sent, et  les  nombres  plus  grands  que  A  par  le  fait  qu'il  n'y  a  qu'un 
nondDre  fini  de  termes  de  [ii)  (|ui  puissent  les  dépasser.  Si  la 
suite  («)  est  bornée  en  bas,  il  y  auta  lieu  de  même,  de  considérer 
la  plus  pclile  de  ses  limites,  qui  est  la  borne  inférieure  de  l'en- 
semble (L')  de  ses  points  d'accimiulation.  Si  la  suite  a  une  limite 
au  sens  propre  du  mot,  l'ensemble  ([]')  se  réduit  à  cette  limite^ 
avec  laquelle  se  confondent  la  borne  supérieure  et  la  borne  inférieure 
de  (L'). 
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m.  —  ENSEMBLES  DÉNOMBUVIM^ES 


65.  —  La  façon  même  dont  on  a  lattaclic  la  notion  de  limite  à 
celle  d'ensemble  pose  la  question  suivante  : 

Les  termes  d'im  ensemble  (E)  peuvent-ils  être  rangés  dans  un 
ordre  tel  que 

(il)  »,.         Il, u,„         ...? 

Il  importe  d'abord  de  bien  préciser  ce  qu'il  faut  entendre  par  là. 

En  disant  que  les  termes  de  l'ensemble  (1']),  qui,  par  hypothèse 
sont  tous  distincts,  peuvent  être  rangés  dans  l'ordre  «,,  «,,  ...,  on 
entend  que,  quel  que  soit  l'élément  de  l'ensemble  que  l'on  consi- 
dère, il  y  a  dans  la  suite  (u)  un  terme  (et  un  seul)  qui  lui  est  égal 
et  que,  inversement,  tout  terme  de  la  suite  («)  appartient  à  l'en- 
semble (E). 

Plaçons-nous  à  un  autre  point  de  vue,  qui  va  nous  permettre 
d'introduire  ime  notion  im[)ortante. 

66.  —  Considérons  deux  ensembles  (E),  (E)  :  imaginons  qu'on 
puisse  faire  correspondre  à  chaque  élément  n  de  (E)  un  élément 
a  de  (E)  (')  et  un  seul,  qu'à  deux  éléments  distincts  a,  h  de  (E) 
correspondent  toujours  deux  éléments  distincts  a' ,  h'  de  (E'),  enfin 
que  chaque  élément  de  (E')  soit  le  correspondant  d'un  élément  de 
(I{)  :  deux  éléments  distincts  de  (E')  seront  nécessairement  les 
correspondants  de  deux  éléments  distincts  de  (E  ,  puisqu'à  un  élé- 
ment de  (E)  ne  correspond  qu'an  élément  de  (li)  :  an  lieu  de  dire 
que  l'élément  r/  de  (E')  correspond  à  l'élément  in)  de  E,  et  que  a 
est  l'élément  de  (E)  auquel  correspond  l'élément  a!  de  (E),  je  dirai 
plus  simplement  que  les  éléments  «,  a  pris,  le  premier  dans  (E), 
se  second  dans  (E'),  se  correspondent. 

Cj  II  faut  enlciiflrc  par  là  que  le  fait  de  penser  l^'lûmctit  a  de  rcnseniblc  E, 
-éveille  la  pensée  de  l'élément  déterminé  «'  de  l'ensemble  E'. 


I 


CIIAPITIIE    II.     i;>Sl.MllI.r.S    DKNoMItnAIII.ES  ()  I 

Je  (jualilicrai  iiiio  tell(^  corrcspoïKlanro,  l'Iahlic  ciilif  los  ('h'- 
menls  des  tlctix:  ensembles,  en  disaiil  (ju'cllo  csl  paifailo,  ou  que 
les  cnseinl)I(^s  se  cniresporulenl  j)arlailoiU('iil  :  au  lieu  de  dire  qu'il 
est  possible  d'élablir  eulre  deux  enseiuiilos  une  corrcs|)(>ndanre 
parfaite,  ou  dit  aussi  que  ces  dcuv  enseud)lcs  ont  nièuie  pms.stincn. 

On  ne  peut  évidemment  établir  une  correspondance  parfaite 
entre  deux  ensembles  dont  l'un  est  fmi  que  si  l'autre  est  aussi  fini 
et  comporte  le  même  nombre  d'éléments  :  c'est  la  possibilité  d'une 
pareille  correspondance  qui  pernic!  d'afliriner  (jue  deux  «  collec- 
tions d'objets  »  ont  le  même  nombre  (^naturel  . 

On  n'a  jusqu'ici  considéré  que  des  ensembles  ou  des  sr.ites  do 
nombres  représentés  par  des  points  sur  un  axe  (').  Mais  il  est  clair 
<ju'on  peut  bien  réunir  par  la  pensée  des  objets  autres  que  des  nom- 
bres ou  leur  assigner  un  ordre.  Dans  ce  chapitre  même,  il  sera,  par 
exemple,  question  d'ensembles  dont  les  éléments  sont  des  systèmes 
dénombres  (n"  73).  On  peut  raisonner  sur  des  ensembles  dont  les 
éléments  sont  des  objets  quelconques,  et,  comme  au  n"  43,  dire 
d'un  tel  ensemble  qu'il  est  déterminé  si  Von  peut  al'iirmer  d'un 
objet  quelconque  qu'il  appartient  ou  ([u'il  n'ap[)arlicnt  [)as  à  l'en- 
semblc,  que  l'ensemble  est  défini  si  l'on  définit  le  moyen  de 
reconnaître  d'un  objet  quelconque  qu'il  appartient  ou  n'appartient 
pas  à  l'ensemble  :  On  suppose  essentiellement  que  ces  objets  soient 
distincts.   De  même  on  peut  concevoir  une  infinité  d'objets  rangés 

-dans  un  ordre  déterminé  u,,  »_,.  ....  ii, ,  les  lettres  «,,  ii,,  ..-, 

désignant  non  plus  des  nombres,  mais  des  objets. 

Les  notions  de  borne,  de  Uinile,  de  point  (racciunulalion,  ne 
s'applifjuent  plus  à  ces  suites  ou  ensembles  infinis,  conçus  avec 
cette  généralité.  Ces  notions  impliquent  en  cITct  les  notions  de  plus 
grand,  de  plus  petit,  de  dillérence,  qui  jieuvent  n'avoir  aucune 
signification  ])our  les  objets  compris  dans  l'ensemble  ou  rangés 
dans  la  suite.  Plus  tard,  on  étendra  c[ue!([ues-uncs  de  ces  notions 
à  certains  ensembles  dont  les  éléments  sont  des  systèmes  de 
•deux  '^ou  de  plusieurs)  nombres.  La  [)lupart  de  ces  extensions 
pourraient  d'ailleurs,  sans  difficulté,  être  présentées  de  suite. 
Mais  la  notion  d'ensembles  ayant  même  puissance,  la  possibilité 


(')  Sauf  au  II"  58  où  il  a  ûlû  ([ueslion  iiiciJeininciil  d'une  suite    inllnie  ifin- 
iervalics. 
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ou  l'impossihililé  ilc  ranger  dans  une  suite  Icllc  que  »,,  ii.^,  ..., 
Un,  ...  les  éléments  d'un  cnseuihlc  ne  supposent  en  aucune  façon 
que  ces  éléments  soient  des  nonihres  :  aussi  en  introduisant  ces 
diverses  notions,  ai-je  eu  soin  d'emplover  le  mot  «  élément  »  et  non 
le  mot  u  nombre  », 

\oicl  quelques  exemples  de  correspondance  parfaite  entre  des 
ensend)les  infinis,  choisis  d'ailleurs  dans  le  cas  qui  nous  intéresse 
le  plus  immédiatement,  celui  oii  les  éléments  sont  des  nomlnes 
(ou  des  points). 

67.  —  Considérons  d'une  part  l'ensemhlc  (E)  des  nombres 
iiaturcls  et  l'ensemljle  (E  )  des  nombres  positifs  pairs.  A  chaque 
élément  de(E),  à  chaque  nombre  naturel,  on  peut  faire  correspondre 
son  double,  qui  figure  dans  (E')  ;  chaque  élément  de  (E')  est  le 
correspondant  de  sa  moitié,  qui  figure  dans  (E)  ;  on  voit  de  suite 
que  la  correspondance  ainsi  établie  entre  les  deux  ensembles  est 
parfaite  :  l'ensemble  des  nombres  naturels  a  la  même  puissance  que 
l'ensemble  des  nombres  pairs  positifs. 

On  peut  établir  de  même  une  correspondance  parfaite  entre  les 
nombres  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (o,  i)  et  les  nombres  qui 
appartiennent  à  l'intervalle  {//,  h),  en  supposant  a  différent  de  h  : 
il  suffira  de  faire  correspondre  au  nombre  x  du  premier  ensemble 
le  nombre  x'  =  a  -h  (h  —  n)  x  du  second.  Par  exemple,  on  peut 
établir  une  correspondance  parfaite  entre  l'ensemble  des  nombres 
qui  appartiennent  à  l'intervalle  (o,  i)  et  l'ensemble  des  nombres 
qui  appartiennent  à  l'intervalle  (o,  2)  ;  il  suffit  de  regarder  comme 
se  correspondant  un  nombre  du  premier  ensemble,  et  le  double 
de  ce  nombre,  dans  le  second  ensemble. 

Si  l'on  peut  établir  une  correspondance  parfaite  entre  les  en- 
sembles (E)  et  (E")  d'une  part,  entre  les  ensembles  (E')  et  (E") 
d'autre  part,  on  peut  établir  une  correspondance  parfaite  entre  les 
ensembles  (E),  (E')  qui,  ainsi,  ont  une  même  puissance  :  il  suffira 
de  faire  se  correspondre  dans  (E)  et  dans  (E)  deux  éléments  qui 
correspondent  à  un  même  élément  de  (E").  Par  exemple,  l'ensemble 
des  nombres  qui  aj)partiennentà  l'intervalle  (a,  h)  et  l'ensemble  des 
nombres  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (a',  h')  ont  même  puissance 
que  l'ensemble  des  nombres  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (o,  1)  ; 
les  deux  premiers  ensembles  ont  même  puissance. 


cii.vrmu;  ii.   —  knsemisi.ks  DLNoMitn.vnLCS  f).:) 

On  dit  qu'un  ensemble  (l*],)  est  contenu  dans  l'cnseniMc  (K),  ou 
que  l'enscnihlc  (!•])  conlionl  l'enscniMo  {V.,^,  si  lont  éléiucntdc  (K,) 
est  un  ('lénionl  tic  (I!  :  celle  laroii  de  [)ail(M- (]ui.  [njur  les  ensem- 
l)lcs  de  nombres  a  déjà  été  inlroduilc  au  n"  46.  n'exchit  pas  l'iden- 
tité entre  les  ensembles  (  I"]),  (I'],)  ;  l'idenlilé  a  lieu  lorsque  chacun 
des  ensembles  est  conlenu  dans  l'autre. 

On  dit  que  l'ensemble  (E,)  est  xmc  pnrlic  de  l'ensemble  (E) 
lorsque  rensend)le  (E,)  est  contenu  dans  l'ensemble  (E)  et  que 
certains  cléments  de  (E  i  n'appartiennent  pas  à  (Ej)  ;  ainsi  l'en- 
semble des  nombres  im[)airs  ou  des  nombres  pairs,  ou  des  nombres 
premiers,  est  une  [)artie  de  l'cnsendjlc  des  nond)res  entiers. 
L'ensendjle  des  nomI)res  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (o,  i)  est 
une  partie  des  nombres  qui  appartiennent  à  rintcr\alie  (o,  2).  Les 
notions  de  contenu  ou  de  contenant,  et  de  partie,  ne  supposent  pas 
que  les  éléments  des  ensembles  considérés  soient  des  nombres. 

L'ensemble  des  nombres  positifs  pairs  est  une  partie  de  l'en- 
semble des  nombres  naturels  ;  on  a  montré  [)lus  haut  f[ue  les  deux 
ensembles  ont  même  puissance  :  on  voit  donc  qu'un  ensemble 
infini  peut  avoir  la  u'.ème  [)uissancc  qu'une  de  ses  parties. 

De  même  l'ensendjle  des  nombres  qui  appartiennent  à  linter- 
lervalle  (0,2)  a  la  même  puissance  que  l'ensemble  des  nombres  qui 
appartiennent  à  l'intervalle  (0,1),  lequel  est  une  partie  du  premier 
intervalle.  Ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  pour  un  ensemble  infini  et 
le  fait  de  ne  pouvoir  avoir  même  puissance  qu'une  de  ses  parties 
est  ce  qui  caractérise  les  ensembles  finis,  les  collections,  au  sens  de 
l'arithmétique  élémentaire. 

68.  —  On  dit  ([u'un  ensemble  (E)  est  dénombrable  lorsqu'il  a  la 
même  puissance  que  l'ensendjle  des  nombres  naturels  :  dire  que 
l'ensemble  (E)  est  dénombrable,  c'est  dire  qu'on  peut  établir  une 
correspondance  parfaite  entre  les  éléments  de  (E)  et  les  nombres 
naturels  :  celle  correspondance  étant  établie,  représentons  chaque 
élément  de  (E)  par  une  même  lettre  aiTecléc  d'un  indice  égal  au 
nombre  naturel  qui  correspond  à  cet  élément,  et  rappelons-nous 
qu'à  chaque  nombre  naturel  correspond  un  élément  de  (l-^j  :  les 
cléments  de  (E)  pourront  être  représentés  par  la  suite  infinie 
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Chaque  élément  de  {]•])  occupera  un  certain  rang  dans  cette  suite 
et  le  /?"  ternie  de  cette  suite  sera  rélcmcnt  de  (E)  qui  correspond 
au  nombre  naturel  n.  Inversement  il  est  clair  que  si  les  éléments 
de  (E)  peuvent  èlre  rangés  dans  une  (elle  suite  infuiie,  Tensemble 
(E)  est  dénombrable. 

69.  —  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  sufiil  qu'on  puisse- 
assigner  aux  éléments  de  (E),  supposés  en  nombre  infini,  un  ordre 
de  succession  qui  satisfasse  aux  conditions  suivantes,  évidemment 
réalisées  pour  un  ensemble  dont  les  éléments  correspondent  à  la- 
suite  des  nombres  naturels. 

i"  La  loi  d'après  laquelle  on  décide  qu'un  élément  a  de  l'en- 
semble précède  (OU  suit)  un  autre  élément  h  n'implique  pas  con- 
tradiction :  c'est-à-dire  que  si  a  précède  b,  h  suit  a;  que  si  a  pré- 
cède b,  et  si  b  précède  c,  a  précède  nécessairement  c. 

2°  Enfin,  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  d'éléments  qui  précèdent 
un  élément  quelconque  a  de  (E)  ;  en  particulier  il  y  a  un  élément 
de  (E)  qui  n'est  précédé  d'aucun  autre,  qui  est  le  premier.  Le 
nombre  d'éléments  qui  piécèdent  a,  augmenté  d'une  unité,  est  le 
nombre  naturel  auquel  correspond  a.  Si  ces  diverses  conditions,  qui 
n'impliquent  en  aucune  façon  la  supposition  que  les  éléments  de 
(E)  soient  des  nombres,  sont  vérifiées,  l'ensemble  est  dénombrable  : 
l'ensemble  étant  infini,  la  seconde  condition  implique  qu'il  n'y  a 
pas  dans  (E)  de  dernier  élément,  d'élément  qui  ne  soit  suivi' 
d'aucun  autre. 

D'après  cela  il  est  clair  que  si  (E)  est  dénondjrable,  tout  en- 
semble (E,)  contenu  dans  (E)  est  fini  ou  dénombrable.  Si,  en  elfet,. 
l'ensemble  (E,)  est  infini,  on  pourra  regarder  un  élément  a  de  (EJ 
comme  suivant  ou  précédant  un  autre  élément  h  selon  que  a  con- 
sidéré comme  appartenant  à  (E)  suit  ou  précède  b  considéré  aussi 
comme  appartenant  à  (E)  ;  il  est  clair  que  les  conditions  i°  et 
2"  qui,  par  hypothèse,  sont  vérifiées  pour  l'ordre  adopté  dans  (E) 
le  seront  encore  dans  (E,). 

70.  —  Si  (E)  est  un  ensemble  dénombrable,  et  si  l'on  y  intro- 
duit un  nombre  fini  /)  d'éléments  qui  n'y  figuraient  pas,  le  nouvel 
ensemble  (E')  ainsi  formé  sera  dénombrable. 

Il  suffira  de  faire   correspondre  les  p  nouveaux  éléments  aux. 


ciiAi'iTui:   II.    —   i;Nsi:Miti.i  s   dknonkuamlks  ()."> 

nombres  i,  2,...,  /)  et  de  faiio  rorrospoiulrc  au  iioiiibro  n  -{-}». 
rélénionl  de  il']')  qui,  en  tant  ([iril  faisait  partie  de  l'cnscmblo  (E), 
correspondail  un  nombre  n. 

Si  (E),  (K')  sont  deux  enscnd)les  dénoml)rab!es,  l'ensemble  (E  ) 
des  éléments  distincts  qui  appartiennent  soit  à  (El,  soit  ù  (l']')  est 
aussi  dénombrable  :  je  représenterai  cet  enscndjle  [)ar  le  sym- 
bole (') 

.         (l'^j  -+-  (l'^'). 

Supposons  d'abord  que  les  ensembles  (E),  (1']')  n'aient  pas  d'élé- 
ment conmiun  :  on  pourra  l'aire  correspondre  au  nombre  2/1 
l'élément  de  l'ensemble  (1^])  -i-  (E')  (pii,  en  tant  ([u'il  aj)j)nrlonai( 
à  (E),  correspondait  au  nombre  n,  et  au  nomijrc  -.'p  —  1  l'élément 
de  l'ensemble  (E)  -\-  [¥/)  qui,  en  tant  qu'il  appartenait  à  (E'),  cor- 
respondait au  nombre  p. 

Si  (E)  et  (E)  ont  des  éléments  comnuins,  l'ensemble  des  élé- 
ments de  (E')  qui  ne  figurent  pas  dans  (E)  est  une  partie  (Eî)  de 
(E')  :  l'ensemble  (E',)  est  fini  ou  dénombrable  ;  dans  les  deux  cas 
l'ensemble  (E)  -+-  (E^)  qui  ne  dill'ère  })as  de  Icnsenible  dénom- 
brable (El  -+-  (E'),  est  lui-même  dénombrable.. 

Cette  proposition  s'étend  évidemment  à  trois,  quatre,...  en- 
sembles dénombrables  :  en  général  si  (E),  (E'),...  (E(^'~  '))  sont  des 
ensembles  dénombrables,  il  en  est  de  même  de  renscnible 

(E)-r-(E')-h...-h[EO'-^)|. 

Par  exemple,  l'ensemble  des  nombres  entiers  positifs,  nuls  ou 
négatifs  est  dénombrable  ;  au  surplus,  on  peut  ranger  cet  ensemble 
dans  la  suite 

o,     —  I,     -H   I ,     —  2,     -i-  2,     —  3,     -1-3 

et  faire  correspondre  cbaquc  terme  à  son  rang,  c'est-à-dire  le  nombre 
entier />,  s'il  est  nul  ou  positif,  au  nombre  naturel  2/>  -+-  i,  et,  s'il 
est  négatif,  au  nombre  naturel  —  nj).  Inversement  cliaque  nombre 

(1)  Celte  iiolation  s'étend  nalurellcmciil  à  un  noniljre  (luolronfiuc  d'cnspinhlcs 
(E).  (E'),  (E"),...  :  le  symijolc  (E)  +  (E')  +  (E")  +  ...  représente  l'enscmljK- 
des  élémenls  qni  entrent  soit  dans  (E),  soit  dans  (E'),  soit  dans  (E),...,  cliaciiu 
de  ces  éléments  n'étant  pris  qu'nnc  fois,  conforniénient  à  la  con\cnlion  fai'.c  de 
ne  considérer  que  des  enscni!)lcs  dont  tous  les  élémenls  soient  disliiicls. 
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natiirol  corrospoiul  à  sa  nioilu'  changée  de  signe  s'il  est  pair  et. 
s'il  csl  impair,  à  la  inoilié  du  noiuhic  entier  qui  le  précède  immé- 
diatcnicnt. 

71.  —  Cetlo  rcniarcpic  va  nous  pcrmcttic  de  mcllie  sous  une 
^ulre  forme  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  données  au 
n''  69  pour  ([u'uu  ensemble  inlini  soit  dénombrable.  Pour  cpi'un 
ensemble  (tl)  soit  dénondiral^le,  il  faut  d'abord  qu'on  puisse  imposer 
à  SCS  éléments  un  ordre  de  succession,  c'est-à-dire  que  deux  élé- 
ments d  et  /'  (V^  rcnsend)le  élant  donnés,  on  puisse  dire  lequel 
précède  (ou  suit  l'autre)  :  bien  entendu,  la  loi  de  succession  ne 
doit  pas  être  contradictoire  ;  c'est  la  condition  i°  du  n"  69.  11  faut 
€n  outre,  que  quels  que  soient  les  éléments  d,  U  de  l'ensemble,  le 
nombre  des  éléments  de  l'ensemble,  qui,  d'après  l'ordre  de  succes- 
sion imposé,  sont  entre  a  et  h,  soit  fini.  (Un  élément  qui  est  entre 
ti  et  h  est,  si  l'élément  a  précède  l'élément  h,  un  élément  qui  suit  u 
€t  qui  précède  h  ;  les  notions  du  plus  grand  ou  du  plus  petit  n'ont 
rien  à  faire  ici). 

Sous  ces  conditions,  l'ensemble  est  fini  ou  dénombrable.  Mn  efTct 
on  pourra  faire  correspondre  un  élément  a  quelconque  au  nombre 
o,  puis  ;  si  h  est  un  autre  élément  quelconque  de  l'ensemble,  on  le 
fera  correspondre  à  un  entier  positif  ou  négatif  suivant  que  b  suivra 
ou  précédera  a,  entier  dont  la  valeur  absolue  sera  le  nombre  d'élé- 
ments de  l'ensemble  qui  sont  entre  a  et  h.  augmenté  d'une  unité. 
On  aura  fait  ainsi  se  correspondre  d'une  façon  parfaite  l'en- 
semble considéré  d'une  part,  et  l'ensemble  des  nombres  entiers  ou 
une  partie  de  cet  ensemble.  Ecartons  le  cas  où  l'ensemble  (E)  se- 
rait fini.  Alors,  ou  bien  l'élément  a  auquel  on  fait  correspondre  le 
nombre  o  sera  précédé  d'un  nombre  fini  d'éléments  et  suivi  d'une 
infinité,  ou  bien  précédé  d'une  infinité  et  suivi  d'un  nombre  fini 
d'éléments,  ou  bien  précédé  et  suivi  d'une  infinilé  d'éléments,  en 
sorte  que,  si  l'on  désigne  chaque  élément  de  l'ensemble  par  la 
lettre  u  affectée  d'un  indice  positif,  nul,  ou  négatif,  les  éléments 
de  l'ensemble  pourront  cire  rangés  dans  une  suite  appartenant  à 
l'un  des  trois  types  suivants 

(I)  «_,„     «_;,^-,,     ....        "_i,      «,,     «,,     u, ; 

(II)  ....,  «_,.  "_,,  »o'  "i'  «2  '•••>  «i^; 
{iii)  ....,       «—2'     "— 1'     f'o'    "i'    "i'    •••  ; 
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la  siiifc  (I)  a  un  premier  terme  (u—,,),  cl  n'a  pas  de  dernier  terme  ; 
la  suite  (II)  n'a  pas  de  premier  terme  et  a  un  dernier  terme  («,,)  ; 
la  suite  (ÏII)  n'a  ni  premier,  ni  dernier  terme.  Dans  tous  les  cas 
l'ensemble  (El  est  dénombrablc,  puisqu'il  correspond  parfaitement 
soit  à  l'ensemble  des  nombres  entiers,  soit  à  une  partie  de  cet 
ensemble. 

72.  —  Un  ensemble  infini  de  nombres  (ou  de  points)  qui  n'a 
pas  de  point  d'accumulation  est  drnombrable. 

II  suffit,  pour  le  voir,  de  regarder  l'éh'menl  '/  comme  précédant 
l'clémcnt  h  s'il  est  plus  petit  ;  il  n'y  a  qu'un  nombre  (ini  d'éléments 
entre  (t  et  b,  puis  qu'il  n'y  a  pas  de  point  d'accumulation  entre 
a  et  h. 

Un  ensemble  infini  de  nombres  ou  de  points  qui  n'a  pas  d'autres 
points  d'accumulation  que  ses  bornes  est  dénombrable. 

On  peut  supposer  c[ue  l'ensemble  (E)  ait  une  borne  inférieure, 
ou  une  borne  supérieure,  ou  encore  qu'il  soit  borné  en  baut  et  en 
bas.  Si  l'une  ou  l'autre  borne  font  partie  de  (E),  commençons  par 
les  en  ôter  et  soit  (Ej)  l'ensemble  ainsi  modifié,  dont  les  bornes  ne 
font  plus  partie.  On  regardera  encore  l'élément  n  comme  précédant 
l'élément  h  s'il  est  plus  pelil  ;  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  d'éléments 
entre  a  et  />,  donc  (E/j  est  dénond)rable  ;  il  en  sera  de  même  de 
l'ensemble  (E)  obtenu  en  introduisant  dans  (E,)  un  ou  deux  nom- 
bres (les  bornes)  qui  n'y  figuraient  pas. 

Un  ensemble  infini  de  nombres  ou  de  points  qui  n'a  qu'un 
nombre  fini  de  points  d'accumulation  est  dénombrable. 

Soienta^,  a,,...,a^,  les  points  d'accumulation  de  l'ensemble  con- 
sidéré (E)  :  supposons  a,  <  (Zo,  ...,  <a^,  et  soit  (E,)  l'ensemble  des 
nombres  de  (E)  qui  sont  plus  petits  que  a,,  (E.)  l'ensemble  des 
nombres  de  (E)  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (a,,  a^),  •••,  (E,,) 
l'ensemble  des  nombres  de  (E)  (pii  appartiennent  à  riiitervallc 
(a,,_,.  7.,),  (E^, a.  1)  l'ensemble  des  nombres  de  (E)  qui  sont  plus 
grands  que  a,, ;  chacun  des  ensembles  (E,),  (E.),  ...,  (E,, 4-i~). 
d'après  ce  qui  précède,  est  fini  ou  dénombrable  ;  l'ensemble  (E) 
formé  des  éléments  distincts  qui  appartiennent  à  l'un  ou  à  l'autre 
est  dénombrable. 

73.   —  Il  va,  d'après  cela,   une   véritable  identité  entre   une 

TANNr.iiT  I.    —   Inlroiluclion  à  la  théorie  ili'S  fonctions  7 


g8  INTRODUCTION    A    L\    THlÔOmF.    DES    FONCTIONS 

suite  infinie  Je  nombres  tous  distincts 

(u)  ",.     «.. "» 

qui  admet  une  limite,  et  un  ensemble  borné  (U)  n'ayant  qu'un 
point  d'accumulation.  Les  termes  de  la  suite  (u)  forment  un  tel  en- 
semble, qui  a  pour  point  d  accumulation  la  limite  de  la  suite. 
Inversement  les  éléments  d'un  ensemble  borné  n'ayant  qu'un  point 
d'accumulation  peuvent  être  rangés  dans  une  suite  telle  que  [u), 
laquelle  aura  nécessairement  le  point  d'accumulation  pour  limite. 
On  voit  ainsi  clairement  que  la  limite  d'une  telle  suite  ne  dépend 
pas  de  l'ordre  de  ses  termes,  mais  seulement  de  leurs  valeurs.  On 
voit  aussi  qu'on  peut  sans  altérer  la  limite  de  la  suite  (u),  à  sup- 
poser qu'elle  en  ait  une,  supprimer  im  nombre  fini  ou  infini  de 
termes,  pourvu  qu'il  en  reste  une  infinité.  Leur  ensemble,  tou- 
jours dénombrable,  aura  en  elTet  un  point  d'accumulation,  qui  ne 
pourra  être  distinct  du  point  d'accumulation  de  l'ensemble  (U) 
des  termes  de  la  suite  (u),  dans  lequel  il  est  contenu  (n"  51). 

Cette  identité  entre  la  suite  et  l'ensemble  de  ses  termes  n'est  plus 
aussi  complète  quand  tous  les  termes  de  la  suite  ne  sont  pas  dis- 
tincts. Puisqu'on  s'est  interdit  (n°  43),  de  parler  d'ensembles 
dont  tous  les  éléments  ne  sont  pas  distincts  (')  c'est  de  l'ensemble 
(U)  des  termes  distincts  de  la  suite 

(u)  «1,      «2-      •••.      "«'      ••• 

qu'il  peut  alors  être  question  et  le  lecteur  n'a  pas  manqué  de  re- 
marquer que  c'est  toujours  sur  des  ensembles  ainsi  constitués 
qu'ont  porté  les  raisonnements  antérieurs  ;  c'est  pour  pouvoir 
donner  un  énoncé  unique  qu'on  a  introduit  l'expression  «  point 
d'accumulation  de  la  suite  »  dans  un  sens  qui  peut  êlre  différent 
de  l'expression  «  point  d'accumulation  de  l'ensemble  ».  Le  fait  que 
l'on  peut,  d'une  suite  infinie  qui  a  une  limite  A,  supprimer  une 
infinité  de  termes  sans  altérer  la  limite  pourvu  qu'il  en  reste  une 
infinité  est  général,  ainsi  qu'il  résulte  immédiatement  de  la  défini- 
tion même  du  mot  limite;  mais  la  proposition,  qui  concerne  la  pos- 
sibilité de  changer  l'ordre  des  termes  d'une  suite  sans  en  changer 

(')  On  verra  au  n''  102  comment  on  peut,  dans  une  certaine  mesure,  s'affran- 
chir de  cette  restriction. 
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la  limite,  i)r('scnf(!  quelque  obscurité  quand  celle  suite  c()m[)orlc 
une  infinité  d'élénionls  égaux  et,  comme  c'est  un  [)oint  qui  re- 
viendra plus  tard,  il  est  bon  de  l'éclaircir  immédiatement. 

74.  —  Que  faut-il  entendre  quand  on  dit  que  les  deux  suites 

(")  «,.     «0 Il, , 

(u)  l-i,      v^,      ....     v,„      ... 

sont  identiques  sauf  l'ordre  des  termes,  ou  encore  que  la  seconde 
suite  n'est  autre  que  la  première,  dans  laquelle  on  a  changé  l'ordre 
des  termes  ? 

La  réponse  est  immédiate  si  la  suite  («)  n'a  que  des  termes  dis- 
tincts; on  entend  qu'il  en  est  de  même  dans  la  suite  (i'),  et  que 
tout  terme  qui  figure  dans  une  suite  figure  aussi  dans  l'autre.  Elle 
serait  aussi  facile  si  la  suite  (u),  tout  en  comportant  des  termes 
égaux,  n'en  comportait  jamais  qu'un  nombre  fini.  Chaque  terme 
devrait  figurer  le  même  nombre  de  fois  dans  les  deux  suites. 

D'une  façon  générale,  soit 

(?)  ?(^)'    ?(2)'    •••'    ?('0'    — » 

une  suite  identique,  sauf  l'ordre  des  termes,  à  la  suite  des  nombres 
naturels,  c'est-à-dire,  comme  on  vient  de  l'expliquer,  que  ses 
termes,  tous  différents,  sont  des  nombres  naturels  et  que  chaque 
nombre  naturel  y  trouve  sa  place,  soit  'b  (p)  le  rang  qu'occupe  dans 
cette  suite  le  nombre  naturel  p,  en  sorte  que  l'une  quelconque  des 


égalités 


"  =  'M/0'    p  =  ?('0' 


oîi  n  et  /)  sont  des  nombres  naturels,  entraîne  l'autre. 
Ceci  posé,  on  dira  que  les  deux  suites 


u^,  «2'  ••••  ""' 

«9(1)'  «9 'a)'  •••'  «9 


OÙ  il  est  bien  entendu  que  w^in)  a  le  même  sens  que  u,,  si  o{n)  est 
égal  à  /),  sont  identiques,  sauf  l'ordre  des  termes,  ou  encore  que  la 
seconde  n'est  autre  chose  que  la  première  dans  laquelle  on  a  changé 
cet  ordre;  le  terme  qui,  dans  la  première,  occupe  le  rang/)  ^^  o{n) 
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occupe  le  ratifr  n  ='i)(p)  dans  la  seconde;   dire  que  la  suite  (u) 
csl    identique  à  la    suite  [a),   sauf    l'ordre  des  termes,  c'est  dire  ' 
qu'il  existe  une  suite  (o)  telle  que  l'on  ait  r„  =  "^pK»  pour  toutes 
les  valeurs  du  nombre  naturel  n. 

Il  convient  de  remarquer,  sur  la  suite  ('j),  que  l'on  a  nécessai- 
rement 

lim.  cp(«)  =  ~j-  ce  ; 

n  =00 

soit  en  effet p  un  nombre  naturel  quelconque,  ce  nombre  occupe 
le  rang  '-];(/))  dans  la  suite  (ç)  ;  soit  q  le  plus  grand  des  nombres 
di(i),  à {2),  ...,  '\>{p),  ou,  si  l'on  veut,  le  rang  le  plus  élevé  que 
puissent  avoir  dans  la  suite  (ç)  les  nombres  i,  2,  ...,  p;  les  termes 
de  la  suite  (ç;)  qui  ont  un  rang  supérieur  à  rj  seront  sûrement  plus 
grands  queyj;  ainsi  à  chaque  nombre  naturel  p  on  peut  faire  cor- 
respondre un  nombre  naturel  q  tel  que  l'inégalité  m  ^  q  entraîne 
o{m)  >>  />;  il  en  résulte  qu'on  a  bien  lim.  c;{/i)  =  -+-  00  .  Cette 

n^  ce 

remarque  suffirait  à  prouver,  indépendamment  de  ce  qui  a  été  dit 
dans  le  numéro  précédent  que,  si  la  suite  [u)  a  une  limite  A,  il  en 
est  de  même  de  la  suite  dont  le  n"  terme  est  «^(n).  Grossièrement, 
on  peut  dire  que  les  termes  qui  sont  très  loin  dans  une  suite,  sont 
aussi  très  loin  dans  l'autre.  Si  les  premiers  diffèrent  très  peu  d'un 
nombre  A  (leur  limite),  il  en  est  de  même  des  seconds. 

75.  —  L'ensemble  (E)  dont  les  éléments  sont  les  différents  sys- 
tèmes (a,  ,j,  ...,  /)  que  l'on  peut  former  en  prenant  pour  a, 
•'5,  ...,  ).  des  nombres  entiers  positifs,  nuls  ou  négatifs  est  dénom- 
brable. 

Il  convient  d'expliquer  d'abord  le  sens  de  ce  théorème. 

1°  Si  l'on  considère  p  nombres  entiers,  (positifs,  nuls,  ou  né- 
gatifs) et  qu'on  les  range  dans  un  ordre  déterminé,  on  obtient  un 
élément  de  (E). 

2"  Tout  élément  de  (E)  est  un  pareil  système  de  p  nombres 
entiers, 

30  Deux  systèmes  (a,  j3, ,  ).),  (a',  -îi' ,  À')  de  p  nombres 

entiers  sont  regardés  comme  identiques  si  l'on  aa=:a',  j6  =  jS',..., 
).  =  ).'  et  seulement  dans  ce  cas.  On  suppose  qu'il  n'y  ait  pas 
dans  (E)  deux  éléments  identiques. 
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Je  vais  prouver  que  l'on  peut  assigner  aux  ék'nionls  (a,  -s,  ....  À) 
de  (E)  un  ordre  qui  satisfasse  aux  conditions  du  n"  69.  On  con- 
viendra par  exemple  de  ranger  rélément  (a,  I^j,  ...,  /)  avant  l'élé- 
mcnt  (a',  fj,  ...,  '/!)  si  la  somme  des  valeurs  absolues  des  entiers 
a,  (S,  ...,  À  est  inférieure  à  la  somme  des  valeurs  absolues  des  en- 
tiers a',  j3',  ...,  ).'  et  lorsque  les  deux  sommes  sont  égales,  si  l'on  a 
a  <  a',  ou  dans  le  cas  où  a  =  a',  si  l'on  a  |'3  <  p,  ou  dans  le  cas 
où  l'on  a  à  la  fois  a  =  a',  p  =  fl>',  si  l'on  a  y  <  7'  etc..  Avant 
un  élément  (a,  fj,  ...,  ).)  il  n'y  a  qu'un  nombre  fmi  d'éléments, 
puisqu'il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  systèmes  de  p  nombres  en- 
tiers, positifs  nuls  ou  négatifs,  tels  que  la  somme  de  leurs  valeurs 
absolues  soit  inférieure  ou  égale  à  |  a  |  -h  ||3  |  -t-  ...  -i-  |  / 1.  Dans 
cet  ordre,  fixé  d'ailleurs  1res  arbitrairement,  le  premier  élément  est 
le  système  (0,0,  ...,  o),  le  second  (0,0,  ...,  —  1),  le  troisième 
(0,0,  ...,  i),  etc — 

Toute  partie  de  l'ensemble  (E)  est  finie  ou  dénombrable  :  par 
conséquent,  tout  ensemble  infini  dont  les  éléments  seraient  cer- 
tains des  systèmes  de  p  nombres  entiers  (a,  fj,  ...,  ).)  est  certaine- 
ment dénombrable  ;  par  exemple  on  constituerait  un  système 
dénombrable  avec  les  éléments  (a,  [j,  ...,  /.)  où  tous  les  entiers 
a,  5,  ...,  /  seraient  positifs. 

Celte  proposition,  dont  on  va  tirer  des  conséquences  assez  singu- 
lières, va  permettre  d'abord  d'expliquer  la  signification  de  quelques 
expressions  usuelles. 

76.  —  Supposons  que  le  symbole  à  p  indices 

ait  une  signification  numérique  déterminée,  soit  pour  chaque  sys- 
tème de  p  nombres  entiers  (a,  fj,  ...,  X),  c'est-à-dire  pour  chaque 
élément  de  lensenihlc  (E),  soit  pour  certains  seulement  des  sys- 
tèmes de  p  nombres  entiers  (a,  ,j ).),  c'est-à-dire  pour  chaque 

élément  d'une  partie  déterminée  (E')  de  l'ensemble  (E),  yar 
exemple,  pour  les  systèmes  de />  nombres  entiers  positifs.  On  en- 
tend par  là  qu'à  chaque  système  (a,  jS,  ...,  /)  non  exclu  corres- 
pond un  nombre  déterminé  que  l'on  désigne  par  y^  r^...,x  '•  le 
système  de  ces  symboles,  ou  de  leurs  valeurs,  constitue  ce  que  l'on 
appelle  un  tableau  à  entrée/)"'''^. 
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Celte  façon  de  parler  s'explique  très  bien  clans  les  cas  où  p  =i=  2, 
p  =  3. 

Plaçons-nous  clans  le  cas  où  />  =  2  :  le  système  des  symboles 
l'gj  3  constitue  une  table  à  double  entrée.  Supposons,  par  exemple 
que  l'on  se  borne  à  considérer  l'ensemble  (E')  des  systèmes  (a,  ^) 
de  deux  nombres  naturels.  On  peut  imaginer  une  table  analogue  à 
la  table  de  mulliplication,  mais  avec  une  extension  indéfinie  à  droite 
et  en  baul.  Cliaque  case  de  cette  table  apj)artient  à  une  rangée  ho- 
rizontale et  à  une  rangée  \erticale;  les  rangées  horizontales  peu- 
vent être  numérotées  en  allant  de  bas  en  haut  ;  les  rangées  verticales 
en  allant  de  gauche  à  droite  :  chaque  case  sera  ainsi  numérotée  au 
moyen  de  deux  nombres  indiquant,  le  premier,  à  quelle  rangée 
horizontale,  le  second,  à  quelle  rangée  verticale  appartient  cette 
case.  Au  lieu  de  placer  dans  chaque  case,  comme  dans  la  figure 
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de  gauche,  les  deux  indices  a,  |'3  qui  la  spécifient,  on  aurait  pu 
placer  le  nombre  v^  3  ;  tous  ces  nombres  auraient  ainsi  été  rangés 
dans  un  tableau  à  double  entrée.  Dans  la  figure  de  droite  les  cases 
ont  été  numérotées,  en  quelque  sorte,  parallèlement  aux  diago- 
nales, chacune  d'elles  se  trouve  ainsi  désignée  par  un  seul  numéro  : 
que  le  lecteur  veuille  bien  se  représenter  les  deux  figures  comme 
étant  superposées  ;  il  imaginera  de  suite  la  correspondance  qui 
s'établit  entre  chaque  couple  de  nombres  naturels  (a,  ^j)  et  le 
nombre  naturel  n  qui,  dans  le  second  mode  de  numérotage  dé- 
signe la  case  qui,  dans  le  premier  système,  est  désignée  par  les  deux 
nombres  a,  ^j.  La  correspondance  parfaite  C£ue  l'on  peut  ainsi 
établir  entre  les  systèmes  de  deux  nombres  naturels  (a,  |3j  et  l'en- 
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semble  des  nombres  naturels  est  rendue  \isible  (').  Si  mainte- 
nant on  dcsij^Mie  par  u„  le  même  noml)ro  que  i'^  o.  lorsque  n  cor- 
pond  à  (a,  fj).  on  voit  comment  un  tableau  à  double  entrée  formé 
par  les  nombres  v^  ^  peut  être  transformé  en  une  suite  linéaire 
»j,  «j,  ...,  n„.  ...,   ou  réciproquement. 

On  pourrait  aussi  bien  réaliser  d'une  façon  concrète  la  corres- 
pondance entre  l'ensemble  des  systèmes  de  deux  nombres  entiers 
positifs,  nuls  ou  négatifs  et  l'ensemble  des  nombres  naturels.  La 
figure  de  la  page  précédente,  dont  il  me  suffira  de  dire  que,  à 
gaucbe,  les  cases  ont  été  numérotées  en  tournant,  éclaircit  un  des 
modes  de  correspondance  que  l'on  peut  imaginer. 

D'ailleurs  rien  n'empêcbe,  tout  en  conservant  les  mêmes  images, 
d'exclure  certains  des  systèmes  (a,  jS)  ;  les  cases  correspondantes 
devraient  rester  vides.  Par  exemple,  dans  le  premier  mode  de  re- 
présentalion,  qui  se  rapportait  au  cas  oîi  a,  ^j  étaient  des  nombres 
naturels,  on  peut  supposer  que  le  nombre  a  ne  prenne  que  les 
valeurs  i,  2,  ..•,/>;  le  tableau  se  composera  alors  de  p  rangées 
horizontales  et  d'une  infinité  de  rangées  verticales  limitées. 

Quelque  soit  le  mode  de  correspondance  que  l'on  imagine,  entre 
l'ensendjle  des  systèmes  (a.  ^v)  de  nombres  entiers  et  l'ensemble 
des  nombres  naturels  /?,  il  est  aisé  de  voir  que  si  l'un  des  nombres 
a,  |3  augmente  indéfiniment  en  valeur  absolue,  n  augmente  aussi 
indéfiniment  ;  réciproquement  si  n  augmente  indéfiniment,  l'un 
au  moins  des  nombres  a,  ^j  augmente  indéfiniment  en  valeur  ab- 
solue. En  d'autres  termes,  et  d'une  façon  grossière,  si  on  suppose 
les  nombres  c^  o  rangés  d'une  part  dans  un  tableau  à  double  entrée 
et  d'autre  part  dans  une  suite  linéaire  w,,  u.,,  ...,  u„,  ...,  les  élé- 
ments qui  seront  à  l'infini  dans  le  tableau  sont  les  mêmes  que  ceux 
qui  sont  à  l'infini  dans  la  suite.  C'est  une  généralisation  de  la  pro- 
position établie  au  n°  74,  généralisation  sur  laquelle  je  crois  inutile 
d'insister.  Je  me  bornerai  à  remarquer  encore  que  si  la  suite 
li,,  1I2,  ...,  ii,„  ...  a  une  limite  A,  les  nombres  v^  o  seront  très 
voisins  de  A,  lorsque  l'un  des  nombres  a,  lî>  sera  très  grand  en 

(')  Le  lecteur  pourra  s'amuser  à  démontrer  que  le  couple  de  nombres  natu- 
rels (a,  ^)  et  le  nombre  naturel  n  se  correspondent  si  l'on  a 

(a  +  p;2  _  3p  —  a  +  2  =  an. 
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valeur  ahsoliio.  Le  lecleur  n'aura  aucune  peine  ù  énoncer  celle 
proposition  sous  une  forme  précise. 

Yoiri  niaintenanl  quelrpies  conséquences  du  théorème  fonda- 
mental du  n"  75. 

77.  —  L'enscml)le  des  systèmes  {y..  ■>),  où  a  désigne  un  nombre 
entier  positif,  nul  ou  né^^^tifet  où  ^j  désij^'ne  \\n  nombre  naturel 
premier  à  a,  étant  une  partie  du  système  de  deux  nombres  entiers 
quelconques,  est  dénombrable,  comme  ce  dernier  système.  Si  l'on 

remplace  alors  le  symbole  (a,  fj)  par  le  symbole  r ,  on  a  le  théo- 

rème  suivant  :  l'ensemble  (11)  des  nombres  rationnels  est  dénom- 
brable. 

Cet  ensemble  (R)  est  d'une  nature  très  dilTérente  de  ceux  des 
ensembles  dénombrables  (de  points  ou  de  nombres)  que  l'on  a 
considérés  aux  n"'  55.  72.  73  :  en  elTet  tout  nombre,  ou  tout 
point  est  un  point  d'accumulation  de  l'ensemble  (R)  puisqu'il  y  a 
des  nombres  rationnels  qui  approchent  autant  qu'on  le  veut  de 
n'importe  quel  nombre,  rationnel  ou  non. 

Il  en  est  de  même  de  l'ensemble  des  nombres  ou  des  points 
ax  -+-  ^v  que  l'on  a  considéré  au  n°  30  ;  je  rappelle  que  a  et  6  sont 
des  nombres  dont  le  rapport  est  irrationnel  et  que  les  éléments  de 
l'ensemble  considéré  s'obtenaient  en  remplaçant  x,  y  par  tous  les 
systèmes  de  nombres  entiers  positifs,  nuls,  ou  négatifs.  Les  expli- 
cations données  au  n"  31  montrent  que  tout  point  de  l'axe  peut 
être  regardé  comme  un  point  d'accumulation  de  cet  ensemble  qui, 
lui  aussi,  est  dénombrable,  puisqu'il  est  manifestement  en  corres- 
pondance [)arfaite  avec  l'ensemble  des  systèmes  de  deux  nombres 
entiers,  positifs  ou  négatifs. 

78.  —  Voici  maintenant  une  extension  du  théorème  du  n"  70. 
Considérons  ime  suite  infinie  d'ensembles  déterminés 

(E,),         (E,).         ....        (E„).         ..., 

tous  finis  ou  dénombrables  :  l'ensemble  (E)  des  éléments  distincts 
qui  appartiennent  soit  à  l'un,  soit  à  l'autre,  des  ensembles  (E,), 
(Ej),  ...  est  fini  ou  dénombrable. 
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Supposons  d'aboi  cl  que  deux  ensembles  pris  dans  la  suite  n'aient 
jamais  d'élément  commun. 

Chaque  ensemble  {V„)  élant  dénombrable  (ou  fini),  on  peut  faire 
correspondre  chacun  de  ses  éléments  à  un  nombre  naturel  ;  conve- 
nons, afin  de  garder  la  trace  de  l'indice  /!,  de  faire  correspon- 
dre au  syslèmc  des  deux  nombres  naturels  {n,  p)  celui  des  éléments 
<le  (E„)  qui  correspond  au  nombre  />.  Dans  le  cas  où  l'ensemble 
(E„)  serait  fini,  le  nombre/)  ne  pourrait  prendre  qu'un  nombre 
fini  de  valeurs.  Dans  tous  les  cats,  il  est  clair  que  l'ensemble  (E) 
correspond  parfaitement  à  l'ensemble  (dénombrable)  des  systèmes 
de  deux  nombres  naturels  {n,  p),  d^^Ll  l'on  aurait  exclu  les  élé- 
ments pour  lesquels  p  dépasserait  le  nombre  des  éléments  de  (E,,), 
si  ce  dernier  enseudjle  était  fini.  Or  tout  ensemble  qui  fait  partie 
d'un  ensemble  dénombrable  est  dénombrable. 

S'il  y  avait  des  éléments  communs  aux  ensembles  (E„),  on 
pourrait  raisonner  de  la  même  façon,  quitte  à  ne  garder  jamais 
que  l'un  des  systèmes  (n,  p)  qui  correspondent  à  des  éléments  qui 
se  trouvent  dans  plusieurs  ensembles. 

Le  théorème  qu'on  vient  de  démontrer  peut  s'énoncer  sous  la 
forme  suivante  :  Considérons  un  ensemble  fini  ou  dénombrable  (g) 
dont  les  éléments  soient  eux-mêmes  des  ensembles  finis  ou  dénom- 
brables  (E)  et  l'ensemble  (8')  dont  tous  les  éléments  sont  les  élé- 
ments distincts  qui  appartiennent  à  quelqu'un  des  ensembles  (E) 
l'ensemble  (8')  est  dénombrable.  En  effet,  dire  que  l'ensemble  (8) 
est  dénombrable,  c'est  dire  que  les  ensembles  (Ë)  peuvent  être 
rangés  dans  une  suite  telle  que  celle  qu'on  vient  de  considérer  ;  on 
est  ramené  au  cas  précédent. 

Il  serait  aisé  de  déduire  de  ce  théorème  les  suivants  : 
Considérons  l'ensemble  (E„)  des  nombres  qui  vérifient  l'équation 

a^,x"  -h  o,j-"  -  '  -t-  ...  -h  «„  _  1  .'•  +  a„  =  o 

ou  a^  est  un  nombre  naturel  et  a,,  a,^.  ...,  n„  des  entiers  positifs,  nuls 
ou  négatifs  :  cet  ensemble  est  dénombrable  ;  l'ensemble  des  nombres 
distincts  qui  appartiennent  à  quelqu'un  des  ensembles  (Ej),  (E,), . . . , 
(E„)  c'est-à-dire  des   nombres  (*)  qui  vérifient  une  équation  algé- 

(')  Il  n'est  question  ici  que  des  nombres  rcrls,  puisque  les  nomlDres  imagi- 
naires ne  sont  pas  encore  définis  :  toutefois  le  théorème  subsiste  sans  cette 
restriction. 
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brique  cnliôre  à  coefficients  entiers,  ou  comme  on  tlil  encore,  des 
nombres  al(jéhriijues,  est  dénombrable. 

79.  —  L'ensemble  des  nombres  qui  appartiennent  à  un  inter- 
valle {a,  l>)  n'est  pas  dénombrable. 

Il  suffira  (n"  67)  de  raisonner  sur  l'ensemble  des  nombres  qui 
appartiennent  à  l'intervalle  (o,  i)  ;  et  même  sur  l'ensemble  (E)  des 
nombres,  autres  que  i,  qui  appartiennent  à  cet  intervalle.  Si  en 
effet  l'c^nsemblc  (E)  était  dénombrable.  il  en  serait  de  même  de 
l'ensemble  des  nombres  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (o,  i). 

Cliacim  des  nombres  de  (E)  est  déterminé  par  sa  reprcsenlation 
décimale, 

la  partie  entière  est  o,  et  la  mantisse  est  formée  au  moyen  des 
cliillVes  o,  I,  2,  ...,  9  avec  cette  seule  condition  que  tous  les 
cbiiïres  qui  suivent  un  ibilTre  donné  ne  soient  pas  des  9  (n"  18). 

Admettons  que  l'ensemble  (E)  soit  dénombrable,  c'est-à-dire 
qu'on  puisse  faire  correspondre  cbacun  de  ses  éléments  à  l'un  des 
nombres  naturels  i,  2,  3,  ...  :  Soit  a,,,^  le  if  chiffre  de  la  mantisse 
de  celui  de  ces  éléments  qui  correspond  au  nombre  naturel  p. 

Le  n''  chiffre  de  l'élément  qui  correspond  au  nombre  naturel  n 
devra  donc  être  a„_„  ;  si  la  correspondance  entre  les  éléments  de(E) 
et  l'ensemble  des  nombres  naturels  est  réalisée,  le  chiffre  a„,,j  est, 
par  cela  même,  déterminé  dès  que  l'on  se  donne  n,  en  d'autres 
termes  la  suite  ai^i,  a.,^.,^  ...,  a„^„,...  est  déterminée.  Or,  un  nom- 
bre dont  la  partie  entière  serait  o,  et  dans  lequel  le  premier  chifl're 
décimal  serait  autre  que  ai, j,  le  second  autre  que  a.,,.,,  ...,  le  n" 
autre  que  a,,,,,,...  appartiendrait  à  l'ensemble  (E)  et  ne  pourrait 
correspondre  à  aucun  nombre  naturel  n,  puisque  son  n"  chiffre 
n'est  pas  a„.„.  La  contradiction  est  manifeste. 

A  fortiori,  l'ensemble  des  nond^res  réels,  dont  l'intervalle  (o,  i) 
est  une  partie,  n'est  pas  dénombrable.  Il  y  a  donc  (n"  78),  deS 
nombres  qui  ne  sont  pas  algébriques  ;  ces  nombres  sont  dits  trans- 
cendants. 

On  dit  lie  tout  ensemble  qui  a  la  même  puissance  que  l'ensemble 
des  nombres  qui  appartiennent  à  l'intervalle  ("o,  1)  qu'il  a  la  puis- 
sance du  continu. 
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80.  —  In  ensemble  infini  de  nombres  ou  de  points  auquel  n'ap- 
partient aucun  de  ses  points  d'accumulation  est  dénombrable. 

Supposons  d'abord  que  l'ensemble  considéré  (E)  soit  borné  en 
bas  et  en  baut,  et  soient  m,  M  ses  bornes  inférieure  et  supérieure. 

Puisqu'aucun  point  de  (E)  n'est  point  d'accumulation,  on  peut 
faire  correspondre  à  chaque  point  a  de  cet  ensemble  un  nombre  a, 
que  j'appellerai  le  rayon  trisolcment  de  ce  point,  tel  qu'il  n'y 
ait  aucun  point  de  (E),  autre  que  a,  qui  appartienne  à  l'intervalle 
(a  —  a,  a  -f-  a)  (').  J'imagine  qu'on  ait  établi  une  telle  correspon- 
dance. Il  est  clair  que  la  distance  mutuelle  de  deux  points  de  l'en- 
semble déj)assc  le  plus  grand  des  deux  rayons  d'isolement  qui  leur 
correspondent.  Considérons  maintenant  les  points  de  (E)  pour 
lesquels  le  rayon  d'isolement  dépasse  un  nombre  positif  donné  o  ; 
leurs  distances  mutuelles  dépassent  p  :  leur  nombre  est  donc  fini, 
puisque,  si    l'on   divise   l'intervalle  (m,  M)  en  intervalles    partiels 

(m,  a,),     (a,,  o,),     ...,     («„,  M) 

tels  que  l'écart  de  chacun  d'eux  soit  moindre  que  o,  il  ne  pourra 
y  avoir,  dans  chacun  de  ces  intervalles,  qu'un  seul  des  points 
considérés. 

Ceci  posé,  considérons  une  suite  de  nombres  positifs  décroissants 

Pi»         Po'         •••>         ?ll>         •••) 

tels   que  l'on   ait  lim.  ^,i  =  o  ;  on   pourra,  si  l'on  veut,  prendre 

n  r=0O 

I 

p„  =  ~  ' 
I  n 

On  peut  affirmer  d'un  rayon  d'isolement  quelconque  qu'il  est 
supérieur  à  i^,,  ou  bien  qu'il  appartient  à  l'un  des  intervalles 
(o^,  fj^),  (O3,  oj,  ...  Soit  (Ej)  l'ensemble  des  points  de  (E)  pour 
lesquels  le  rayon  d'isolement  est  supérieur  à  o^  ;  (E^)  l'ensemble 
des  points  de  (E)  pour  lesquel  le  rayon  d'isolement  est  égal 
ou  inférieur  à  o^,  mais  supérieur  à  0.^  ;  (E3)  l'ensemble  des  points 
de  (E)  pour  lesquels  le  rayon  d'isolement  est  égal  ou  inférieur  à  p.,, 

(')  Le  choix  de  ce  nombre  a,  correspondant  à  a,  est  arbitraire  pourvu  que 
a  soit  moindre  que  la  distance  de  a  à  n'importe  quel  point  de  (E^  et  à  n'importe 
quel  point  d'accumulation  de  (E). 
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mais  pupc'riour  à  o.,,  de D'après  ce  qu'on  vient  do  dire,  chacun 

des  ensembles  (p],),  (E,,),  (E,),  ...  ne  contient  qu'un  nombre  (ini 
de  points  ('),  et  reiisomblc  (K^  peut  être  regarde  comme  fdrmépar 
la  réunion  de  Ions  les  ensembles  (E,),  (E_,),  (E.,),  ,..;  il  est  donc 
dénonibrablc  (n"  75). 

Supposons  maintenant  que  l'ensemble  (E)  ne  soit  pas  borné;  il 
peut  être  constitue  par  la  réunion  des  ensembles  formés  respective- 
ment par  les  points  de  (E)  qui  appartiennent  aux  intervalles  bornés 
par  deux  nombres  entiers  consécutifs.  Chacun  des  ensembles 
partiels  est  encore  tel  qu'aucun  de  ses  points  ne  soit  un  point 
d'accumulation  ;  il  est  borné  el  par  conséquenl  fini  ou  dénombrable. 
11  en  est  de  même  de  l'ensemble  (E)  formé  par  la  réunion  de  tous 
les  ensembles  partiels,  puisque  l'ensemble  des  intervalles  considérés 
est  dénombrable. 

81-  —  Soit  (E)  un  ensemble  infini  quelconque  et  (A)  un  en- 
semble fini  ou  dénombrable,  l'ensemble  (E)  -h  (A)  des  éléments 
distincts  qui  appartiennent  soit  à  l'ensemble  (E),  soit  à  l'en- 
semble (A)  a  la  même  puissance  que  l'ensemble  (E). 

Je  supposerai  d'abord  que  les  ensembles  (E)  et  (A)  n  ont  pas 
d'élément  commun.  Jusqu'à  ce  qu'on  lève  celte  restriction,  il  en  sera 
de  même  des  ensembles  dont  on  aura,  dans  le  cours  de  la  démons- 
tration, à  faire  la  somme  symbolique  (n"  70),  c'est-à-dire  dont  on 
réunira  les  éléments  dans  un  même  ensemble. 

La  proposition  énoncée  a  déjà  été  établie  quand  l'ensemble  (E) 
est  dénombrable,  puisque,  alors,  l'ensemble  (E) -+- (A)  est  aussi 
dénombrable  (n"  70)  :  je  suppose,  dans  ce  qui  suit,  que  l'ensemble 
(E)  ne  soit  pas  dénombrable.  J'admettrai  comme  évident  qu'il 
existe  un  ensemble  dénombrable  (D)  dont  tous  les  éléments  appar- 
tiennent à  (E)  (2).   Soit  alors  (E  )  l'ensemble  des   éléments  de  (E) 

(')  Quelques-uns  des  ensembles  (E,),  (E^),  (E^),...  peuvent  ne  pas  exister; 
on  n'aura  qu'à  les  supprimer;  la  conclusion  reste  évidemment  la   même. 

(■^)  Lorsque  (E)  est  un  ensemble  de  points,  cette  alfirmalion  résulte  de  ce 
que  l'ensemble  (E)  admet  nécessairement  un  point  d'accumulation,  et  de  la 
remarque  du  n"  63  ;  pour  un  ensemble  quelconque  (E),  il  est  clair  qu'on  ne 
sera  jamais  arrêté  dans  la  formation  de  l'ensemble  (U),  en  [irenant  successive- 
ment un  premier  élément  dans  (E*,  puis  un  second,  puis  un  troisième,... 
quant  à  une  définition  pluî  précise  de  l'ensemble  (D),  il  ne  parait  pas  y  avoir 
lieu  de  la  cbcrcber  si  l'on  ne  définit  pas  l'ensemble  (E)  lui-même. 
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qui  ne  figurent  pas  dans  (D),  en  sorte  qu'on  puisse  poser 
(K)  =  (E')  -H  (D).  L'ensemble  (E)  existe  sûrement,  puisque,  autre- 
ment, l'ensemble  (E)  serait  dénombrable;  on  peut  même  observer 
que  l'ensemble  (E')  ne  peut  être  dénombrable.  sans  quoi  l'ensemble 
(E)  l'orme  de  la  réunion  de  deux  ensembles   dénombrables  (E')  et 

(D)  serait  encore  dénombrable.    Conqoarons  les  deux  ensembles 

(E)  -+-  (A)  et  (E)  -h  (D).  Le  premier  peut  être  regardé  comme 
formé  par  la  réunion  des  ensembles  (E),  (D)  et  (A)  ou  encore, 
comme  formé  par  la  réunion  des  deux  ensembles  (E')  et  (D  ),  en 
désignant  par  (D  )  l'ensemble  dénombrable  (D)  -t-  (A)  des  élé- 
ments qui  a[)parlienncnt  soit  à  l'ensemble  dénombrable  (D),  soit  à 
l'ensemble  dénombrable  (A). 

Puisque  l'ensemble  (E)  -f-  (A)  est  la  même  chose  que  l'ensem- 
ble (E')  -h  (D'),  tout  revient  donc  à  démontrer  qu'on  peut  établir 
une  correspondance  parfaite  entre  les  ensembles  (E')  H-  (D')  et 
(E)  =  (E')  -+-  (Dj  :  il  suffira  pour  cela  de  regarder,  dans  ces  deux  en- 
sembles, comme  se  correspondant  deux  éléments  (identiques)  qui 
appartiennent  à  (E)  et  deux  éléments  appartenant  l'un  à  l'ensem- 
ble dénombrable  (D'),  l'autre  à  l'ensemble  dénombrable  (D),  s'ils 
correspondent  au  même  nombre  naturel. 

Si  maintenant  (E)  et  (A)  ont  des  éléments  communs,  et  si  l'on 
désigne  par  (A,)  l'ensemble  des  éléments  de  (A)  qui  n'appartien- 
nent pas  à  (E),  il  est  clair  que  l'ensemble  (A,)  qui  est  une  partie 
de  l'ensemble  fini  ou  dénombrable  (A)  est  lui-même  fini  ou  dénom- 
brable ;  l'ensemble  (E)  H-  (A)  est  alors  identique  à  (E)  +  (A,)  et  l'on 
sait,  par  la  démonstration  précédente,  que  cet  ensemble  a  même 
puissance  que  (E). 

Si,  par  exemple,  on  prend  pour  (E)  l'ensemble  des  nombres  qui 
constituent  l'intervalle  (o,  i)  on  pourra  prendre  pour  (D)  l'en- 
semble des  nombres  rationnels  qui  appartiennent  à  cet  intervalle  : 
l'ensemble  (E')  sera  l'ensemble  des  nombres  irrationnels  qui  appar- 
tiennent à  l'intervalle  (o,  i)  :  il  a  la  puissance  du  continu  (n°  77). 

On  peut  exprimer  la  proposition  qui  précède  en  disant  qu'un 
ensemble  infini  (E)  garde  la  même  puissance  quand  on  supprime 
de  cet  ensemble  des  éléments  en  nombre  fini  ou  formant  un  ensem- 
ble dénombrable,  pourvu  que  l'ensemble  restant  soit  infini.  Cette 
dernière  restriction  ne  concerne  d'ailleurs  que  le  cas  ou  l'ensemble 
(E)  serait  dénombrable. 
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11  Cbl  aisé  de  conclure  de  là  (|uc  reusciiiblc  des  iiùiubrcs  réels  a 
la  puissance  du  continu  (n°  79). 

En  cHct,  l'ensemble  (P)  des  nombres  positifs  et  du  nombre 
G  a  la  niénie  puissance  que  l'ensemble  des  nombres,  autres  que  i, 
qui  appartiennent  à  l'intervalle  (o,  i),  comme  on  le  voit  en 
faisant  correspondre  à  cbaque  nombre  x  du  premier  ensemble  le 

nombre  — ^ —  du  second  ensemble. 
.'■  -+-  I 

L'ensemble  (N)  des  nombres  négatifs  a  la  même  puissance  que 

rcnscmble  des  nombres,  autres  que  o  et  —  i,  qui  appartiennent  à 

l'intervalle  (  —  i,  o),  comme  on  le  voit  en  faisant  correspondre  à 

chaque  nombrex  du  premier  ensemble  le  nombre     __  ,.  du  second. 

Donc  l'ensemble  des  nombres  réels  a  la  même  puissance  que 
l'ensemble  des  nombres,  autres  que  —  i  et  i,  qui  appartiennent 
à  l'intervalle  ( —  i,  i),  la  même  puissance  encore  que  rensemblc, 
sans  restriction,  des  nombres  qui  appartiennent  à  l'intervalle 
( —  i,  i),  ou  (n"  67)  à  l'intervalle  (o,  i). 

82.  —  Les  n"'  50,  55,  63,  72,...  laissent  prévoir  l'importance  du 
rôle  que  jouent  les  points  d'accumulation  d'un  enseinl)lc.  Soit  (E) 
un  ensemble  infini  ;  l'ensemble  de  ses  points  d'accumulation  est  ce 
qu'on  appelle  l'ensemble  dérivé  de  (E)  ;  je  le  désignerai  par  (E'). 
Si  l'ensemble  (E')  n'e.vistait  pas,  si  l'ensemble  (E)  n'avait  pas  de 
points  d'accumulation,  on  pourrait  affirmer  que  l'ensemble  (E)  est 
dénombrable.  Si  l'ensemble  (E')  est  infini  et  admet  des  points 
d'accumulation,  ceux-ci  forment  un  ensemble  (E"),  l'ensemble 
dérivé  de  (E')  ou  le  second  dérivé  de  (E),   etc.. 

Si  l'ensemble  dérivé  E)  de  l'ensemble  (E)  est  fini  ou  dc'ncm 
brable,  l'ensemble  (E)  est  lui-même  dénombrable. 

Celte  j)roposition  a  déjà  été  établie  au  n°  72  dans  le  cas  oii  (E') 
est  fini  ;  dans  le  cas  ou  (E')  est  infini,  il  sufiit  de  se  rappeler  que 
si  l'on  supprime  de  (E)  les  points  de  (E'),  l'ensemble  restant  (Ej) 
est  dénombrable  (n°  80)  :  on  en  conclut  que  l'ensemble  (E),  réunion 
de  deux,  ensembles  dénombrables  est  lui-môme  dénombrable  (n"  70). 
En  remontant  de  proche  en  proche,  on  voit  que  si  l'un  des  ensem- 
bles dérivés  (E'),  (E"),  ...  est  fini  ou  dénombrable,  (E)  est  forcé- 
ment dénombrable. 
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83.  —  Un  ensemble  (E)  est  dit  clos  (ou  ferme)  s'il  est  borne  (en 
bas  et  en  liant)  et  s'il  contient  tous  ses  points  d'accumulation,  si,  en 
d'autres  termes,  l'ensemble  dérivé  (E')  de  (E)  est  contenu  dans  (E). 

L'ensemble  (E)  est  isolé  s'il  ne  contient  aucun  de  ses  points 
d'accumulation;  il  est  alors  dénombrablc  (n^SO). 

Il  n'est  ni  clos  ni  isolé,  s'il  contient  qnolqacs-uns  de  ses  points 
d'accumulation  sans  les  contenir  tous.  Dans  tous  les  cas,  pourvu 
que  l'ensemble  (E)  soit  borné  (en  bas  et  en  baut)  l'ensemble 
(E)  -+-  (E')  des  points  qui  appartiennent  soit  à  (E)  soit  à  son  dérivé 
/E')  est  clos.  Si,  d'un  ensemble  infini,  clos  ou  non,  on  supprime 
tous  les  points  d'accumulation,  l'ensemble  isolé  qui  subsiste  est  fini 
ou  dénombrablc. 

L'ensemble  (L  )  des  nombres  distincts  qui  appartiennent  à  la 
suite  «,,  ii.,f  •••,  "„»  ...j  pour  laquelle  je  suppose  qu'on  ait 
lim.  Un  =  A,  est,  en  le  supposant  infini,  clos  ou  non,  suivant  qu'il 

n  =  3C 

y  a,  ou  qu'il  n'y  a  pas,  de  terme  de  la  suite  qui  soit  égal  à  A. 
L'ensemble  des  nombres  réels  plus  grands  que  o  et  plus  petits  que 
I  n'est  pas  clos,  puisque  o  et  i  sont  des  points  d'accumulation 
de  cet  ensemble,  qui  ne  lui  appartiennent  pas. 


84. 


?oit  (E)  un  ensemble  clos  :  si  la  suite 


a„ 


««. 


a  ime  limite  a  et  si  tous  les  termes  de  cette  suite  appartiennent  à 
(E),  en  sorte  que  l'ensemble  (A)  des  termes  distincts  de  celte  suite 
soit  contenu  dans  (E)  on  peut  affirmer  que  a  appartient  à  (E). 

Si,  en  effet,  l'ensemble  (A)  est  infini,  a  est  un  point  d'accumula- 
tion de  l'ensemble  (A)  contenu  dans  l'ensemble  (E),  c'est  donc  un 
point  d'accumulation  de  (E),  donc  un  point  de  (E)  puisque  (E)  est 
clos.  Si  l'ensemble  (A)  est  fini,  c'est  qu'il  y  a  dans  la  suite  une 
infinité  de  termes  égaux  à  a,  a  est  donc  un  point  de  (E),  puisque 
tous  les  termes  de  la  suite  appartiennent  à  \E). 


85.  —  Soit  (E)  un  ensemble  infini  borné.  Son  dérivé  (E')  est 
aussi  borné;  (n°  51).  Je  dis  qu'il  est  clos,  s'il  est  infini. 

Soit  en  effet,  dans  cette  hypothèse,  a  un  point  d'accumulation 
de  (E);  il  y  a  des  points  de  (E')  [c'est-à-dire  des  points  d'accumula- 
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tioa  lie  (E)|  qui  sont  aussi  voisins  qu'on  le  veut  de  à;  il  y  a  donc 
des  points  de  (E)  aussi  voisins  qu'on  le  veut  do  a,  en  d'autres  ter- 
mes a'  est  un  point  irarcuniulaliDii  de  (E),    donc  a  appartient  à 

(E')(')- 

L'ensemble  (E)  est  donc  clos. 

86.  —  Un  ensemble  (E)  borné  en  haut  et  en  bas,  est  d'il  parfait 
lorsqu'il  est  identique  à  son  dérive.  En  d'autres  termes  (E)  est 
parlait,  s'il  est  clos,  et  si  chacun  de  ses  points  est  un  point  d'accu- 
mulation. Par  exemple  l'ensemble  des  nombres  réels  qui  appartien- 
nent à  un  intervalle  (a,  b)  est  parfait. 

L'ensemble  des  nombres  rationnels  qui  appartiennent  à  l'inter- 
valle (o,  i)  est  bien  tel  que  chacun  de  ses  points  soit  un  point  d'ac- 
cumulation ;  mais  tout  nombre  irrationnel  qui  appartient  à  ce 
même  intervalle  est  évidemment  un  point  d'accumulation  de  l'en- 
semblo  des  nombres  rationnels  qui,  ainsi,  n'est  ni  clos,  ni  parlait. 

87.  —  Un  ensemble  (E)  est  dit  dense  dans  un  intervalle  [a,  b) 
si  tout  point  de  cet  intervalle  est  un  point  d'accumulation  pour 
l'enscudile.  Par  exemple  l'ensemble  des  nombres  rationnels,  ou 
l'ensemble  des  nombres  irrationnels,  est  dense  dans  tout  intervalle. 

Un  ensemble  dense  dans  tout  intervalle  peut  être  dénombrablc. 

Un  ensemble  (E)  est  non-dcnsc  dans  vm  intervalle  (a,  b),  s'il  n' 
a  aucun  intervalle  (a! ,   b)  (non  nul),  contenu  dans  (a,  b),  tel  que 
renscmble  (E)  soit  dense  dans  (a',  b'). 

(')  (>etlc  proposition  a  déjà  été  élal)lie  au  n"  64,  mais  dans  un  sens  un 
peu  dilTérent,  puisqu'il  s'agissait  alors  des  points  d'accumulation  d'une  suite, 
non  d'un  ensemble. 


TA!«!«Env   I.  —  Inlroiluctlon  à   la   tlicorle  ile<  fonoUona 
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SÉRIES,     PRODUITS    INFINIS,     ETC. 

I.    —    DÉFINITION    DES    SÉRIES    ET    DES    PRODUITS    INFINIS. 
CONVERGENCE    ABSOLUE 

88.  —  Soit 

"i,     11.2,     ■■■'     ""'     •••' 

une  suite  infinie  de  nombres  ;  on  désigne  sous  le  nom  de  série  un 
symbole  tel  que 

(u)  »j  -4-  u,  -4-  ...  H-  u„  H-  ... 

On  dit  que  cette  série  est  convergente  si  la  somme 

S„  =  «,-+-  «o  -+-...   +  Un 

de  ses  n  premiers  termes  (')  tend  vers  une  limite,  quand  n  aug- 
mente indéfiniment.  Cette  limite  s'appelle  la  somme  de  la  série  ;  en 
la  désignant  par  S,  on  pose  (^) 

n  ^  GO 
S  =  Uj   H-  l^,  -I-  ...  -h  u„  -h  ...  =  ^  H„, 


(')  Pour  la  généralité  de  l'écriture,  on  regardera  Si,  comme   étant  égal  à  Uj. 

(')  Le  signe     t    est  employé  couramment  jiour  désigner  la  somme  de  termes 

affectés  d'un  indice,  ou,  si  l'on  veut,  dont  chacun  dépend  d'un  certain  nombre 
entier,    et  l'on  indique   de  différentes   façons  les  valeurs   que    doit   prendre  ce 
nombre  entier.  Ainsi  les  symboles 
n  =  p 


2"-^ 


«n,        (" 


I,        2, 


P) 


ont  la  même  signification  que  S;.  =  ui  +  U2  +  •..  +  "f 
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Si  la  somme  s„  ne  tend  pas  vers  une  limite,  quand   n  augmente 
indi'dtiiincnt,  on  dit  que  la  série  est  (Urergcnte  ;  il  n'y  a  [)lus   lieu 


Le  symbole 

n=i, 

signifiera    u^  -\-  u^^.,  4-  u,,_j.^  -\-  ...  +  u^^,,  ;  si  <j  était  nul,  on  lui  donnerait  la 

signification  Up. 

Les  symboles 

n  =  p 

^    -       ("  =  I,     ^.     5.      ...,     2 />  —  i),         >    

n  z^  i 
ont  la  mùmc  signifiration,  à  savoir 


3        5    ■  '^  P 

n  =  ^ 

L'écriture    ^   u„  a  la  niùme  signification  que 


Si  l'on  s'arrêtait  k  cette  signification  précise,  il  ne  serait  pas  permis  de  parler 
de  la  convergence  et  surtout  de  la  d'werfjence  de  la  série 

n  ^=  00 

'1=1 

puisque  l'écriture  précédente  signifierait  une  limite  déterminée. 

Toutefois  il  est  commode  de  regarder  aussi  cette  faron  d'écrire  comme  un 
pur  symbole,  où  l'attention  est  surtout  portée  sur  la  succession  des  éléments 
U\,  Uj  ,u.3,  ...,  et  de  dire,  de  ce  symbole,  qu'il  est  une  série  convergente  ou 
une  série  divergente. 

Cette  double  signification,  qui  facilite    le  langage,  ne  crée  aucune  confusion 

n  =  se 

pourvu  qu'on    n'introduise  dans  les  calculs  le   symbole    ^    u,>  que  dans  le   cas 

n  =  I 
d'une  série  convergente,  avec  le  sens  de  somme.  Ces  observations  s'ap[)liqucront 

aux  syinliolcs  tels  que     ^  u,.  qui  seront  définis  plus  loin, 
n  :^  —  00 
Enlin,  (piand  le  sens  n'est  pas  douteux,  on  peut  se  dispenser  de  spécifier  les 
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de  parler  tic  la  somme  de  la  série,  et  les  symboles 

n  =  00 

"l    -+-  ",,   4-   •••   -t-  U„   -+-...,  ^   Un 

n  =  I 

n'ont  plus  de  sens  ('). 

89.  Si  l'on  se  donne  la  suite 


«1,      s^, 


on  peut  former  une  série 


s». 


dans  laquelle  la  somme  des  n  premiers  termes  sera  s„  :  il  suffit,  en 
regardant  les  quantités  s,,  comme  données,  de  déterminer  les  u„ 
par  les  équations 


s,  =  M,, 


Sn —  1 


««. 


OU 


s,. 


«1- 


On  voit  par  là  comment,  en  partant  d'une  suite  qui  a  une  limite, 
on  peut  former  une  série  convergente  qui  a  cette  limite  pour 
somme,  comment,  en  partant  au  contraire  d'une  suite  qui  n'a  pas 
de  limite,  on  peut  former  une  série  divergente  :  et  il  est  manifeste 
que  l'on  pourra  former  des  séries,  dans  lesquelles  la  somme  des  n 
premiers  termes  présentera,  quand  n  augmente  indéfiniment  les 
diverses  circonstances  décrites  aux  n"^  52,  60,  63.  Cette  somme 
pourra  grandir  indéfiniment,  osciller  entre  certaines  limites,  etc. 


Si,  par  exemple,  on  prend  5„  =  i  — 


il  est  clair  qu'on  a 


valeurs  que  doit  prendre  n  ;  ainsi,  il  m'arrivera  fréquemment  de  dire  ((  la  série 
^   Un  »  au  lieu  de  «  la  série  dont  le  n°  terme  est  Un  ». 

Cette  façon  do  parler  doit  être  évitée  avec  soin  quand  il  peut  y  avoir 
quelque  ambiguïté. 

(')  Des  travaux  récents,  dont  il  ne  sera  pas  question  ici,  ont  montré  qu'on 
pouvait  leur  attribuer  une  signification  dans  certains  cas  et  les  utiliser,  avec 
certaines  précautions,  dans  les  raisonnements  et  les  calcids.  Voir  en  particulier 
les  Leçons  sur  les  séries  diverrjentes  de  M.  Borel. 
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lim.  Sn=  i  ;  Ift   série  Junl    le    //"    terme  ii„  est  égal  à 

n  =  00 

I  I  I 


/i  -H  I        /i  (n  H-  I  )  ' 
c'esl-à-dirc  la  série 


I  I  I 


1.3       2.  3       3.  4       ""       "  [il-  ■+-  0 

ente  ( 
Si  l'on  prend 


est  convergente  et  sa  somme  est  égale  à  i 


,  _  (-  0" 


il  est  clair  que  s,,,  pour  les  grandes  valeurs  de  n,  sera  voisin  de 

7  ou  de  —  7  suivant  que  //  sera  pair  ou  impair  ;  dans  la  série  dont 

le  n'  terme  est 

I  -4-  (—  i}"n  {n  ^  i) 
n  [n  -\-  \) 

c'est-à-dire  dans  la  série 

I  —  I.  2        1-4-2.3        1—3.4  I  +(— i)"n(nH-  i)    , 


1.  2       ^2.3      ^     3.  4  n{n-^  i) 

la  somme  des  n  premiers  termes,  pour  les  grandes  valeurs  de  n,  est 

voisine  tantôt  de  -  ,  tantôt  de :  la  série  est  divergente. 

22 

En    partant    d'une    suite  s^,  s^,  ...,    pour    laquelle   on   aurait 
lim.  s„  =  H-  X  ,  on  formerait  une  série  divergente,  dans  laquelle 

a-=r  30 

la  somme  des  n  premiers  termes  grandirait  indéfmiment   avec   n. 
Considérons  encore  l'identité 


lorsque  n  augmente  indéfiniment,   le  second  membre  (n"  62)   a 

pour  liiiiile  — ^^  quand  ./;  est  plus  petit  que  i  en  valeur  absolue, 

et  augmente  indéfiniment,  en  valeur  absolue,  quand  x  est,  en  va- 
leur absolue,  plus  grand  que  i.  On  en  conclut  que  la  série 

i  -\-  X  -\-  X-  -\-  ...  -i-  ./•"  —  •  -h  ... 


n8 
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est  convergente  et  a  pour  somme  — 


quand  on  a  |  .t|  <C  i. 


qu'elle  est  divergente  quand  on  a  Lrl  Z>  i  •  on  voit  encore,  direc- 
tement, qu'elle  est  divergente  pour  .v  =  i,  puisque  la  somme  de 
ses  n  premiers  termes  est  égale  à  //  ;  pour  x  =  —  i  la  série  se  ré- 
duit à 


I  H-  I 


I  -I-  I 


la  somme  de  ses    n   premiers  termes  est  alternativement  i   et  o. 


elle  est  divergente. 


90.  —  Si  1 


1  la  série 


W 


«.>  -+■ 


est  convergente,  on  peut  grouper  ensemble  des  termes  qui  se  sui- 
vent, par  exemple  les  c/.^  premiers  termes,  puis  les  a^  termes  sui- 
vants, puis  les  «3  termes  suivants,  ...;  la  série 


(") 

^1 

-h  V,   +  V.,  + 

•• 

011  l'on  supposera 

'''    =  ]S   ""' 

n  =  I 

V.2  =  ^  "«' 

n  =  a,  +  i 

;i=:ao  -|- 

sera  convergente  et  aura  même  somme  que  la  proposée  ;  en  effet  la 
somme  de  ses  p  premiers  termes  sera  s^  ^  a,  ^  _^  j, ,'  en  désignant 
par  Sn  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (u)  :  or  si  la 
suite  Si,  Sn,  .S3,  ...  a  une  limite,  on  sait  que  cette  limite  est  la 
même  que  celle  de  la  suite  s„  ,  «„  ,  ...  s,,  ,  ...  dans  laquelle 
n^,  /i,,  ...  n^,,  ...  est  une  suite  quelconque  d'entiers  qui  croissent 
indéfiniment  (n°  73).  Réciproquement  si  l'on  part  d'une  série  (u) 
dont  les  termes  soient  chacun  des  sommes  de  termes  mis  entre  pa- 
renthèses, on  peut  supprimer  ces  parenthèses  et  transformer  la 
série  (y)  en  une  série  telle  que  (u),  pourvu  que  cette  dernière  soit 
convergente.  Cela  résulte  du  théorème  direct  ('). 


(*)  La  convergence  de  la  série  (u),  si  on  la  suppose,  n'implique  pas  la  conver- 
gence de  la  série  (u)  ;  on  verra  plus  tard,  toutefois,  que  la  convergence  de 
l'une  quelconque  des  deux  séries  implique  celle  do  l'autre,  si  elles  sont  toutes 
deux  formées  de  termes  positifs  ou  nuls. 
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91.  —  Il  serait  naturel  tic  ilirc,  par  analo^'ie  avec  les  séries,  que 
le  prothùt  infini 

(P)  »,  ».  ...  "„  .... 

ou  (') 


n- 


est  convergent  quand  la  suite  infinie 

(/')  Pi^    P2 P> ' 

dans  laquelle  on  suppose 

Pi  =  "l'     Pi  =  "l"2 /)„=  u, «2  ...»„,  .... 

a  une  limite  et  d'appeler  valeur  du  produit  infini  la  limite  de  /)„, 
pour  n  infini  ;  toutefois,  pour  le  moment,  je  ne  regarderai  un  tel 
produit  comme  convergent  que  si  cette  limite  est  différente  de  o  ; 
ainsi  le  produit  infini 

III         I 
I     2     3        n 

pour  lequel  on  a 

tend    et   qui    vers    o   quand  n  augmente   indéfiniment,    ne   doit 

(')  Le  signe  1   I  s'emploie  pour  les  produits  de  la  même  façon  que  le  signe  ^ 
pour  les  sommes  (note  du  n"  88)  '■  ainsi 
n  =  r 

J^  j^  Un,  11""         ^"  ~  ''     ^'     •■■     '"^' 

n  ^-=  I 

ont  même  signification  que  UiUi  ..,  «,. ;  le  symbole 

n=p+  q 

n- 

n=p 

a  la  même  signification  que  UjUp-f  1  ...  Up  +  ,,;  si  q  était  nul,  on  lui  donnerait 
le  même  sens  qu'à  (i,.,  etc.,. 
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pas  ôtre  roj^ardô  comme  convcr^rcnt  ;  un  produit  infini  convergent, 
dans  le  sens  restreint  du  mot,  ne  peut  admettre  aucun  facteur  nul. 
L'identité 

1   X'^  T  —  .7-2   I  —  .r*  X  —  X- 


(I  +,.)(!  -^x'-)...{x   +.r^"). 


montre  que  le  produit  infini  1  !  (i  -t- a^*")  est  convergent,  (etcpiesa 

n=  I 

valeur  est   —^ — j,  quand  la   valeur  absolue  de  x  est  plus  petite 

que   I.    Le  même  produit  est   divergent   pour  les  autres  valeurs 
de  X. 

Au  reste,  on  peut  faire  sur  les  produits  infinis  une  remarque 
toute  pareille  à  celle  que  l'on  a  faite  sur  les  suites  :  Si  Ton 
part  de  la  suite  infinie/?,,  p^,  ...,  p„,  .,.,  dans  laquelle  on  suppo- 
sera seulement  qu'aucun  terme  ne  soit  nul,  le  produit  infini 
fiiMo,  ...  Un,  ...,  où  l'on  a  posé 

Pi  Pn—l 

sera  tel  que  le  produit  de  ses  n  premiers  facteurs  soit  p,,  ;  les  con- 
clusions sont  pareilles  à  celles  du  n"  89. 

92.  —  Il  est  clair  que  les  deux  séries 


(S)  u,  -h  u.^-^ 

(S')  Un'i    -+-   U,; 


';;  +  1 

hi  +  p 


sont  convergentes  ou  divergentes  en  même  temps,  car  si  l'on  dé- 
signe par  5„  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  première,  par 
y'r  la  somme  des  /•  premiers  de  la  seconde,  on  aura  Sn  +  r  =  Sn-f-  s,., 
quel  que  soit  le  nombre  naturel  /■  ;  puisque  s,,  en  fixe,  il  est  clair 
que  si,  pour  /•  infini,  l'une  des  sommes  s',.,  s,ij^,.  a  une  limite, 
Il  en  est  de  même  de  l'autre  ;  il  est  clair  aussi  que  la  différence 
entre  leurs  limites,  si  elles  existent,  est  égale  à  s„.  Les  séries  sont 
convergentes    ou   divergentes   en  même   temps.   Dans   le  cas   de 
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la  convcr^'cncc,  la  somme  de  la  série  S'  s'appelle  le  reste  de  la 
série  S,  limitée  an  n"  terme. 

De  même,  si  l'un  des  deux  [iroduits  infinis 

"l"j    •■•   lln"„  +  l    "n  +  2    •••' 
";i  -1    1    "il  ~  -J.    •••    "/i  +  ],    •--, 

est  convergent  (au  sens  du  n'^  91),  il  on  est  de  même  de  laulrc,  et, 
dans  ce  cas,  la  valeur  du  premier  produit  infini  est  égale  à  celle  du 
second  mulli[)liée  i)ar  jî,a,  ...,  ii„. 

Cette  remarque  est  ulile  lorscpi'on  a  à  décider  de  la  convergence 
ou  de  la  divergence  d'une  série  ou  d'un  produit  infini  dont  les 
premiers  termes  présentent  quelque  irrégularité. 

93.  —  En  se  reportant  au  n°  54,  on  aperçoit  immédiatement  la 
vérité  des  propositions  suivantes. 

Si  les  séries 

"i  -H  «2  +  •••  -t-  «,,  -f-  ....  t'i  H-  î'o  -h  ...  -h  '•„  -+-  ..., 

sont    convergentes    et   admettent    pour   sommes   les    nombres    S 

et  T,  les  séries 

rtUi  -1-  au.  -f-  ...  H-   an,,  -h  ..., 

(u,  +  l'i)  +  («0  4-  y.)  -h  ...  -+-  ("„  +  v„)  -h  .... 

("i  —  l'i)  +  («2  —  V,)  -!-...  +  ((/„  —  v„)  -t-  ... 

sont  aussi  convergentes  et  admettent  pour  sommes  aS,  S  -4-  T, 
S  —  T  ;  le  lecteur  trouvera  sans  peine  'des  énoncés  analogues 
pour  les  produits  infinis.  Il  est  clair  que  la  proposition  concer- 
nant la  somme  de  deu\  séries  s'étend  à  un  nombre  fini  quelconque 
de  séries. 

94.  —  D'après  la  proposilion  du  n"  56,  pour  qu  une  série 

(S)  «1   H-   »,   -1-   ...    -+-  Un  -+-    ... 

soit  convergente  il  faut  et  il  suffit  qu'à  chaque  nombre  positif  z 
corresponde  un  nombre  naturel  /•  tel  que  l'on  ail,  en  désignant  par 
n  et  /;?  des  nombres  naturels 

I  s„  4.  „,  —  s„  I  =  I  u„  ^  i  -4-  H„  +  .,-+-  ...  -4-  "„  -4.  „,  I  <  e. 

SOUS  la  seule  condition  n  >  r.  En  particulier,  si  la  série  est  couver- 
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gcnlc,//,,  ^  ,  =:  .s-„^  j  —  s„  doit  tendre  vers  zéro,  quand  n  augmente 
indéfiniment  :  cette  dernière  condition  ne  suffit  pas  d'ailleurs  à  la 
convergence,  comme  on  le  verra  plus  tard.  Do  la  proposition  géné- 
rale résultent  inmiédiatemcnt  celles-ci  : 

Quand  une  série  est  convergente  et  a  tous  ses  termes  iiositifs,  elle 
reste  convergente  quand  on  modifie  le  signe  de  tel  terme  que  l'on 
veut,  ou  quand  on  remplace  un  ou  plusieurs  termes  par  des 
nombres  plus  petits,  en  valeur  absolue  ;  en  efTet,  dans  la  série  mo- 
difiée, la  somme  |  »„^i  -+-  «„^>  -+-...  11,,  + m  I  est  au  plus  égale 
à  la  somme  analogue  dans  la  série  proposée. 

Quand  une  série  a  tous  ses  termes  positifs  et  qu'elle  est  conver- 
gente, il  en  est  de  même  de  toute  série  qui  s'en  déduit  par  la  sup- 
pression d'un  nombre  fini  on  infini  de  termes,  de  tous  les  termes 
de  rang  pair  par  exemple.  On  retrouvera  plus  tard  ces  propositions 
en  suivant  une  autre  voie. 

Considérons  le  produit  infini 

(P)  Ul«o    ...     U„    ..., 

dont  je  suppose  qu'aucun  facteur  ne  soit  nul  ;  jo  désignerai  par  p„  le 
produit  des  n  premiers  facteurs.  Pour  que  ce  produit/),,  ait  une 
limite  quand  n  augmente  indéfiniment,  il  faut  et  il  suffit  qu'à 
chaque  nombre  positif  1  réponde  un  nombre  naturel  /'  tel  que 
l'on  ait,  quels  que  soient  les  nombres  naturels  n  >>  r  et  jn. 

(l)  \  P»  +  m~  P>,    \   =   \  Pn\    \i   —   H„-fiU„  +  2  •■•   «n+m    I   <  -■ 

Or,  si  le  produit  P  est  convergent,  la  limite  de/>„,  pour  n  infini, 
est  différente  deo  ;  par  conséquent  les  termes  de  la  suite  />,,  p^,  ..., 
p„,  ...  seront,  à  partir  d'un  certain  rang  0^  supérieurs  en  valeur 
absolue,  à  un  nombre  positif  a  ;  si  Ion  désigne  par  ^'S  le  plus  petit 
des  nombres  |/),  |,  |  />2  |,  •>■,]  Pd,  ^-'  dont  aucun  n'est  nul,  l'iné- 
galité (i)  entraînera  l'inégalité 

I     I    —    Un  _  ,    U„  _  0   ...    U„  4.  „,    I    <   ;-  ' 

et  cela,  quel  que  soit  le  nombre  naturel  m  ;  en  remplaçant  -  par 
(j/;,  on  peut  dire  encore  que,  si  le  produit  infini  (P)  est  convergent, 
au  sens  dun°91,  à  chaque  nombre  positif  y;   doit  correspondre  un 
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nombre  nahirel  /•  loi  (ju'un  ail,  (|iiel.s  que  suit'iil  les  nombres  natu- 
rels n  >-  /•  et  ni. 


=  I     1    —  U„  4-  iU„  4.  .   ...    Un^m   \  <  ^i  • 


Inversement,  si  à  chaque  nombre  positif  r,  correspond  un 
nombr(>  naturel  /•  tel  .que  l'inégalité  (-j)  soit  vérifiée  quels  que 
soient  les  nombres  naturels  n  >>  r  et  //?,  le  produit  infini  (P)  sera 
converjient  au  sens  du  n"  91. 

Tout  d'abord,  si  cette  condition  est  vérifiée,  les  nombres /),,  p.,,  ... 
sont  tous  inférieurs,  en  valeur  absolue,  à  un  nombre  positif  fixe  A. 
En  eflet  si,  le  nombre  r,  étant  cboisi  arbitrairement,  on  lui  fait  cor- 
respondre le  nombre  naturel  r  de  manière  que  l'inégalité  (2)  soit 
vérifiée,  on  aura,  quel  que  soit  le  nombre  naturel  n  >■  /■, 

(^)  |--,£rTl<- 

cette  inégalité  est  évidente  [)our  /?  =1  /•  h-  i  ;  elle  résulte  pour  les 
valeurs  de  n  supérieures  à  r  -h  i,  de  l'inégalité  (2)  où  l'on  rem- 
place n  par  r  -i-  i  et  n  -+-  m  par  n.  Or  l'inégalité  (3)  entraîne 
\  Pn  I  <  (i  -+  '^i)  I  7^4  i  I'  ^^  vertu  de  la  note  du  n"  54:  tous 
les  nombres  p^,  p.^,  ...  seront  donc  inférieurs  ou  égaux  au  plus 
grand  A   des   nombres   j />,  |,  )/)^  |,  ...,  | />,  J,  (i  -+-•/;)  |/v,.^i  |. 

Dès  lors,  il  suffira,  dans  l'inégalité  (2)  de  remplacer   y;  par  ^ 

pour  voir  qu'à  chaque  nombre  positif  1  correspond  un  nombre 
naturel  /•  tel  que  l'on  ait  | /:»„_,„  — P«  |  <  ^j  quels  que  soient  les 
nombres  naturels  «  >.  r  et  m.  Il  en  résulte  (n°  56)  que/;,,  a  une 
limite  pour  n  infini  ;  celte  limite  n'est  pas  nulle,  car  l'inéga- 
lité (3)  entraine  aussi  ]  /;„  \  >■  (i  — r,)  \  p^  ^  i  |,  en  supposant 
que  y;  ait  été  pris  plus  petit  que  i , 

En  particulier,  pour  que  le  produit  infini  (P)  soit  convergent,  il 
faut  que  la  quantité  ]  1  —  ii„  |  tende  vers  o  quand  n  augmente 
indéfiniment  ;  cette  dernière  condition,  toutefois,  n'est  pas  suffi- 
sante. 

On  a  l'habitude,  qui  sera  suivie  désormais,  d'écrire  un  produit 
infini  sous  la  forme 

(i  -+-  l'i)  (i  -f-  r,)  ...  (i  -{-  v„)  ...  ; 


la^l  INTRODUCTION    A    I.A    TIlÉORir    DES    FONCTIONS 

alors,  si  lo  produit  Infini  est  convcrgont.  les  quantités  r„  tendent 
vers  o  qnand  n  augmente  Indéliniment.  J'appellerai  r„  le  n"  terme, 
I  -+-  Vn  le  /r  facteur  du  produit  Infini. 


93.  —  SI  la  série  u^  -\-  u,,  -+-...+  u,,  -f-  ...  a  tous  ses  termes 
ou  posltlis  ou  nuls,  les  termes  de  la  suite 

s^=ll^,        s^  =  n,  -i- H,.        s.^  =   u^  -^  il.,  -+- u,,      .... 

vont  constamment  en  croissant,  ou  plutôt  ne  décroissent  jamais. 
Par  conséquent,  ou  bien  s„  tend  vers  une  limite  qui  est  alors 
(n°  S7)  la  borne  supérieure  de  l'ensemble  des  nombres  distincts  de 
la  suites,,  S2,  .Çj,  ...,  ou  bien  s„  croît  indéfiniment  avec  n.  On  est 
dans  le  premier  cas,  et  la  série  est  convergente,  si  s,,  reste,  quelque 
soit,  n,  inférieur  à  un  nombre  fixe  A  ;  alors  la  somme  de  la  série 
est  au  plus  égale  à  A,  et  il  en  est  de  même  de  la  somme  d'autant  de 
termes  que  l'on  voudra,  pris  dans  la  suite  u^,  u.,,  ...,  puisque  l'on 
peut  prendre  n  assez  grand  pour  que  la  sommes,,  enveloppe  tous  ces 
termes.  On  est  dans  le  second  cas,  et  la  série  est  divergente  lors- 
que, quelque  soit  le  nombre  positif  A,  on  peut  prendre  dans  cette 
suite  assez  de  termes  pour  que  leur  somme  dépasse  A. 

Une  série  à  termes  positifs  ou  nuls  est  donc  convergente  ou 
divergente  suivant  que  l'ensemble  (E)  des  nombres  distincts  que 
l'on  obtient  en  faisant  la  somme  de  tels  termes  de  la  série  que  l'on 
voudra  est  borné  en  liant,  ou  ne  l'est  pas.  Soit  S  la  somme  de  la 
série  supposée  convergente.  Tout  élément  de  (E)  est  Inférieur  ou 
égal  à  S. 

D'ailleurs,  si  a  est  un  nombre  plus  petit  que  S,  11  y  a  dans  la 
suite  5,,  s^,  ...,  s,„  ...,  et  par  suite  dans  (E)  un  terme  plus  grand 
que  a.  En  d'autres  termes,  S,  que  Ton  savait  être  la  borne  supé- 
rieure de  l'ensemble  des  nombres  distincts  contenus  dans  la 
suite  s^,  s,,  ...,  s„,  ...  est  aussi  bien  la  borne  supérieure  do  l'en- 
semble (E).  S  ne  peut  d'ailleurs  appartenir  à  (E)  que  dans  le  cas 
où  tous  les  termes  de  la  série,  à  partir  d'un  certain  rang,  sont 
nuls. 

Puisque  l'ensemble  (E)  ne  dépend  pas  de  l'ordre  des  termes  de  la 
série,  la  convergence  ou  la  divergence  d'une  série  à  termes  positifs 
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OU  nuls,  la  somme  triinc  telle  série  supposée  convergente,  ne  peu- 
vent non  plus  dépendre  de  cet  ordre  ('). 

On  voit  aussi  rpie  si  une  série  à  termes  positifs  ou  nuls  est  con- 
vergente, il  en  est  de  même  de  toute  série  déduite  tic  la  i)rcmière 
en  ne  conservant  qu'une  partie  de  ses  termes,  ou  en  remplaçant 
certains  de  ses  termes  par  des  nombres,  toujours  positifs  ou  nuls. 
qui  leur  soient  respectivement  inférieurs  ou  égaux.  La  somme  de 
la  seconde  série  est  inférieure  ou  égale  à  la  somme  delà  première.  En 
particulier,  la  somme  d'autant  de  termes  qu'on  voudra,  pris  après 
le  n^j  est  au  plus  égale  au  reste. 

Considérons  par  exemple  la  série 

n  n-  a^  r/" 


1  1.2         i .  2.  S         1 .  2  . . .  /( 

où  a  est  un  nombre  posilil"  (juelconque  ;  si  l'on  sui)pose  n  égal 
ou  supérieur  à  la  partie  entière  de  a,  les  termes  qui  suivent  le  der- 
nier de  ceux  qu'on  a  écrits  sont  respectivement  égaux  ou  infé- 
rieurs à 

a"  n  a"  f      a      \^  n"  /       a      \3 


i.  2  ...  Il  n  -\-  i        I.  2  ...  /t  \/i  -h  1/  i.  2  ...  n  \ii  -^  i 

lesquels  forment  une  série  convergente  dont  la  somme  est 


i.  2  ...  n  n 


en  sorte  que  les  termes  qui  suivent  le  (n  H-  i)"  dans  la  série  pro[)o- 
sée  forment  une  série  convergente;  la  série  proposée  est  donc  elle- 
même  convergente  et  son  reste,  quand  on  la  limite  au  (n  H-  i'^" 
terme,  est  moindre  que  la  quantité  qu'on  vient  de  calculer. 

Les  propriétés  évidentes  des  séries  à  termes  positifs  ou  nuls  sur 
lesquelles  on  vient  d'appeler  l'attention  suffisent  à  établir  l'impor- 
tante proposition  que  voici. 


(')  Oa  a  (lôlitii  ;iii  n'  74  ce  f[iic  c'est  que  Jeux  suites  composi'cs  dos  mêmes 
termes  rangés  dans  un  ordre  diir>':rcnt  :  cette  définition  s'applique  immédia- 
tement à  deux  séries. 
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96.  —  La  série 

III  I 


(') 


i'-^ 


est  convergente  si   y.  est  positif,   divergente  si  a  est  nul  ou  né- 
gatif('). 

Considérons  en  effet  les  termes  de  cette  série  qui  correspondent 
à  ceux  des  nombres  entiers  qui  admettent  un  même  nombre  de 
chiffres,  ji  par  exemple;  il  v  a  lo''  —  lo''  =^9  X  10'  tels 
nombres;  chacun  d'eux  est  supérieur  ou  égal  à  10''  et  plus  petit 
que  10'';  chacun  des  termes  correspondants  de  la  série  est  donc 

inférieur    ou    égal  à  — ^^_,wt  ^^.  et  plus  grand  que — ji^j— -5-;»  et 

leur  somme  est  comprise  entre 

0  X  10^' "~^ 9  .         9  X  To^~^ 9 


10'^       "  10       ^  loC 


Ceci  posé,  désignons  par  s„  la  somme  des  n  premiers  termes  de 
la  série  (i),  on  pourra  prendre  dans  la  série 


(2) 


_9_  ^  _9_  ^        ^         9 
10*    '    10^^ 10  ^'~'/- 


assez  de  termes  pour  que  leur  somme  dépasse  s„  :  or,  si  a  est  po- 
sitif, les  termes  de  la  série  (2)  sont  les  termes  d'une  progression 

géométrique  décroissante  dont  la  raison  est  — ;  ;  la  somme  d'autant 

10 

de  termes  que  l'on  veut  est  inférieure  à 


On  a  donc,  quel  que  soit  n, 


»,<J^ 


(')  Oa  doit  supposer  ici  a  rationnel,  mais  celte  restriction  se  lèvera  d'elle- 
même  dès  que  l'on  aura  déCni  le  sens  qu'il  convient  d  attribuer  aux  exposants 
irrationnels.  La  même  observation  s'appliquera  d'ailleurs  plusieurs  fois  dans  ce 
chapitre. 
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La  séné  (i)  est  conver-^^enle. 

De  inèine,  quel  que  soit  le  nombre  tle   termes  que  l'on  prenne 
<lans  la  série 


(3) 


10 


I  -^.  I  :i 


•on  peut  preiuhe  n  assez  grand  pour  ([uc  s„  dépasse  la  somme  de 
ces  termes  :  or,  si  a  est  nul  ou  négatif,  les  termes  de  cette  suite 

sont  égaux   ou  supérieurs  a-~^;    on    peut    prendre   assez    de   ces 

termes  pour  que  leur  somme  dépasse  tel  nombre  que  l'on  voudra; 
dans  ce  cas  la  série  (i)  est  divergente  ;  si  y.  est  positif,  on  voit  que 
i'on  pourra  toujours  supposer  n  assez  grand  pour  que  l'on  ait 

Sn  è  — rzri, ' 


en  sorte  que,  dans  ce  cas,  la   somme  de  la  série  (i)  est  comprise 

€ntre 

n                               q.  10* 
■-! pf  -^ ; 


on  aurait  pu  faire  le  môme  raisonnement  en  stipposant  que  la  base 
de  la  numération  fût  un  nombre  entier  j)ositif  quelconque  a,  autre 
que  I,  et  l'on  aurait  trouvé  pour  les  deux  nombres  entre  lesquels 
la  somme  de  la  série  doit  être  comprise. 


(a—  i]  a' 
et         —75 7- 


97.  —  La  proposition  précédente  est  un    cas  particulier  d'un 
théorèuK'  dû  à  Gaucliy,   el   dont  la   démonstration  est,   au  fond, 
denlique  à  celle  qu'on  vient  de  lire.  Voici  ce  théorème  ('). 
Soit 

<")  a,  -h  u^  -H  ...  +  Un  H-  ..., 

une  série  à  termes   positifs,   pour  laquelle  je  suppose   qu'on   ait 

(*)  Dans  les  Lerons  sur  les  séries  à  termes  posilijs  de  M.  BorcI,  on  pourra  en 
voir  toute  la  portée. 
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M,i-f  i  ^  Un,  pour  toutes  les  valeurs  de  n.  Si,  en  désignant  par  a  un 
entier  quelconque  plus  grand  que  i ,  on  pose  en  général 

t'„  =  a"  lia", 

la  série  [u]  sera  convergente  ou  divergenlc  en  même  temps  que  la 
série 

((•)  V,  -H  i'^  4-  ...-+-  v,,   H-  ... 

Si  l'on  suppose  q  ^p,  la  somme  des  rj  — p  ternies  consécutifs 
de  la  série  (u),  dont  le  premier  est  Up  et  le  dernier  u,j_i  est  com- 
prise entre  (</  —  p)  Uq  et  {rj  —  p)  a,,,  ou  bien  égale  à  l'une  de  ces 
quantités,  à  cause  de  la  supposition  «„^  ,  ^  «„.  Ceci  posé,  soient 
a,  1^,  ...,  IX,  V  des  nombres  naturels  croissants  :  appliquons  la 
remarque  précédente  aux  groupes  de  termes  de  la  série  (u)  formés 
par  les  a  —  i  premiers  termes,  les  ^j  —  a  termes  suivants,  les 
Y  —  jj  suivants,  ...,  les  v  —  ij.  suivants  ;  on  en  conclura  que  la 
somme  Sv  —  i  des  v  —  i  premiers  termes  de  la  série  («)  est  comprise 
entre  les  deux  quantités 

(a  —  i)  n^  -+-  (P  —  a)  «3  -h  (y  —  ?)  «.,  +  ...   -4-  (v  —  i^)  h,^, 
(a  —  I)  »,    +  '?  —  a)  u^  -+-  (y  —  p)  «^  -t-  ...   4-  (v  —  \x)  u^, 

ou  bien  égale  à  l'une  ou  à  l'autre. 

Si  maintenant  on  suppose  que  les  nombres  a,  jS,  y,  ...  forment 
une  progression  géométrique  de  /•  -h  1  termes,  dont  la  raison  et  le 
premier  terme  soient  égaux  au  nombre  entier  a,  plus  grand  que  i, 
on  aura 

P  —  7.  =  a(a  —  I ),      Y  —  p  =  (7-  (a  —  i ),      . . . ,      v  —  jj.  :=:  rt"" (a  —  i ) ; 

si  l'on  se  reporte  à  la  définition  de  la  série  (y)  et  si  l'on  désigne 
par  T„  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  série,  on  voit  qu'on 
a  établi  les  inégalités 

^i^^  T,  +  1  ^  Sv-i  g  (a  -  i)  (il,  +  ï,.). 


qui  contiennent  la  démonstration  de  la  proposition  énoncée  ;  en 
effet  si  la  série  (i')  est  convergente,  IV  reste  inférieur  à  un  nombre 
fixe,  donc  aussi  Sv—  i,  quel  que  soit  r  ;  comme  v  —  i  =  a''+  ^  —  i 
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peut  dépassser  Ici  nonihrc  qu'ini  Noudra.  la  soiimic  d'aiilanl  de 
termes  qu'on  voudra,  dans  la  série  (u),  est  inférieure  à  un  nondjre 
fixe  :  celle  série  est  convergente.  Au  contraire,  si  la  série  (y)  est 
divergente,  T^^.,  et  par  suite  S.—  ,,  peut  dépasser  tel  nombre 
qu'on  voudra  :  la  série  (ii)  est  divergente. 
En  jncnant 


"„  = 


on  a 

a"-  I 


la  série  (v)  est  une  progression  géométrique  dont  la  raison  est 
a—^,  convergente  si  a  est  positif,  divergente  si  a  est  nul  ou  néga- 
tif :  on  retrouve  le  ihèorcmc  du  numéro  précédent. 

98.  On  dit  qu'une  série  est  absolument  convergenle,  lorsque  la 
série  obtenue  en  y  remplaçant  chaque  terme  par  sa  valeur  absolue 
est  convergente.  Qu'une  série  absolument  convergente,  en  ce  sens, 
soit  convergenle  au  sens  qui  a  été  donné  à  ce  mot  au  début  de  ce 
chapitre,  c'est  ce  qui  a  été  déjà  démontré  n"  94.  Au  surplus,  on 
va  le  prouver  directement  et  démontrer  en  même  temps  que  la 
5on(//u' d'une  série  absolument  convergenle  est  la  différence  entre 
les  sommes  de  deux  séries  formées,  l'une  avec  les  termes  positifs, 
l'autre  avec  les  valeurs  absolues  des  termes  négatifs  de  la  série 
proposée. 

Soit  (S)  une  série  absolument  convergente,  contenant  une  infinité 
de  termes  positifs  et  de  termes  négatifs  ;  soient  (S)  et  (S)  les  deux 
séries  formées,  l'une  avec  les  termes  positifs  de  (S)  rangés  dans 
l'ordre  où  ils  se  présentent  dans  (S),  rautrcavccles  valeurs  absolues 
des  lermrs  négatifs  de  (S)  rangés  aussi  dans  Tordre  oi"i  ils  se  présentent. 
Soit  2i  la  sonune  de  la  série  formée  avec  les  valeurs  absolues  des 
termes  de  (S)  ;  soil  enfin  .s„  la  somme  des  n  premiers  tenues  de  (S), 
s'„  la  somme  des  n  termes  positifs  compris  parmi  ces  n  termes  et  s"„ 
la  somme  des  valeurs  absolues  des  n"  termes  négatifs  contenus 
dans  s„.  Un  a  : 
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Quand  /)  augmenle,  s'„  et  s,',  ne  diminuent  jamais  ;  quand  n  aug- 
mente indcMininient,  ces  mêmes  sommes  5,',  ets,'^,  toujours  infériem-es 
à  i.  tendent  vers  des  limites  S',  S"  et,  par  suite,  Sn  =  ■'^,',  —  s"^  tend 
vers  la  limite  S'  —  S";  il  est  d'ailleurs  bien  aisé  de  voir  que  S', 
S"  sont  les  sommes  des  séries  (S'),  (S")  ;  d'abord  ces  séries  sont 
convergentes,  puisque  la  somme  d'autant  de  termes  que  l'on  vou- 
dra, pris  dans  l'une  ou  dans  l'autre,  ne  peut  dépasser  2ii  ;  puis, 
quand  n  augmente  indéfiniment,  il  en  est  de  même  de  n'  et  de 
n",  sans  quoi  il  n'y  aurait  dans  i  S)  qu'un  nombre  limité  de  termes 
positifs  ou  négatifs  ;  donc,  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  5,'  et 
s'n,  c'est-à-dire  les  sommes  des  n'  premiers  termes  de  la  série  (S') 
d'une  part,  des  n"  premiers  termes  de  la  série  (S")  de  l'autre,  ne 
peuvent  tendre  vers  d'autres  limites  que  les  sommes  respectives 
S',  S"  de  ces  séries.  C'est  ce  qu'il  fallait  élablir. 

S'il  n'v  avait,  dans  la  série  absolument  convergente  donnée, 
qu'un  nombre  limité  de  termes  négatifs,  par  exemple,  la  somme  de 
la  série  serait  encore  S'  —  S",  en  conservant  à  S'  sa  signification  et 
en  désignant  par  S"  la  somme  des  valeurs  absolues  des  termes 
négatifs. 

99.  —  Dans  une  série  absolument  convergente,  on  peut,  sans 
changer  la  somme  de  la  série,  changer  l'ordre  des  termes. 

La  signification  qu'il  faut  attribuer  à  cette  expression  a  changer 
l'ordre  des  termes  »  a  été  précisée  au  n"  74,  à  propos  des 
suites. 

La  proposition  énoncée  a  été  établie  au  n"  95  pour  ce  qui  con- 
cerne les  séries  à  termes  positifs. 

Il  suffit  de  se  rappeler  qu'une  série  absolument  convergente  est 
égale  à  la  différence  entre  les  sommes  de  deux  séries  à  termes  posi- 
tifs formées,  l'une  avec  les  termes  positifs  de  la  série  proposée, 
l'autre  avec  les  valeurs  absolues  des  termes  négatifs,  et  d'observer 
que,  en  vertu  du  précédent  raisonnement,  les  sommes  de  ces  deux 
séries  restent  invariables  quand  on  modifie  l'ordre  de  leurs  termes 
pour  être  bien  assuré  qu'on  peut,  sans  changer  la  somme  d'une 
série  absolument  convergente,  changer  l'ordre  de  ses  termes. 

On  verra  plus  loin  qu'il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  séries  qui 
ne  sont  pas  absolument  convergentes.  Toutefois,  même  pour  celles- 
là,  il  est  clair  que  Ton  peut  changer  l'ordre  d'un  nombre  fini  de 
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termes,  car  alors,  à  partir  d'un  certain  rang,  les  sommes  des  n  pre- 
miers termes  ne  sont  pas  modiliées. 


100.  —  Les  conclusions  énoncées  à  la  fin  du  n"  95  entraînent 
évidemment  celles-ci  : 

Toute  série  dont  les  termes  sont  respectivement  égaux  ou  infé- 
rieurs, en  valeur  absolue,  aux  termes  de  même  rang  d'une  série 
convergente,  à  termes  positifs  ou  nuls,  est  absolument  convergente. 
La  somme  de  la  première  série  est  au  plus  égale,  en  valeur  abso- 
lue, à  la  somme  de  la  seconde. 

Une  série  absolument  convergente  reste  absolument  convergente 
quand  on  supprime  une  partie  de  ses  termes. 

La  série  obtenue  en  ajoutant  terme  à  terme  (n"  93)  deux  séries 
absolument  convergentes  est  de  même  absolument  convergente. 


II.  —  SERIES  A  ENTREE  MULTIPLE 


101.  —  Jusquici  on  a  alTeclé  chaque  terme  d'une  série  d'un 
indice  égal  au  rang  de  ce  terme,  cette  façon  d'écrire  n'a  rien  de 
nécessaire  ;  les  symboles 

l'o  H-   l'i  -+-    1-2  -f-   1-3  + 

l'— i  -+-  l'o        -+-  '•'i        H-  l'a        ^- 
l'i        +  1-3        H-  V..        -f-  l'-        -h 
sont  aussi  clairs  que  le  symbole 

ja  somme  des  n  premiers  termes  de  la  première,  de  la  seconde, 
de  la  troisième,  de  la  quatrième  série  seront  respectivement 
v^-^v^-^...-\-Vn  —  ^,V—^-\-v^^...  -t- y„_2,  i'_i -t-i'—o-i- ... -+-y_„, 
v,  -H  i',  H-  ...  -+-  vjn— i;  les  séries  seront  convergentes  ou  diver- 
gentes suivant  que  cette  somme  tendra,  ou  ne  tendra  pas.  vers  une 


102  INTRODUCTION    A    I.V    TllKORIE    DES    FONCTIONS 

limite.  <|ii;iiul  n  augnicnlc  indéfiniment.  Quand  il  s'agit  de  séries 
absolunicnl  con\crg:onles,  on  peut  aller  plus  loin  et  ne  tenir  aucun 
coniplo  de  l'ordre  des  termes  ;  il  y  a  un  intérêt  évident  à  présenter 
les  choses  de  fjiçon  que  l'idée  d'ordre  n'intervienne  plus,  au  moins 
sous  la  l'ornic  particulière  qu'on  lui  a  donnée  jusqu'ici. 


102.  —  Dans  le  chapitre  II,  on  n'a  considéré  que  des  ensembles 
dont  tous  les  éléments  étaient  distincts  :  Remarquons  qu'il  n'y 
aurait  aucune  diflicullé  à  concevoir  des  ensembles  où  plusieurs 
éléments  seraient  identiques  ;  pour  éviter  toute  confusion,  je  n'em- 
ploierai pas  le  mot  ensemble  dans  ce  cas,  je  le  remplacerai 
par  le  mot  agrégat  :  un  agrégat  sera  défini,  si  l'on  définit 
les  éléments  distincts  qui  y  figurent,  et  si  l'on  dit  de  chacun 
de  ces  éléments  combien  de  fois  il  y  figure  :  cette  notion  est  aussi 
claire  que  celle  d'ensemble  ;  elle  suppose  que  chaque  élément  ne 
figure  dans  l'agrégat  qu'un  nombre  fini  de  fois. 

Remarquons,  en  passant,  que  si  une  série  est  convergente,  un 
terme  (non  nul)  ne  peut  y  figurer  qu'un  nombre  fini  de  fois, 
puisque  le  if  terme  doit  tendre  vers  o  quand  n  augmente  indéfini- 
ment. Quant  aux  termes  nuls,  il  est  loisible  de  n'en  pas  tenir 
compte.  Dès  lors,  il  est  certainement  permis  de  parler  de  l'agrégat 
des  termes  d'une  série  convergente  ;  fait  partie  de  cet  agrégat 
chaque  nombre  qui  figure  comme  terme  dans  la  série  ;  il  figure 
dans  l'agrégat  autant  de  fois  que  dans  la  série.  Toute  idée  d'ordre 
a  disparu.  Ce  n'est  pas  toutefois  à  ce  point  de  vue  que  je  veux  me 
placer,  mais  bien  à  celui  d'où  l'on  a  considéré  les  suites.  Une 
suite^  a-t-on  dit,  est  définie  quand  le  terme  qui  se  trouve  à  un 
rang  n  est  défini,  quel  que  soit  le  nombre  naturel  n  ;  cela  revient 
à  dire  que  pour  définir  une  suite,  il  faut  faire  correspondre  à  chaque 
numéro  i,  2^  3,  ..,,  (à  chaque  élément  de  l'ensemble  des  nombres 
naturels),  un  nombre  déterminé,  le  terme  de  la  suite  dont  le  rang 
est  précisément  ce  numéro.  La  généralisation  est  immédiate.  Au 
lieu  de  l'ensemble  des  nombres  naturels,  concevons  un  ensemble 
quelconque  (E)  d'éléments  distincts  et  imaginons  qu'à  chaque  élé- 
ment de  cet  ensemble  on  fasse  correspondre  un  nombre  :  Si  l'on 
veut  réunir  tous  ces  nombres  par  la  pensée,  on  pourra  encore  donner 
le  nom  d'agrégat  à  leur  réunion  :  un  élément  de  l'agrégat  ne  sera  dé- 


i 
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lini  que  si  l'on  ilil  quelle  est  sa  valeur  et  à  quel  élément  de  rcnsemblc 
(H)  il  corres[)ontl.  L'idée  d'ordre  est  remplacée  par  l'idée  de  corres- 
pondance avec  un  ensemble  quelconque  ('j.  L'aji régal  de  nombres 
auquel  on  [);uvient  ainsi  [)cul  contenir  une  inlinité  de  termes  iden- 
tiques :  chacun  de  ces  termes  se  dislingue  des  autres  par  l'élément 
de-'(E)  auquel  il  correspond,  élément  que  l'on  peut,  si  l'on  veut, 
regarder  comme  un  indice  qui  aiïecle  le  terme  de  l'agrégat  cpii  lui 
correspond. 

Dans  les  applications  de  celle  idée  qui  vont  suivre,  applications 
qui  concernent  les  séries,  je  siq)poserai  toujours  que  l'ensemble  (E), 
dont  je  désignerai  par  o  un  élément  quelconque,  est  dcnomhrahle. 
A  part  cela,  l'ensemble  (E)  peut  être  quelconque  :  ce  peut  être 
lensemble  des  nondjres  naturels,  ou  l'ensemble  des  nombres 
entiers,  ou  l'ensemble  des  nombres  pairs,  ou  l'ensemble  des  sys- 
tèmes de  deux  nombres  entiers,  ou  l'ensemble  des  systèmes  de  p 
nombres  naturels,  etc..  ;  à  chaque  élément  o  de  (E)  correspond  un 
nond^re  ou  terme  que  je  désigne  par  Wp.  Puisque  (E)  est  dénom- 
brable,  on  peut  imaginer  mie  correspondance  parfaite  entre  cet 
ensend)le  et  l'ensemble  des  nombres  naturels  ;  en  supposant  que 
l'élément  ode  (E)  et  le  nombre  naturel  n  se  correspondent,  je 
désignerai  par  «„  le  même  nombre  que  i\^  :  On  peut  dire  alors  que 
les  termes  v  sont  rangés  dans  l'ordre  «,,  u.,^  ii.^,  ...  Si  l'on  adopte 
un  autre  mode  de  correspondance  entre  les  éléments  o  de  (E)  et 
les  nombres  naturels,  on  range  par  là-mcme  les  termes  t'^  dans 
une  autre  suite  L,,  Uo,  U;,,  ...,  qui  peut  se  déduire  de  la  suite 
«i,  Ui,  u^,  ...,  en  intervertissant  les  termes  (n"  74),  puisque  si 
l'on  désigne  par  n  et  'j>  {n)  les  nombres  naturels  qui  correspondent 
au  même  élément  o  de  (E)  dans  l'un  et  l'autre  mode  de  correspon- 
dance, la  suite  C'(i),  o  (2),  o  (3), ...,  ne  diffère  de  la  suite  i,  2,3,.  ., 
que  par  l'ordre  des  termes  et  que  l'on  a 

'^^>o  =  ""  =  'V 

Si  la  série  u,  -h  11.^  -~  ...  est  absolument  convergente,  sa  sonmie, 
(pii  ne  dépend  point  de  l'ordie  de  ses  termes,  est  égale  à  la  somme 
de  la  série  U,  H-  Lj  -i-  ...,   ou  de  toute   autre  série   formée  de  la 

(i)  Cî'cst  rcUc  mc-me  idée  de  correspondance  qni.  comme  on  le  verra  au 
chapitre  IV,  est  le  fond  de  l'idée  de  fonction. 
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même  laçon,  et  il  est  naturel  de  regarder  celle  somme  comme 
étant  la  valeur  du  symbole 

P 

auquel  je  conserverai  le  nom  de  série  ''absolument  convergente)  : 
on  dit  de  ce  symbole  que  la  sommation  y  est  étendue  h  tous  les 
termes  v^,  qui  correspondent  aux  divers  éléments  o  de  (E),  parce 
que  l'on  se  représente  grossièrement  sa  valeur  comme  étant  la 
somme  de  tous  ces  termes  ;  on  dit  aussi,  par  ellipse,  que  la  som- 
mation est  étendue  à  tous  les  éléments  o  de  (E),  en  entendant 
qu'on  fait  la  somme,  non  de  ces  éléments,  mais  des  nombres  i\^  qui 
leur  correspondent.  Je  dirai  de  cette  série,  et  de  sa  sonmie,  qu'elles 

sont  atlachees  à  l'ensemble  (E).  Si  la  série      >    u„,  formée  comme 

n=  I 

on  l'a  expliqué  au  moyen  des  nombres  v  ,  n'était  pas  absolument 
convergente,  il  n'y  aurait  pas  lieu  d'attribuer  au  symbole  >   Vp  une 

p 
signification  indépendante  de  la  correspondance  établie  entre  les 

éléments  de  (E)  et  les  nombres  naturels. 

n  =  35 

103.  —  Dire  que  la  série    ^  ii,,   est   absolument  convergente, 

'1=1 
c'est   dire,    en   désignant  par    u,,.  l'p,  les   valeurs  absolues   de  ii,,, 

Vç,  que  la  série  à  termes  positifs  ou   nuls   2_,  "«  ^^^  convergente 

n  =  I 

OU  encore  que  si  l'on  considère  l'ensemble  (S  )  dont  chaque  élé- 
ment est  la  somme  d'autant  de  termes  qu'on  voudra  pris  dans  la 

suite  ii[y  u'^,  u'„,  ...  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  la  somme 

d'autant  de  termes  qu'on  voudra  pris  (chacun  une  fois)  parmi  les 
nombres  i\  qui  correspondent  aux  éléments  de  (E),  cet  ensemble 
est  borné  en  haut.  La  borne  supérieure  de  cet  ensemble  (S')  est  la 

somme  de  la  série     2_,  "»  "^^  ^^  ^^^  veut,  la  valeur  de  la    série 

n  =   I 

2^  l'o.  attachée  à  l'ensemble  (E)  (n°  95)  ;  il  apparaît  clairement 
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que  celle  valeur  ne  dépend  pas  de  l'ordre  des  Icrrnes  de  la  série, 
de  la  correspondance  entre  les  élcmenls  o  de  l'ensemble  (  K)  et  les 
nombres  naturels. 

Si  aux  ('léiiienls  o  de  l'ensemble  (E)  correspondent  des  nombres 
positifs  ou  nuls  (ip,  si  la  série  ^   Op  est  convergente,  et   si   l'on  a^ 

0 

quel  que  soit  l'élément  o,  l'ô  ^  rtp,  la  série   7   l'p,  attachée  à  (E),  est 

P 
absolument  convergente,  et  la  valeur  absolue  de  sa  somme  ne  peut 

dépasser  ^  ap(n''100). 


104.  —  Supposons  toujours  que  la  série  2,  '^'p'  ^Hachée  à  (E), 

Q 

soit  absolument  convergente,  et  soit  V  sa  somme.  On  suppose, 
comme  plus  haut,  qu'il  y  ait  une  correspondance  parfaite  entre  les 
éléments  0  de  (E)  et  les  nombres  naturels/?,  ou,  si  l'on  veut,  qu'on 
ait  assigné  un  rang  n  à  chaque  élément  ^  de  (E),  et  Ion  désigne 
par  u„  le  nombre  l'p  qui  correspond  au  n^  élément  û  de  (Ej  ;  V  n'est 

autre  chose  que  la  somme  de  la  série     £,  ^^"■• 

Soit  'Ea)  un  ensemble  contenu  dans  E  ;  il  est  forcément  fini   ou 

dénombrable.  Le  symbole  ^   l'p,  où  la  sommation  est  étendue,  non 

P 
plus  aux  nombres  t'p  qui  correspondent  aux  éléments  de  (E)  mais 

seulement  à  ceux  de  ces  nombres  qui  correspondent  aux  éléments 
de  (Ea)  représente  encore  (n°  100)  une  série  absolument  conver- 
gente, attachée,  ainsi  que  sa  somme  u'a,  à  l'ensemble  (Ea).  Puisque 
(Ea)  est  dénombrable,  on  peut  en  faire  correspondre  les  éléments 
aux  nombres  naturels  i,  2,  ...,  ou,  si  l'on  veut,  les  ranger  dans 
un  cerlain  ordre.  Si  l'on  désigne  par  \i  ^^  le  même  nombre  que  v 
lorsque  'j  est  le  m"  élément  de  (E  ),  on  aura  évidemment 


Ceci  posé,  imaginons  qu'on  décompose  l'ensemble  (E)  en  un  nom- 
bre fini  /-d'ensembles  partiels  (E,),  (E^),  ...,  (Er)  sans  élément 
commun,  en  sorte  que  tout  élément  de  (E)  figure  dans  l'un  de  ces 
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ensembles  partiels  et  clans  un  seul,  qnc  tout  clément  qui  fij:nre 
dans  un  de  ces  ensembles  partiels  ligure  aussi  dans  (E)  ;  on  peut 
dire  encore  que  l'un  quelconque  des  ensembles  partiels  est  formé 
des  éléments  de  (E)  qui  ne  figurent  pas  dans  les  autres. 

Le  symbole  (E^)  représente  l'un  quelconque  des  ensembles  par- 
tiels (E,),  (E;),  ...  (E,),  en  supposant  que  a  prenne  les  valeurs 
I,  2.  ...,  /".  En  conservant  les  notations  précédemment  expliquées, 
c'est-à-dire   en   désignant   par    iv^  la  somme  de  la  série  ^    i\^  at- 

P 
tachée  à  l'ensemble  (E^).  on  a 

(1)  V  =  10 ^  H-  ii<^  -f-  ...  -i-  it\. 

Cette  proposition  ne  diiïère  pas  au  l'ond,  de  celle  du  n°  93  qui  se 
rapporte  à  la  somme  de  plusieurs  séries;  on  aura,  en  effet,  pour 
les  valeurs  i,  2,  ...,  /•  de  a 

et  par  conséquent  (n°  93) 

(2)  U'i    -T-  U'o  H-    ...    -+-  U'r  =  («1,1    -t-    «2,1    H-    ...    -H   «r,l) 

-r-  («1.2  -f-   «2,2    H-    ...    -^   ",-,2)   -(-••• 
-t-   ("l.m   -I-   "2.m    -i-    ...    -T-    ll,;m)    -^    •  • ,  '■, 

mais  la  série  qui  figure  dans  le  second  membre,  dont  le  m"  terme  est 
(a,  „,  -+-  «2, m  ~i-  •••  Ur,mj  Tcste  convergente  quand  on  supprime  les 

parenthèses  et  qu'on  y  regarde»^  o  (a  =  i,  2,  ...  ;■  :  .'i  =  1,2,  ) 

comme  y  occupant  le  rang  (^'i  —  i  /•  -+-  a  ;  cette  série,  après  la 
suppression   des   parenthèses,    n'est   autre  en    effet  que  la    série 

/^  Vp  OU  \^  Un  attachée  à  (Ei,  dans  laquelle  on  a  rangé  les  ternies 

p  n=  I 

dans  un  certain  ordre;  le  terme  de  rang  [^î,  —  i)  /•  -h  a  occupait 

n  ::=  00 

dans  ^  Un  le  rang  qu'occupe  dans  (E)  l'élément  0  qui  se  trouve 

être  le  ^i"  du  a^  ensemble  partiel  (E^).  La  série  >  Un  étant  absolu- 
ment  convergente,  il  en  est  de  même  de  celle  qu'on  en  déduit  par 
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l'inlcrvcrsion  tics  termes  cl,  en  pailiculicr,  de  celle  qui  fifi:ure  dans 
le  second  nicndjre  de  l'égalité  (2)  quand  on  a  supprimé  les  paren- 
thèses ;   dans  ces  conditions,  la  suppression  des   parenthèses  est 

légitime  (n°  90)  :  le  second  nienihre  de  l'égalité  (i)  est  égal  à  V  u^^ 

n=  I 

ou  à  V  et  l'égalité  (ij  est  hien  démontrée. 

Observons  en  passant  qu'on  retomberait  sur  la  proposition  du 
n°  98  si  l'on  prenait  r  =  a  et  si  l'on  conslituait  rcnscmble  (E,) 
avec  les  cléments  0  de  (E)  auxquels  correspondent  des  termes  l'o  po- 
sitifs, l'ensemble  (E^)  avec  les  éléments  0  de  (E)  auxquels  corres- 
pondent des  fermes  négatifs  ou  nuls. 

105.  —  Mon   but  est  maintenant  d'arriver  à  la  pro[)Osition  sui- 
vante. 

Supposons  qu'on  décompose  l'ensemble  (E)  en  une  infinité  dé- 
nombrable  d'ensend)les  [)arliels  sans  éléments  communs  (E,),  (E^;, 
...,  (E,,),  ...  :  il  faut  entendre  par  là  que  si  l'on  considère  un 
élément  quelconque  0  de  (E),  cet  élément  figurera  dans  un  des  en- 
sembles partiels  Œ,),  (E^),  .,.,  (E,,),...  et  dans  un  seul,  et  que, 
d'autre  part,  tout  élément  figurant  dans  un  ensemble  partiel  figure 
dans  (E)  ;  la  série 

«',   -r-  W.,  -f-  ...  -^  î/'„  -t-  ... 
où  iL\  désigne  toujours  la  somme  de  la  série  ^    r,  attachée  à  l'en- 
semble (Ea)  est  convergente  et  a  pour  somme  Y. 

Il  est  bien  aisé  de  se  rendre  compte  de  ce  qu'il  reste  à  démontrer 
pour  établir  cette  proposition  ;  soit  (8„)  l'ensemble  des  éléments  de 
(E)  qui  ne  figurent  ni  dans  (Ei),  ni  dans  (E^),  ...,  ni  dans  (E„)  et 

soit  W„  la  somme  de  la  série  ^  i\^  attachée  à  l'ensemble  (6„;  ;  on 
aura  par  le  théorème  précédent 

\  =-.  w^  ^  u'.^  -h  ...  H-  v'„  -+-  ^V„  ; 

il  reste  à  démontrei  que  n  grandissant  indéfiniment,  AN  „  tend 
vers  o. 

Cela,  connue  on  va  le  voir,   résultera  de  l'étude  du  cas  où  tous 
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les  nombres  i\  sont  positifs  ou  nuls  :  du  même  coup,  on  aura 
prouvé  que  la  série  n\  -t-  us  -+-.,.  est  absolument  convergente. 

106.  —  Au  lieu  de  raisonner  sur  le  cas  où  les  nombres  v^  sont 
positifs  ou  nuls,  je  conserverai  aux  symboles  v   leur  signification, 

en  supposant  toujours  que  la  série  ^   v,  attachée  à  l'ensemble  to- 

p 
tal  (E)  soit  absolument  convergente,   et  je  raisonnerai  sur  les  va- 
leurs absolues  y' des  nombres  y,  :  la  série    >  vL,  attachée  au  même 

p 
ensemble  (E),  est  convergente  ;  soit  V  sa  somme.  Soient  de  même 

U'g[  la  somme  de  la  série  partielle  ^   i\  attachée  à  l'ensemble  (Ea), 

0 

et  V\'n  la  somme  de  la  série  partielle   >   v^  attachée  à  l'ensemble 

p 
(8„),  on  aura  comme  précédemment,  par  le  théorème  du   n°  104 

V  =  w[    -H  7l>'^   -h   ...    -f-    IU'„  -4-    W„, 

d'où  il  résulte  déjà  que  la  série  w  -+■  iv'.,  -h  . . .  -+-  w'„  -+-...,  dont 
les  termes  sont  positifs  ou  nuls  est  convergente  et  que  sa  somme  est 
au  plus  égale  à  Y'.  Il  reste  à  prouver  que  l'on  a  lim.  AVJi  =  o. 

V  est  la  borne  supérieure  de  l'ensemble  (S)  dont  les  éléments 
sont  les  diverses  sommes  que  l'on  obtient  en  ajoutant  des  nombres 
u'g  qui  correspondent  à  des  éléments  différents  o  de  l'ensemble  (E). 

Quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  3,  il  y  a  dans  (S')  un 
élément  A  qui  est  plus  grand  que  V  —  £  :  A  est  la  somme  d'un 
nombre  fini  de  termes  vl^  correspondant  à  différents  éléments  o  de 
(E),  lesquels  figurent  dans  certains  des  ensembles  partiels  (E,), 
(E,),... 

Soit  m  le  plus  grand  des  indices  de  ceux  des  ensembles  (E,). 
(Eg),  ...  qui  contiennent  quelqu'un  des  éléments  o  de  (E)  auxquels 
correspond  un  de  ces  termes  i\  dont  la  somme  forme  A  :  chacun 

de  ces  termes  figurera  dans  quelqu'une  des  séries  7  y|.attachées 
aux  ensembles  (E,),  (E^),  ...,  (E,„),  séries  dont  les  sommes  respec- 
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tives  sont  w\,  w'.^,  ...,  «•„,  :  ou  aura  donc 

A  ^  w\  -+-  w'.^  -h  ...  ^  ir',n 
el,  a  forliori^  pour  n  ^  m, 

A  ^  ?t'',  H-  lu'.,  -t-  . . .  -f-  iv'„ 
et,  par  conséquent 

v  _  £  <  A  s  V'  —  w;,.       w;,  <  t 

sous  la  seule  condition  n  >•  nj.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Maintenant,  en  reprenant  les  notations  relatives  au  cas  général 
(n"  105),  il  est  clair  que  l'on  a 

I  w,  1  ^  n'\,  I  u-,  1  g  ?/-;. ....  1 7/'„  I  g  7ii,  I  w„  1  ^  w;. 

et  il  est  bien  prouvé  que  la  série 

"',   -l-   H'.-^  -f-   ...    +  »'„  -t-    ... 

est  absolument  convergente  et  a  pour  somme  V. 

107.  —  La  série  h»,  -+-  î<'^  -f- . . .  étant  absolument  convergente,  on 

peut  sans  changer  la  somme,  intervertir  comme  on  veut  l'ordre  de 

ses  termes  ;  cette  simple  remarque  permet  de  généraliser  encore  un 

peu  la  forme  du  théorème  qui  vient  d'être   démontré,   ce   qui  sera 

commode  pour  les  applications.  I\eprenons  l'ensemble  dénombrable 

(E)  auquel  est  attachée  la  série  absolument  convergente  ^  v^^  ;   on 

P 
l'a  décomposé  en  une  inflnité  dénombrable  d'ensembles  partiels, 

dont  on  a  représenté  l'un  quelconque  par  (E^),  l'indice  a  pouvant 
prendre  toutes  les  valeurs  i,  2,  ...  qui  constituent  l'ensemble  des 
nombres  naturels.  Cette  dernière  supposition  a  été  introduite  pour 
la  commodité  de  la  démonstration,  mais  n'a  rien  d'essentiel.  On 
peut  tout  aussi  bien  imaginer  que  a  représente  un  élément  quel- 
conque d'un  ensemble  dénombrable  (A)  d'objets  distincts,  en  re- 
gardant toujours  H'^  connue  la  somme  de  la  série  ai)Solument  con- 
vergente ^  r,  attachée  à  l'ensemble  (E^).  De  cette  façon,  à  chaque 

p 
élément  a  de  l'ensemble  (A)  correspond  un  nombre  déterminé  tr^, 

et  il  sera  permis  de  parler  de  la  série  absolument  convergente 
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^    ir^  attachée  à  l 'ensemble  (A.),  série  qui  ne  dilVércra  que  par 

a 

l'oitlre  des  termes  de  la  série  u\  -+-  u\,  -h  ...  sur  lariuelle  ont 
roulé  les  raisonnements  antérieurs.  —  On  est  ainsi  amené  à  la 
forme  générale  que  voici  tle  la  proposition  qui  a  lait  l'objet  des 
numéros  précédents. 

Soit  (E)  un  ensemble  tlénombrable  d'objets  distintes  o,  auquel 

est  attachée  une  série  absolument  convergente  '^  l'o  ;  soit  (A)  un 

p 
autre  ensemble  dénombrable  d'objets  distincts  a  ;  supposons  que  l'en, 
semble  (E)  soit  décomposé  en  une  infinité  dénombrable  d'ensembles 
partiels  (Ey.\  sans  élément  commun,  dont  chacun  corresponde  à  un 
élément  a  de  l'ensemble  (A)  :  on  entend  par  là  que  chaque  élément 
de  (E)  figure  dans  l'un  des  ensembles  partiels  (Ea)  et  dans  un  seul, 
et  que  tout  élément  de  l'un  quelconque  (Ea)  des  ensembles  partiels 
figure  dans  l'ensemble  (E).  A  chacun  de  ces  ensembles  (Ea)  est 
attachée  une  série  absolument  convergente  ^  l'o,  où  il  est  entendu 

0 

que  la  sommation  est  étendue  à  tous  les  éléments  de  l'ensemble 
(E^)  ;  soit  H'a  la  somme  de  cette  série  ;  à  chaque  élément  a  de  l'en- 
semble (A)  correspond  un  nombre  rv^  ;   la  série    7    w^  attachée 

ainsi  à  l'ensemble  (A),  où  la  sommation  est  étendue  à  tous  les  élé- 
ments de  (A),  est  absolument  convergente  et  sa  somme  est  égale  à 
la  somme  de  la  série  ^   i\  attachée  à  l'ensemble  (E). 

Dans  le  cas  où  tous  les  termes  i\  de  la  série  ^  y^,  attachée  à  (E) 

sont  positifs  ou  nuls,  lors  même  qu'on  ne  sait  rien  sur  la  conver- 
gence de  la  série  attachée  à  (E),  si  l'on  reconnaît  sur  chaque  série 
attachée  à  un  ensemble  partiel  (Ea)  qu'elle  est  convergente,  sa 
somme  iv^  est  alors  un  nombre  positif  ou  nul;    si  l'on  reconnaît 

enfin  que  la  série   >    u\,  attachée  à  l'ensemble  (A)  est  convergente, 

a 

on  peut  affirmer  la  convergence  de  la  série  ^   v^  attachée  à  (E)  ;  en 

efTet  si  l'on  prend  autant  de  termes  que  l'on  veut  dans  celte  der- 
nière série,  chacun  de  ces  termes  figure  dans  quelqu'une  des  séries 
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ayant  pour  somme   l'un  des   nombres  ii\,  et    la   somme   de   ses 
termes  ne  dépasse  ni  la  somme  de  ces  nombres  n\,  ni,  a  fortiori 

la  somme  ^    u\.  L'ensemble  dont  les  éléments  sont  des  sommes  de 


termes  pris  dans  la  série  attachée  à  l'ensemble  (E)  est  donc  borné  en 
haut.CcHt^sé 

la  série  ^  "' 


haut.CcHt?  série  est  convergente  et  sa  somme  est  égale  à  la  somme  de 


Mais,  si  les   nombres   v^    n'élaienl   pas    tous  de   même    signe, 

on    ne    pourrait    conclure    la    convergence   absolue    de    la    série 

>   l'o  attachée  à  l'ensemble  (E)  ni  de  la  convergence  absolue  des 

séries  partielles  attachées  au\  ensembles  (l'^a)?  ni  de  la  convergence 
absolue  de  la  série  ^^  ii\  allachée  à  l'ensemble  (A). 

a 

Dans  ce  cas  on  se  reportera  à  la  série  ^   v'p  formée  par  les  va- 

P 
leurs  absolues  des  termes  de  la  série  ^   i'^.  Si  l'on   parvient,  par 

un  procédé   quelconque  à  démontrer  la  convergence  de    la  série 
2,  vl  attachée  à  (E),  par  exemple  en  constatant  d'abord  la  conver- 
p 
gence  des  séries  2,  ^'p  attachées  aux  ensembles  partiels  (Ea),  puis  la 

convergence  de  la  série    >   xr^  attachée  à  (A),  dont  les  termes  sont 

a 

respectivement  les  sommes  des  séries  précédentes,  on  sera  bien 
certain  que  la  série  ^    Cp  attachée  à  (E)  est  absolument    conver- 

p 
génie.  Cette  remarque  sera  appliquée  dans  les  n"^  lH  et  112. 

108. —  Supposons,  comme  premier  exemple,  quel'ensendjle  (E) 
soit  l'ensemble  des  nombres  entiers  (négatifs,  nuls  ou  positifs).  Le 
signe  0  désignera  alors  un  quelconque  de  ces  nombres  entiers, 
l'o  est,  par  hypothèse,  déterminé  pour  chaque  valeur  entière  de  o  : 
on  peut  établir  la  correspondance  entre  chaque  nombre  o  et  chaque 
nombre  naturel  n  comme  on  l'a  expliqué  au  n"  70,  en  supposant 
les  nombres  o  rangés  dans  la  suite  o.  i,  —  1,2,  0 —  2,  ...  et  en 
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faisant  correspondre  à  chaque  nombre  a  le  rang  n  qu'il  occupe  dans 

fl  =  00 

cette  suite  ;  la  série  ^    n„  peut  alors  s'écrire 


l'o  H-  i'_i  H-  l'i  -H  l'o  -4-  v_o  -f-  ....  ; 

Si  on  la  suppose  absolument  convergente,  elle  est,  d'après  le 
théorème  précédent,  ou  tout  simplement  en  vertu  des  n""  93  et  90, 
la  somme  des  deux  séries 

î'o  -^  u_  i  -h  i'_2  -^  .,.  =  V  r-p 

p  =0 


l'i  -h  (',  -I-  y„  -t-  ... 


>    l'o 


qui  sont  elles-mêmes  absolument  convergentes.  Cette  somme  se 
représente  par  le  symbole 

\    l'o. 

p  = CO 

Tl  importe  de  remarquer  que  ce  symbole  s'emploie  lors  même 
que  la  série 

l'o  -h  l'i  -t-  i'_i  -h  V^  -+-    l»_2H-  ... 

n'est  pas  absolument  convergente.    Toutes  les  fois  que  les  deux 
séries  partielles      2_,  ^'?^    ^  ^'p  ^^^^  convergentes,  même  sans  l'être 

pz^O  p^  I 

absolument,  mais  seulement  lorsque  ces  deux  séries  sont  conver- 
gentes, on  emploiera  le  symbole 

p=:-|-ao 

'V    Vo 
0=  —  co 


pour  représenter  la  somme  de  leurs  sommes.  Le  terme  auquel  on 
fait  commencer  les  deux  séries  partielles  n'a  d'ailleurs  pas  d'impor- 
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tance  :   si  les  deux  séries   écrites  sont  convergentes    il  en  est  de 
même,  par  exemple,  des  deux  séries 

V,,  -h  IV-l    +  Vj,_.,  -+-    ...    -+-  l'o   -I-   l'_i    -+-   V_2   -H    .... 

dont  les  sommes  respectives  peuvent  s'écrire 

p  =  —  00         p^r  p  =  +  »         .-=p 

>   l'o  H-    ^    vo,  7   ^'o  —     7  »'o  : 

p  =  0  =:l  P=I  P=I 

la  somme  de  leurs  sommes  est  encore 

0^+00  p  =  +  oo  p  =  +  oo 

V   l'p  H-         '^   fp  =        V  vp  . 

p  =  0  p=i  p  =  —  00 

Toujours  sous  la  supposition  de  la  convergence  des   deux  séries 
partielles,  il  est  clair  que  la  somme 


fo 


peut  être  regardée  comme  la  limite  pour  \i  infini  de  la  somme  de 
2/)  -f-  I  termes, 

P  =  +  /' 

P  =  — /> 

mais  cette  limite  pourrait  très  bien  exister  sans  que  les  deux  séries 
partielles  fussent  convergentes  ;  c'est  ce  qui  arriverait,  par  exemple, 
si,  quel  que  fût  le  nombre  naturel/),  on  avait  v_y  ■=  —  i\,  :  la 
somme  précédente  serait  toujours  égale  à  v^  ;  elle  aurait  v^  pour 
limite,  et  cependant,  la  série  y,  -^  v^-\-  v^  -\-  ...  pourrait  très  bien 
être  divergente.  Si,  au  contraire  les  deux  séries  partielles  sont  con- 
vergentes, il  est  clair  que,  en  désignant  par  />,  q  deux  nombres 
naturels  quelconques,  la  somme 


P  =  p 
■P 

9 


V,, 
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tond  vers 


p  =  4-oc 
p  ^  —  co 


pourvu  (|ue  y)  et  q  grandissent  indéllninienl. 

109.  —  Comme  second  exemple,  je  vais  considérer  le  cas  oii 
lensemble  (E)  est  soit  l'ensemble  des  systèmes  (a,  jS)  de  deux 
nombres  entiers  a,  ^3,  soit  une  partie  de  cet  ensemble,  d'oii  l'on 
aurait  exclu  certains  systèmes  (y.,  fj)  en  nombre  fini  ou  infini.  Le 
signe  0,  qui  désigne  un  élément  quelconque  de  l'ensemble  (E)  peut 
alors  être  remplacé  par  le  système  (a,  |'B)  :  On  suppose  toujours 
établie  une  correspondance  parfaite  entre  l'ensemble  (E)  et  l'en- 
semble des  nombres  naturels  n  ;  à  cbaque  élément  "(a,  fj)  de  (E)  est 
attacbé  un  nombre  v^  g  et  Ton  suppose  encore  u,,  =  l\^  3  toutes 
les  fois  que  l'élément  (a,  -î)  de  (E)  et  le  nombre  naturel  n  se  cor- 
respondent ;  enfin   on  suppose  absolument    convergente   la   série 

^  u„  OU    >*  l'o,  que  l'on  représente  aussi  par  le  symbole 


^«,?. 


On  peut  s'aider  de  la  représentation  géométrique  expliquée  au 
n"  75  ;  qu'on  se  représente  le  plan  décomposé  en  carrés  au  moyen 
de  deux  systèmes  de  droites  parallèles  ;  les  droites  d'un  système 
étant  perpendiculaires  aux  droites  de  l'autre  ;  cbaque  file  horizon- 
tale est  numérotée  au  moyen  d'un  nombre  entier  ce  (positif,  nul, 
ou  négatif)  ;  chaque  file  verticale  au  moyen  d'un  nombre  entier  ^3  ; 
chaque  carré  porte  ainsi  deux  numéros  a,  fi,. 

On  imaginera  que  chaque  nombre  i\  3  est  inscrit  dans  la  case 
qui  porte  les  deux  numéros  a,  f>.  Si  l'ensemble  (E)  ne  contient  pas 
tous  les  systèmes  a,  ^v,  certaines  cases  resteront  vides  ;  des  files 
entières,  soit  horizontales  soit  verticales  peuvent  rester  vides  :  la 
file  horizontale,  numérotée  7.^  serait  vide  si  tous  les  systèmes  (a,  jS) 
dont  le  premier  nombre  est  a^  devaient  être  exclus.  Lucas  fréquent 
est  celui  on  l'ensemble  (E)  ne  contient  que  les  systèmes  {a,  f,)  for- 
més de  deux  nombres  naturels  ;  alors  on  peut,  au  lieu  du  tableau  à 
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double  entrée,  à  extension  indéfinie  dans  tous  les  sens,  se  liy;iircr 
un  lahlcauà  double  entrée  liniilé  en  bas  et  à  gauche,  s'ctendant  in- 
délininient  vers  le  haut  et  vers  la  droite  :  tout  cela  a  été  explique 
au  n°  75.  Enfin  on  peut  supposer  que  les  cases  pleines  soient  nu- 
mérotées au  moyen  d'un  seul  numéro  et  employer  pour  cela  les 
nombres  naturels  i,  2,  ...  :  ce  double  mode  de  numérotage  permet 
de  réaliser  la  rorres[)ondance  parfaite  entre  l'cnscndjle  (K)  et  l'en- 
semble des  nombres  naturels. 

Tout  ceci  rap[)elé,  considérons  une  valeur  particulière  de  a  et 
désignons  par  (l^^a)  l'ensemble  des  systèmes  (a,  fb)  011  le  premier  in- 
dice a  celle  valeur  particulière  (')  ;  l'ensemble  (E»)  est  contenu  dans 
(E).  L'ensemble  (E)  peut  être  ainsi  regardé  comme  étant  décompose 
en  une  infinité  dénombrable  d'ensembles  partiels  (Ea),  que  l'on  ob- 
tient en  donnant  à  l'indice  a  toutes  les  valeurs  entières  possibles, 
ou  au  moins  toutes  celles  qui  ne  servent  pas  à  numéroter  une  iile 
horizontale  entièrement  vide.  Les  nombres  i',,^  qui  sont  contenus 
dans  la  file  horizontale  numérotée  a,  sont  tous  afieclés  du  même 
premier  indice  a,  ils  se  distinguent  par  le  second  indice  jj,  dont 
les  valeurs  diverses  forment  un  ensemble  fini  ou  dénombrable. 
(Ea)  désigne  l'ensemble  des  systèmes  (a,  fj)  où  le  premier  in- 
dice a  une  valeur  fixe  a,  tandis  que  le  second  indice  prend  toutes 
les  valeurs  possibles  non  exclues  :  L'ensemble  dénombrable  des  en- 
sembles partiels  (Ea)  reproduit  évidemment  l'ensemble  primitif  (E), 
qui  est  donc  bien  composé  des  ensembles  (Ea)  ;  à  chacun  de  ces 
ensembles  (Ea)  est  attachée  une  série,  dont  les  termes  sont  les 
nombres  l'a.p  placés  dans  les  cases  de  la  file  horizontale  qui 
porte  le  numéro  a,  série  qui  est  absolument  convergente,  puis- 
qu'elle ne  contient  qu'une  partie  des  termes  de  la  série  absolument 

convergente  \   i'a,;2  ;  soit  iCz  la  somme  de  la  série  attachée  à  l'en- 

semble  (Ea).  Le  nombre  u'a  est  ainsi  attaché  à  l'indice  a  ;  les  \aleurs 
non  exclues  de  cet  indice  forment  un  ensemble  dénombrable  (A) 
auquel  est  attachée  la  série  absolument  convergente  ^   u'a,  dont 

a 

la  sonmic  est  égale  à  celle  de  la  série  ^   i'a,;iallachée  à  (E). 


('1  Si  tous  CCS  syslômes  devaient  cire  cvclu;,  l'ensemble  (Ea)  n'existerait  pas. 
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On  se  représente  les  choses  d'une  façon  commode,  malgré  son 
incorrcdion.en  imaginant  que  pour  ftûre  la  sommcde  tous  les  nom- 
bres j'a.a  du  tableau  à  double  entrée,  on  a  fait  d'abord  la  somme 
Wx  de  tous  les  termes  contenus  dans  une  même  fde  horizontale,  puis 
la  somme  de  tontes  les  sommes  partielles  îCa. 

Il  est  clair  qu'on  aurait  pu  tout  aussi  bien  faire  les  sommes  des 
termes  contenus  dans  chaque  file  verticale,  puis  la  somme  de 
toutes  les  sommes  pailiclles  ;  on  aurait  obtenu  le  môme  résultat, 
la  somme  de  la  série  absolument  convergente  ^  t'^  o . 

Plaçons-nous  dans  le  cas  où  aucun  des  systèmes  (a,  ^i)  n'est 
exclu,  oïl  les  lettres  a,  j's  doivent  prendre  séparément  toutes  les 
valeurs  entières,  et  où,  ainsi,  aucune  case  du  tableau  à  double 
entrée  n'est  vide  :  on  peut  toujours,  d'ailleurs,  se  mettre  dans  ce 
cas,  quitte  à  mettre  des  zéros  dans  les  cases  vides. 

On  pourra  alors  écrire,  en  adoptant  les  notations  expliquées 
dans  le  n'  108. 


?  =  +  ^ 


^,  f' 


V. 


=  +  oo 
V    y, 


*  =  -(-oo    /|j  =  -f-oo 

"V     /       V 


a  =  —  00 


a=  —  co    \4  =  —  X 


le    dernier    membre    a,    par    définition,    la    même    signification 
que  ^  H'a.  En  supposant  toujours  que  la  série  proposée  est  abso- 

a  =  -f-  00 

lument  convergente,  on  peut  écrire,  d'après  les  explications  qui 
précèdent 


?  =  +°o 


y   r. 


\? 


Si  l'ensemble  (E)  au  lieu  d'être  formé  de  tous  les  systèmes  {(/.,  fî,) 
où  a,  [j  sont  deux  nombres  entiers,  était  formé  de  tous  les  systèmes 
(a,  /5)  où  Oi,  [j  sont  deux  nombres  naturels,  et  si  la  série  attachée  à 
(Ej  était  toujours  absolument  convergente,  on  écrirait  de  même 
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Supposons  que  rcnsemble  (E)  soit  l'ensemble  des  systèmes 
(a,  j3_,  y)  de  trois  nombres  naturels,  positifs,  nuls  ou  négatifs.  A 
chacun  de  ces  systèmes  correspond  un  terme  l'a.^.y  et  l'on  suppose 
toujours  que  la  série 

étendue  à  tous  les  éléments  de  cet  ensemble  soit  absolument  con- 
vergente. On  peut  prendre  pour  ensemble  partiel  (Ea)  l'ensemble 
des  systèmes  (a,  ^3,  y)  pour  lesquels  a  a  une  valeur  fixe  ;  si  l'on  dé- 
signe alors  par  w^  la  somme  de  la  série 

a  =  4-  00 
la  somme  de  la  série  proposée  sera  encore   >   u'x  ou,  si  l'on  veut. 


=  — X  3  =  — X     \v  =  _30  /        I 


on  peut  continuer  ainsi. 

Au  lieu  d'écrire,  avec  le  sens  qui  vient  d'être  expliqué, 


V 


on  écrit  plus  simplement,  et  avec  le  même  sens, 


7i=  +00      ^=4-'» 

a  =  —  00    p  =  —  00 


a=-j-=^    ?  =  +  *   •{=-\-<x) 


110.  —  Il  convient  de  remarquer  que  l'emploi  de  ces  symboles  est 
légitime  lors  même  qu'on  n'a  plus  alTairc  à  des  séries  absolument 
convergentes,  sous  des  conditions  que  je  me  contenterai  d'énoncer 
pour  le  premierdeces  symboles,  celui  qui  comportedeux  signes^  . 
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1°  On  suppose  que  la  série 


^^  +  00 


«.P 


est  convergente  quel  que  soit  a,  c'est-à-dire  (n"  108),  que  les  deux 
séries 


+  CO 


sont  convergentes. 

2"  En  désignant  par  tt'a  la  somme  de  la  série   7  w^^^,  on  sup- 
pose  que  la  série 


est  convergente  :  la  somme  de  cette  série  est  la  valeur  de  la  somme 
double 

a  =  -\-oo    p  = -|- 00 

V         V  .  . . 

a=' — oc    p  =  —  00 

Msàs  lorsqu'on  n'a  pas  atTaire  à  des  séries  absolument  conver- 
gentes, l'égalité 

a  ^=  -\-  ^  ^  =  -\-  00  3=z-|--o    a  =  4-oo 

a^  —  00   p  =  — -co  ?=^  —  coa  =  —  ce 

OÙ  le  second  membre  doit  être  défini  comme  on  a  fait  le  premier,  n'est 
pas  toujours  vraie  ;  il  peut  même  arriver  que  le  second  membre  n'ait 
plus  de  signification  ;  on  ne  peut  plus  affirmer  non  plus  que  l'un 

n  =  00 

ou  l'autre  membre  soit  égal  à  la  somme  ^  ««  de  la  série  dont 

1  =  1 
les  termes  sont  les  nombres  Ua,  p,  rangés  dans  une  suite  linéaire,  et 
cette  dernière  série  peut  n'être  pas  convergente. 

On  donne  souvent  le  nom  de  séries  à  double,   triple,  ...  entrée, 
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de  sommes  doubles,  triples,  ...  à  des  expressions  telles  que  celles 
que  l'on  vient  de  considérer. 

111.  —  Considérons  la  série  7  x^  "^  '^,  où  l'on  suppose  que  les 

"^  .  .  . 

systèmes  (a,  ^j)  sont  formés  de  deux  entiers  positifs  ou  nuls,  d'ail- 
leurs quelconques.  Cette  série  est  absolument  convergente  quand  on 
a  1  ,/■  I  <!  1,  ainsi  qu'il  résultera  du  calcul  même  qui  fournit  sa 
somme,  en  regardant ./;  comme  positif.  On  a 

V  ,-  +  ?=  ,-  V  -.^  _     ^^ 


a  ==  00 


^  ^     I  —  x  "  I  —  a-      — ^  {i  —  xf 

a,  |3  a  =z  o  a  =::;  o 

En  rangeant  les  termes  de  la  série  dans  le  tableau 

I  H-  j  -h  ar^  +  a;'  +  ... 

-r-  X  -\-  x^  -+-  .x^  -h  ... 

-+-  a;-  -H  x^  -r-  ... 

-^  x^  -h  ... 

et  en  faisant  les  sommations  par  lignes  verticales  on  trouve  la 
série 

I  -t-  2  r  -1-  3  X-  -h  4  x^  -H 

qui,  ainsi,  est  absolument  convergente,  sous  la  supposition  \x\<ii, 

et  qui  a  pour  somme . 

(I— ./•)' 
On  peut  observer  que  l'ordre  adopté  dans  le  tableau,  revient  à 

faire  correspondre  à  l'ensemble  des  systèmes  de  deux  nombres  en- 
tiers positifs  ou  nuls  (a,  ^'5)  l'ensemble  des  systèmes  de  deux  nom- 
bres positifs  ou  nuls  (p,  rj),  pour  lesquels  on  a/)  ^  q,  par  les  con- 
ditions p  =  7.,  (j  ^=  ry^  -}-  1^  ou  a  =  p,  [j  =  ({  —  />,  on  a  alors 

q  =  co    p  ^  q  7  =  co 

*>  p  l>,  q  q:=  o  p  =  o  7  ;=  o 
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On  arrive  au  même  résultat  en  transformant  la  série  à  double 
entrée  dans  une  série  simple,  d'après  cette  convention  que  le 
terme  .t'  "^  ^  précédera  le  terme  s^  +  ^  si  l'on  a  a  h-  j^i  >  a'  -i-  j3', 
et  en  groupant  ensemble  les  n  -f-  i  termes  égaux  pour  lesquels 


{'j  a  la  valeur  n. 


112.  —  Considérons  la  série  ^  x^  oii  les  systèmes  (a,  jj)  sont 

a.  ? 

formés  de  deux  nombres  naturels  :  cette  série  est  encore  absolu- 
ment convergente  quand  on  suppose  |  x  ]  <  i,  ainsi  qu'il  résul- 
tera du  calcul  suivant  en  supposant  x  positif.  On  a 


E-'^=  2  (^ 


Si  l'on  groupe  ensemble  les  termes  égaux  pour  lesquels  a^S  est 
égal  à  un  nombre  naturel  n,  on  voit  de  suite  que  le  nombre  de  ces 
termes  est  le  nombre  o\,  de  diviseurs  de  n,  en  sorte  que  l'on  a 


V 

.7" 

■x=^  I 

1 

—  x' 

d'après  la  démonstration  même,  on  est  assuré  que  la  série  qui 
figure  dans  le  second  membre  est  convergente,  sous  la  condition 
\x  \<^\.  ^s.  doit  être  pris  égal  à  i  ;  si  /i  est  un  nombre  premier, 
(?„  est  égal  à  2. 

Considérons  encore  la  série  ^  ( —  i)?  —  i  js-^C^?  —  i  ',  où  les  sys- 

tèmes  ''a.'B)  sont  formés  de  deux  nombres  naturels  :  elle  est  ab- 
solument convergente  sous  la  supposition  |  x  ]  ><  i,  puisque  si  l'on 
réduit  les  termes  à  leurs  valeurs  absolues,  elle  ne  comportera 
qu'une  partie  des  termes  de  la  série  précédente.  On  a 


2'- 

-I)?-' 

:r^  "^^  —  0 

_   V 

=^.1^ 

a=  I 

_    V 

(-0 


=  I  _J         a=  I 

V  ^:c(2:i-i)  U  V  ^-  0"   '^\ 
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L'itlcnlilé 


a=  I  |ï=  I 


est  celle  (|uc  j'avais  en  vue.  Ici  encore,  11  serait  iiatuiel  de  grouper 
ensemble  les  termes  pour  lesquels  a  [n  fb —  i)  est  égal  à   // ;   le 

n  ^  oc 

coefTicient  y„  de  .r"  dans  la  série  ^   y,,  .r"  que  l'on   obtient  ainsi 

n  =:   I 

apparaît  comme  l'excès  du  nombre  de  diviseurs  impairs  de  n  qui 
sont  de  la  forme  ^  p  -^  i  sur  le  non)bre  de  ces  diviseurs  qui  sont 
de  la  forme  '\  p  —  i.  Kn  particulier  si  n  est  un  nombre  premier  de 
la  forme  \  p  —  i,  dont  les  deux  seuls  diviseurs  impairs  sont  i  et 
4  p  —  I ,  y,!  est  nul  ;  si  n  est  un  nombre  premier  de  la  forme  4  />  -l-  i  » 
y„  est  égal  à  2.  On  démontre  que  y„  représente  en  général  le  nom- 
bre de  systèmes  distincts  d'entiers  positifs  ou  nuls  [a,  v)  qui  vérifient 
l'égalité  a-  H-  v'^  =  n,  ce  nombre  étant  toutefois  diminué  d'une 
unité  quand  n  est  carré  parfait.  Celle  propriété  tlu  coellicient  y„, 
résuite  très  facilement  d'une  identité  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  (').  Mon  seul  but  en  l'énonçant  est  d'indiquer  au 
lecteur  l'un  des  points  où  la  théorie  des  nombres  et  les  théories 
analytiques  se  rencontrent. 


113.  —  On  peut  ranger  tous  les  nombres  naturels  autres  que 
un,  dans  un  tableau  à  double  entrée,  que  le  lecteur  s'imaginera 
très  facilement  s'il  veut  bien  se  reporter  à  la  façon  dont  on-  apprend, 
en  arithmétique,  à  former  une  table  de  nombres  premiers.  Dans 
chaque  ligne  horizontale,  les  nond)res  se  suivront  par  ordre  de 
grandeur  croissante.  La  première  ligne  horizontale 

2.  II.  G.  8.  ... 


(i)  Voir,  par  exemple,  dans  les  Éléments  de  la  Ibcorie  des  fonctions  elliptiques 
•le  MM.  T.v>NEnY  et  Molk  (Paris,  (laulliicr-Viliars)  les  furmuios  CX;,  LWl), 
XXXVIi  et,  même  ouvrage,  t.  IV,  p.  2O0. 
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conlionl  tous  les  noml)res  pairs;  11  n'\  aura  plus  de  nombres  pairs 
clans  les  lignes  sviivanles.  La  seconde  ligne 

3 .  () ,    I  ') ,   3  1,    ... 

contienl  tous  les  nombres  impairs  divisibles  par  3  ;  de  tels  nombres 
ne  figurent  pas  dans  les  lignes  suivantes.  La  troisième 

ô.  20,  35,  55,  ... 

contient  tous  les  nondjres  qui  sont  divisibles  par  5  sans  l'être  par  2 
ou  par  3.  La  if  ligne 

p,p\  ... 

commence  par  le  n"  nombre  premier  p  (')  et  contient  tous  les 
nombres  naturels  divisibles  par  p.  qui  ne  sont  pas  divisibles  par 
un  nombre  plus  petit  que  p  :  en  sorte  que,  si  l'on  divise  par^j  les 
termes  de  cette  n"  ligne,  on  obtiendra  comme  quotients  tous  les 

termes  de  la  suite  i,  a,  3,  \,  qui  ne  figurent  dans  aucune  des 

n  —  I  lignes  précédentes. 

Ceci  posé,  soit  /•  un  nombre  positif  plus  grand  que  i,  affectons 
de  l'exposant  —  /■  tous  les  termes  de  la  suite  a,  3,  4»  .••  ou,  ce  qui 
est  la  même  chose,  tous  les  éléments  du  tableau  à  double  entrée 
précédemment  défini  ;  Soit  enfin 

I         I         I 
r       2'       3' 

le  second  membre  est,  comme  on  sait,  une  série  convergente  et  l'on 
a  défini,  dans  ce  qui  précède,  un  mode  particulier  de  transforma- 
tion en  série  à  double  entrée  de  la  série 

I  I         I 

2'         o'         4' 

Faisons  les  sommes  des  séries  partielles  répondant  à  chaque  li- 
gne horizontale  du  tableau,  et  désignons  en  général  par  s,,  la 
somme  des  éléments  de  la  ligne  qui  commence  par  le  nombre  pre- 
mier/) :  soit  encore  y/  le  nombre  premier  immédiatement  inférieur 

(i)  On  ne  considère  pas  i  comme  nn  nombre  premier. 
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l\  p',  la  loi  cro|)rès  laquelle  on  a  formé  le  tableau  Otuniil  imniédia- 
tement  les  égalités  suivantes. 


Sp  =  -,.  (*■  —  So  —  S3 


=  M'-^0(--^)('-5^)-('-;^)- 

Lorsque/)  augmente  indéfiniment  la  sommes^  -+-53  -+-  ...  -\-  s^, 

....  ,,,.111 

a  pour  Imiite  la   somme   s  —  i   de  la  senc  — :  -i-  ^^  -^  77  +  ...  ; 

la  quanlil('' 

s S^  —  S3  —  s.  —  ...  —  S^,'  =  p'^i, 

a  donc  pour  limite  l'unité;  par  conséquent  le  produit  infini 

oii  figure,  dans  les  dénominateurs,  la  suite  des  nombres  premiers, 
a  pour  valeur  l'inverse  de  la  série 

où  figure,  dans  les  dénominateurs,   la  suite  des  nombres  naturels. 
114.  —  Supposons  que  les  deux  séries 
\  an,  y,  b„. 


1=^  I 


dont  je  désignerai  les  sommes  respectives  par  .\  et  B  soient  abso- 
lument convergentes,  la  série 

\i      ,  a  r=  I,  3,  3,  ..., 

^^   ^  Pz=  I.  2,  3.  .... 
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est  absolument  convergente,  comme  il  résulte  immédiatement,  clans 
le  cas  où  les  nombres  a^,  63  sont  tous  positifs  ou  nuls,  des  éga- 
lités 


Si  maintenant  on  écrit  la  série  ^^  a  h^  sous  forme  d'une  série 
simple,  en  convenant  de  mettre  le  terme  a^hr,  avant  le  terme  a^. 6,, 
si  la  somme  y.-^-Çli  est  plus  petite  que  la  somme  a'  H-  ^j  et  en  réunis- 
sant ensemble  les  termes  pour  lesquels  a  -H  jj  a  la  même  valeur,  on 
arrive  à  la  conclusion  suivante. 

Si  les  deux  séries 

n  :^  00  n  =  00 

n  =  I  n  =  I 

sont  absolument  convergentes,  il  en  est  de  même  de  la  série 

n=  I 

OÙ  Ion  suppose 

c^  =  «,6.,  -t-  «^61, 


C„  =  «,6„   -f-  0,6„_i    +    ...    -H  Qnh^. 

et  la  somme  de  cette  dernière  série  est  le  produit  des  sommes  des 
deux  séries  proposées. 

La  première  application  qui  a  été  faite  des  séries  à  double  entrée, 
n"  111,  n'est  évidemment  qu'un  cas  particulier  de  la  proposition 
qui  vient  d'être  démontrée. 

Il  est  bien  clair  d'ailleurs  que  l'on  pourra  adopter  pour  transfor- 
mer la  série  2,  ^a^a  tel  autre  groupement  de  termes  que  l'on 
voudra. 

Par  exemple  si  on  désigne  par  a,  b  deux  nombres  naturels,  les 
deux  séries 

N        aj.  \        63 
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sont  ahsolinncnl  convcrgonlcs  si  ron   suppose   |  ic  |  <<  i   ol  lcuv.s 
sommes  respectives  sont 

I  I 


On  aura  Jonc 


'  =      V  a-«^  +  6?,  a  =  0,  I,  :^.  .... 


(l  — .r'')(i  — j")  ^  P=0,  1.2, 

et  l'on  voit  que  le  second  membre  est  égal  à 

^  =  ■30 

en  désignant  par  A„  le  nombre  de  systèmes  distincts  {y.,  |3)  formés 
de  nombres  entiers  positifs  ou  nuls,  tels  que  l'on  ait 

ax  -\-  b^^  =  n. 

115.  —  La  série 

(i  a^  a" 

I   H \ 1-  ...   H H  ... 

I  I .  a  i.  -2  ...  n 

dont  on  a  établi  au  n°  95  qu'elle  était  absolument  convergente,  quel 
que  fût  le  nombre  a,  fournit  une  application  intéressante  delà  règle 
donnée  plus  liant  pour  former  le  produit  de  deux  séries.  Si  on 
applique  celte  règle  au  produit  de  cette  série  par  la  série 

J,         ly'  b" 

I  H 1 h  ...  H H  ... 

I  i  .    H  1.2.../) 

obtenue  en  remplaçant  a  par  b,  on  trouve  que  le  (n  -+-  i)*"  terme 
du  produit  est  égal  à 

a"  fl"  — 1  h  n"  —  -  Ir  b" 


1.2. ..Il  1.2...  (71 1)        I  I.2...(/(  — 2j         1.2  1.2...  Il 

ou  à 


(g  -+-  ty 

l.   2    ...   Il' 

en  sorte  rpie  le  produit  des  sommes  des  deux  séries  s'obtient  sous 
une  forme  pareille  à  cliacune  d'elles,  à  savoir 

n  -f-  })         (n  -+-  b)-  (d  -h  }))" 

I  H ; h'-— --h   ...    -+■- —-^-^  .... 

I  1.2  1.2...// 
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H6.  —  Les  exemples  qui  [uécL-dcnl  sulïlsent  pour  que  l'on  com- 
prenne le  rùle  que  les  séries  absolument  convergentes  jouent  dans 
l'analyse,  à  cause  de  la  façon  dont  on  peut  les  manier  et  les  trans- 
former: il  en  est  tout  autrement  des  séries  qui  sont  convergentes 
sans  l'être  absolument  ;  leur  somme  dépend  alors  essentiellement 
de  Tordre  des  termes. 

Soit  (S)  une  telle  série  ;  puisqu'elle  n'est  pas  absolument  con- 
vergente, on  peut  prendre  assez  de  termes  parmi  les  termes  posi- 
tifs pour  que  leur  somme  dépasse  tel  nombre  que  l'on  voudra  ;  de 
même,  on  peut  prendre  assez  de  termes  négatifs  pour  que  leur 
somme  soit  moindre  algébriquement  que  tel  nombre  négatif  que 
l'on  voudra  ;  ceci  posé,  soit  a  un  nombre  quelconque,  écrivons  d'a- 
bord les  premiers  termes  positifs  de  (S),  dans  l'ordre  où  ils  se  pré- 
sentent, et  arrêtons-nous  dès  que  leur  somme  dépasse  n  ;  écrivons 
à  la  suite  les  premiers  termes  négatifs  de  (S),  sans  cbanger  leur 
ordre,  et  arrêtons-nous  dès  que  la  somme  de  tous  les  termes  écrits  est 
inférieure  à  a;  écrivons  à  la  suite  des  termes  positifs  de  (S),  en 
commençant  par  le  premier  de  ceux  qui  ont  été  négligés,  et  arrê- 
tons-nous dès  que  la  somme  de  tous  les  termes  écrits  est  supé- 
rieure à  a;  recourons  ensuite  aux  termes  négatifs,  etc..  En  con- 
tinuant ainsi  indéfiniment,  on  formera  une  nouvelle  série,  composée 
des  mêmes  termes  que  (S)  et  dans  laquelle  la  somme  des  n  pre- 
miers termes  est  tantôt  plus  petite,  tantôt  plus  grande  que  a  ;  on 
voit  sans  peine  que  cette  somme,  lorsque  n  augmente  indéfiniment, 
a  a  pour  limite. 

Si,  en  eflet,  \e  p"  terme  de  la  série  ainsi  formée  est,  par  exemple, 
un  terme  positif,  suivi  de  q  termes  négatifs,  suivis  eux-mêmes  de 
termes  positifs,  on  aura  en  désignant  comme  d'habitude  par  S„  la 
somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (S). 

S^_i  ^  a  <  S,,. 

S/j  !!>  '^/j  -f  1  ^  •  •  •  !>  S^  _u  ,^ — i  ^  «  ^  b^;  _^  ^. 

La  première  inégalité  montre  que  la  différence  entre  S^,  et  a  est  au 
plus  égale  à  S^  ■ —  '^p  —  i,  c'est-à-dire  au  p^  terme  de  (S),  il  en  est 
de  même,  en  vertu  des  secondes  inégalités  des  différences  entre  a 
et  S/,  +  1,  S/,  4-  2,  ...,  Sp  -i-,_i  ;  quant  à  la  différence  entre  a  et  S^_j_^, 
elle  est  au  plus  égale  au  (p  -h  (j)"  terme  ;  comme  les  termes  de  la 
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série  (S)  décroissent  inJéfinimeiil,  (jikurI  leur  rang  augmente  indé- 
Jiniiiicnt,  on  a  lini  {S„  —  a)  =  o. 


m.  —  PRODUITS  INFINIS 

117.  —  L'inlérèt  qui  s'atlaclie  aux  séries  à  termes  positifs  se  re- 
trouve dans  les  produits  infinis 

(P)  (i  +  «,)(l  -f-  "2)  •••  (•  H-««}  ••• 

pour  lesquels  tous  les  termes  «,,  11.^,  ...,  ii,„  ...  sont  positifs.  Il  est 
aisé  tout  d'abord  d'avoir  la  condition  de  convergence  d'un  tel  pro- 
duit ;  le  produit  p„  =  (i  H-  ",)  (i  +  u.^)  ...  (i  H-  ii„)  de  n  premiers 
facteurs  va  eu  augmentant  avec  n  ;  il  faut  et  suffit,  pour  la  con- 
vergence, que  ce  produit  n'augmente  pas  indéfiniment  avec  n;  or 
ce  produit  est  évidemment  supérieur  à  i  H-  ai  -h  «^  -h  ...  4-  «„. 
Il  faut  donc  que  la  somme  s,,  des  n  premiers  termes  de  la  série 
à  termes  positifs 
(S)  u,  H-  u,  -h  ...  -+-  u„  -h  ... 

ne  croisse  pas  indéfiniment  quand  n  augmente  indéfiniment,  ce 
qui  revient  à  dire  que  la  série  (S)  doit  être  convergente.  Récipro- 
quement, il  est  aisé  de  voir  que,  s'il  en  est  ainsi,  le  produit  (P) 
est  convergent;  en  effet  si  l'on  se  donne  un  nombre  positif  £  <C  i, 
il  existe  alors  un  nombre  naturel  n  tel  que,  quel  que  soit  le  nombre 
naturel  r,  on  ait 

on  a  d'ailleurs 

mais  il  est  clair  que  l'on  a 

(l    -+-  U„  4-1)  (l    -i-    Un  ^->)    ■•■    (l    -+-   ",,  +  '■) 

<  I  H-  £  -t-  i-  ■+  ...  -h  F.''  < -_  ; 

donc  i>n  f  ,•  <C  Pn ; 

I    £ 

lors  donc  que  r  augmente  indéfiniment,  pn  +  r  reste  au-dessous 
d'une  limite  fixe  et,  par  suite,  le  produit  P  est  convergent. 
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On  pourrait  encore,  d'une  f\içon  plus  directe,   remarquer  que 
l'on  a,  en  di-signant  [)ar  s,,  la  somme  des  n  premiers  termes  de  (S), 


^  s„         s- 


o" 


1.2  I  .    2.    O.   ...    /( 


<  I    -H 

I  1.2  I.    2.    ...    /i 

oi!i  K  désigne  un  nombre  quelconque  supérieur  à  la  somme  de  la 
série  (S)  :  la  série  qui  figure  dans  le  second  membre  est  toujours 
convergente,  comme  on  l'a  vu  au  n"  95. 

Les  produits  convergents  à  termes  tous  positifs  tels  que  (P)  jouis- 
sent de  la  propriété  suivante,  analogue  à  celle  qui  a  été  signalée 
pour  les  séries  à  termes  positifs  : 

L'ensemble  des  nombres  distincts  obtenus  en  faisant  le  produit 
d'autant  de  facteurs  que  l'on  voudra,  pris  dans  (P),  est  borné  en 
haut  et  la  borne  supérieure  de  cet  ensemble  est  la  valeur  du  pro- 
duit infini. 

Il  en  résulte  que  la  valeur  du  produit  (P)  est  indépendante  de 
l'ordre  des  facteurs. 

Considérons  maintenant  un  produit  infini  de  la  forme 

(F)  (i-»0(i -«,)...(!  -»„)-. 

où  tous  les  nombres  «,,  n,,  ...,  «„,  ...  sont  positifs  et  différents 
de  T.  Je  vais  montrer  que  la  c-onvergencc  de  la  série 

(S)  «1  -^-  II,  -+■  ...  +  Un  -+-  ... 

est  encore  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  produit 
infini  (P')  soit  convergent. 

Je  supposerai,  dans  la  démonstration,  que  les  nombres  h,,  u.^, 
...,  ii„,  ...  sont  tous  plus  petits  qu'un  nombre  a  <  i;  cette  restric- 
tion sera  levée  plus  lard. 

En  désignant  par  />,,  le  produit  des  n  premiers  facteurs  de  (P')  on 
aura 

I>n  \  I    —   «,/    \  I    —   Uj  \ 

comme  tous  les  nombres 

u,  a,  u„ 
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sont  posilHs,  Il  laiil  cl  il  siiflit,   pour  que     ,  lendo  vers  une  limite 

l'n 

quand  n  augmente  indélininient^  (jue  la  série  à  termes  positifs 


I    W.,  I    H,, 


soit  convergente  ;  or  les  termes  de  cette  série  sont  compris  entre  les 


termes  de  même  rang  des  deux  séries 


4-      "-^ 


I   —  a  I 

u,  -t-  ...  -^  (/„  - 


qui  sont  convergentes  ou  divergentes  en  même  temps  que  la  .série 
(S  ),  puisque  la  somme  d'autant  de  termes  que  l'on  voudra  pris  dans 
cette  série  est  inférieure  à  la  somme  de  la  première  série  supposée  con- 
vergente et  supérieure  à  la  somme  des  termes  correspondants  de  la 

seconde.  Donc,  pour  que  —  tende  vers  une  limite,  ou  pour  que  y>', 

tende  vers  une  limite  différente  de  zéro,  quand  n  augmente  indéfi- 
niment, il  faut  et  il  suffit  que  la  série  (S)  soit  convergente  :  si  celle 
série  était  divergente,  p'^  aurait  pour  limite  zéro. 
La  valeur  du  produit  infini 

U  -^  -^  (i  4-  -^)  ...  ( I  +  -^^)  ..., 
\        I  —  "1/  V        I  —  «2/       \        1  —  ««/ 

supposé  convergent,  étant  indépendante  de  l'ordre  de  ses  facteurs, 
il  en  est  de  même  pour  le  produit 

(l    —  U,)(l    —  U2)    ...    (l    —   Un)    ■■•■ 

Soit  enfin  un  produit 

(Q)  (n-i.,)(n-ig...(i  +.„)..., 

pour  lequel  les  nombres  l'i,  v.^ v,,,  ...  peuvent  être  positifs  ou 

négatifs,  mais  sont  tels  que  la  série 


soit  absolument  convergente  ;  je  suppose  de  plus  que  tous  ces  nom- 
bres soient,  en  valeurs  absolues,   [)lus  petits  qu'un   nombre  positif 


i6o  iMuonrcTiox  a  l.v  théouie  dks  ionctions 

a  <C  I  ;  si  l'on  désigne  par  u,.  n.,,  ...»  lU,  ...  ceux  des  nombres  y,, 
v^,  ...,  i'„,  ...  qui  sont  positifs  et  paru,,  u[^,  ...,  Uj,  ...  ceux  qui 
sont  négatifs;  les  deux  produits 

(l    H-   «,)  (l    -+-  H^)   ...  (l    -\-  Ui)   .... 

(i  +  u',)(i  H-  »;) ...  (i  -h  »;.) ..., 

sont  convergents  et  le  seconda  une  limite  dilTércnle  de  zéro;  un  rai- 
sonnement pareil  à  celui  qui  a  été  employé  (n°  98)  pour  les  séries 
montrera  que  le  produit  des  n  premiers  facteurs  du  produit  infmi  Q, 
lorsque  n  augmente  indéfiniment,  a  ime  limite  égale  au  produit  des 
valeurs  des  deux  produits  infinis  qui  précèdent. 

Enfin,  on  peut  s'alTranchir  de  la  restriction  imposée  aux  termes 
de  la  série 

i',  H-  Wo  -h  ..    H-  v,t  -h  ..., 

d'être,  en  valeur  absolue,  plus  petits  que  i,  pourvu  que  cette  série 
soit  absolument  convergente.  A  partir  d'un  certain  rang  n,  en  effet, 
les  termes  satisferont  certainement  à  cette  condition,  on  est  donc 
assuré  que  le  produit  infini 

(l    -f-  l'„+l)  (l    4-   î'n  +  i)   •••   (l    -H  y;,+r)    ••• 

est  convergent  et  a  une  limite  difTérente  de  zéro  ;  soit  T  cette  limite  ; 
le  produit  des  m  premiers  facteurs  du  produit  infini 

(i  -+-  l'i)  (i  -i-v,)  ...  (i  +  r„  +  ,)  ..., 

lorsque  m  grandira  indéfiniment,  aura  pour  limite 

ï.  (l   +  V,)(l   -^t',)  ...  (i   -h  v„). 

Cette  limite  sera  dilîérente  dezéro,  si  aucun  des  facteurs  i  +  y,, 
1  H-  y,,  ...,   I  +  l'/i  n'est  égale  à  zéro. 

118.  —  On  peut  maintenant  énoncer  les  définitions  et  les  pro- 
priétés q\)i  suivent  : 
Un  produit  iufini 

(i  -+-  u,)  (i  -+-  u.^)  ...  (i  +  «„)  ..., 

où  les  nombres  iii,  u^.  ...,  u,,,  ...  peuvent  être  positifs  ou  né- 
gatifs, est  dit  absolument  convergent  si  la  série 

u,  H-  «2  +  •••  +  "/i  -1-  ••• 
est  absolument  convergente. 
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Lcprodi  il  tics  n  premiers  laclouis  tl'iin  [)rodiiit  absolument  con- 
vergent tend,  l(3rsquc  n  augmente  indélinimcnt,  vers  une  limite; 
celle  limite  est  la  valeur  du  produit  ;  elle  est  indépendante  de  l'or- 
dre des  lacleurs  du  produit  infini  ;  elle  est  nulle  si  l'un  de  ces  fac- 
teurs est  nul,  et  seulement  dans  ce  cas. 

On  voit  cpie  les  produits  absolument  convergents  sont  maniables 
au  même  degré  que  les  séries  absolument  convergentes. 


119.  —    Soit   JJ[  (i  -Haa)r=(i  +a,)  (i  -\- a,)  ...  (i  -h  «a)  ... 

a=  I 

un  produit  infini,  tel  que  la  série   7   ax  soit  absolument  conver- 

a  =^  I 

gente  ;  la  [)roposition  importante  à  laquelle  on  vient  de  parvenir,  à 

a  =  n 

savoir  que  le  produit  des  n  facteurs  A„  =  T  T   (i  -H  «a)  a  pour  n 

infini,  une  limite  qui  ne  dépend  pas  de  l'ordre  dans  lequel  sont 
rangés  les  facteurs  du  produit  infini,  peut  s'obtenir  d'une  autre 
manière  qu'il  sera  plus  tard  facile  de  généraliser,  et  que,  pour 
cette  raison,  il  y  a  lieu  de  faire  connaître  (').  Cette  propo- 
sition, comme  on  en  a  déjà  fait  l'observation^  est  immédiate  lors- 
que les  termes  ax  sont  tous  positifs  ou  nuls.  Admettons  la  dans  ce 
cas  et  en  désignant  par  a'x  la  valeur  absolue  de  ax,  posons 


a  =  a 


A;.=  TT(i  -+-a'a).  A'  =  Iim.  A,:; 

3.:=z  I 

a  ^  » 

l'existence  de  la  limite  A'  résulte  de  ce  que  la  série  2_,  ^'x  ^^t  con- 

a  =  I 

vergcnte  par  liypotlièse. 

Si  c  est  un  nombre  positif  quelconque,    on  peut  lui  faire  corres- 

(')  Le  lecteur  trouvera  ce  mode  de  raisonnement  s^stémaliqucmetit  cmplové 
pour  établir  les  propriétés  principales  des  séries  et  produits  infinis  à  termes 
imaginaires  dans  l'Introduction  des  Eléments  de  la  théorie  des  fonctions  elliptifjiies 
de  MM.  Tasneuy  et  .Molk,  (t.  I).  Les  n<"  119,  124  et  la  fin  du  n"  120  suffi- 
sent pour  en  saisir  l'esprit. 

Ta^neut  I.    —  Iniro  ludion  à  la  lliéoiie  des  fonctions  II 
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pondre  un  nombre  naturel  /•  assez  grand  pour  que  l'on  ait,  sous  les 
conditions  m  >/?>/• 

0  ^  a;,,  —  a;.  <  e. 

Considérons  maintenant  la  difTérence  A„,  —  A„  ;  si  l'on  développe 
les  produits. 

A,„  =  I  -h  flj  -h  rï,  -h  ...  -f-  a,n  -+-  rtjflj  -+-  a^a^  -+-  ..., 
A„  =  I  -i-  a,  H-  o,  -h  ...  -H  fl„  -i-  ..., 

on  voit  que  tous  les  termes  qui  figurent  dans  le  second,  figurent 
dans  le  premier,  en  sorte  que  la  diflerencc  A,„  —  A„  est  une 
somme  de  termes  j.'ris  dans  Oj,  a.,,  ....  «,„,  de  produits  de  deux, 
trois,  ...  de  ces  termes;  quant  à  la  différence  A^^^  —  A,,,  elle  est, 
lorsqu'on  l'a  développée,  composée  de  la  même  façon,  si  ce  n'est 
que  a\,  a'.^,  ...  a',„  y  remplacent  a^,  a.,,  ...,  a,„.  Il  suffit  de  se 
rappeler  que  la  valeur  absolue  d'un  produit  est  le  produit  des 
valeurs  absolues  de  ses  facteurs  et  que  la  valeur  absolue  d'une 
somme  est  au  plus  égale  à  la  somme  des  valeurs  absolues  de  ses 
parties  pour  en  conclure  que  l'on  a 

|a„.-aj^a;,.-a;, 

sous  la  seule  condition  m  >  n,  et  par  conséquent,  si  m  et  n  sont 
plus  grands  que  /", 

1  A,„  —  A„  I  <^  £. 

Ceci  suffit  à  prouver  que  An  a  une  limite  pour  m  infini. 
Considérons  maintenant  les  deux  produits  infinis 


n(^^«j'     n^^-^^?)' 


formés  avec  les  mêmes  facteurs,  rangés  dans  des  ordres  différents  : 

a  =  3o  ?  =  » 

on  suppose  que  la  série  ^   a^,  et  par  conséquent  la  série  ^  60, est 

absolument  convergente  ;  désignons  par  A,,,,  B„  les  produits  de 
m,  n  facteurs  pris  respectivement  au  commencement  du  pre- 
mier et  du  second  produit  infini,  par  a'^,  b'„  les  valeurs  absolues 
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de  a^,  /'.,  par  .\'„,,  \i„  ce  que  deviennent  A,„,  H„  quand  on  y  rem- 
place a^,  a.,,  ...,  a„,  ou  bi,  b.^,  ...,  6„  par  a\,  a',,  ...,  a'„,,  ou 
b[,  b'.,,  ...,  />',.  Lorsqu'on  se  donne  n,  on  peut  [)rendre  m  assez 
grand  pour  (pie  tous  les  facteurs  qui  figurent  dans  B„  figurent 
aussi    dans   A„,  :    dans    ces   conditions,    on    aura,  comme  tout   à 

l'heure, 

|A„. -B„|âA',. -B;.; 

or,  lorsque  n  grandit  indéfiniment,  il  en  est  de  niènic  de  m  ;  dans 
ces  coudilions  A',,  et  ]\„  tendent  vers  la  même  limite;  il  laut  donc 
que  l'on  ait  aussi 

lim.  Â,„  =  iini.  H,,. 

Il  est  à  peine  besoin  de  dire  que  le  même  mode  de  raisonne- 
ment aurait  pu  être  employé  pour  établir  les  propositions  analogues 
relatives  aux  séries  convergentes. 

Faisons  encore,  en  conservant  les  mêmes  notations,  les  re- 
marques suivantes,  relatives  aux  produits  infinis 


:  » 


A  =  n  (i  -H  <),      A'  =  n  ('  "^  "^^ 

a  ^  I  a= I 

supposés  convergents  ;  considérons  les  produits  infinis 

a  :=  n  +  I  a  =  ;i  -|-  I 

qui  jouent,  par  rapport  aux  précédents,  un  r(')le  analogue  à  celui 
du  reste  dans  une  série  ;  on  aura 

A  =  A„(i  -^K),  A'  =  A;,  (i  +  R'„), 

et  les  raisonnements  antérieurs  montrent  que  l'on  a  |  R„  |  ^  R,',.  La 
convergence  du  produit  A',  dont  tous  les  facteurs  sont  supérieurs 
ou  égaux  à  i,  exige  que  l'on  ait  lim.  RJ,  r:=  o  ;  on  peut  donc  faire 

correspondre  à  chaque  nombre  positif  s  un  nombre  naturel  y>,  tel 
que  l'on  ail,  sous  la  condition  ii  >  p, 

I  Kn  I  S  K  <  B  ; 
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si  l'on  a  choisi  £  >  i .  i  H-  R„  ne  pourra  être  nul  si  l'on  suppose 
/i  >  D  ;  A  ne  pourra  donc  être  nul  que  si  A„,  et  par  suite  un  de  ses 
facteurs,  est  nul.  On  voit  ainsi  qu'un  produit  infini,  absolument 
convergent  ne  peut  être  nul  sans  qu'un  de  ses  facteurs  soit  nul. 
Il  peut  être  utile  d'avoir  observé  que  si  l'on  fait 


=  ,.+   ! 


et  si  l'on  suppose  £„  <<  i ,  on  a 


comme  il  résulte  sans  peine  de  ce  que  l'on  a  dit  au  n"  117. 

120.  —  Les  considérations  et  propositions  relatives  aux  séries 
qui  ont  été  développées  dans  les  n°'  102,  103,  110  s'étendent,  avec 
les  changements  convenables  aux  produits  infinis. 

Considérons,  comme  au  n"  102,  un  ensemble  dénombrable  (E) 
d'objets  distincts,  dont  on  désignera  l'un  quelconque  par  la  lettre  o 
et  supposons  qu'à  chaque  objet  o  de  cet  ensemble  corresponde  un 

nombre  Vo  tel  que  la  série  ^   Vp,  attachée  à   l'ensemble  (E)  ^soit 

p 
absolument  convetgente,  il  sera  permis  de  parler  du  produit  infini 

\-  Vo)  attaché  à  ce  même  ensemble. 


n 


La  valeur  de  ce  produit  infini  sera  celle  de 


n 


fi 


en  supposant  qu'on  ait  établi  une  correspondance  parfaite  entre 
l'ensemble  (E)  et  l'ensemble  des  nombres  naturels  et  que  l'on  dé- 
sij^ne  par  u„  le  même  nombre  que  Vp  lorsque  l'élément  o  et  le 
nombre  naturel  n  se  correspondent  :  cette  valeur  ne  dépend  pas  du 
mode  de  correspondance  établi  entre  (E)  et  l'ensemble  des  nombres 
naturels.  Soil  maintenant  (A)  un  autre  ensemble  dénombrable 
d'objets  distincts  a  ;  supposons  que  l'ensemble  (E)  soit  décomposé 
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en  une  infinité  dénombrablc  d'ensembles  [)artiels  (E^),  sans  élé- 
ment commun,  dont  chacun  corresponde  à  un  élément  a  de  (A). 
A  chacun  de  ces   ensembles  paili(>ls  est  attaché  un  produit  infini 

T^r  ^i  ^_  fipj  où  le  produit  est  étendu  à  tous  les  éléments  de  l'en- 
semble partiel  (Ea).  Désignons  par  i  +  Yj  la  valeur  de  ce  produit 
infini.  Le  produit  infini   TJ  (i  -+-  X^),  où  le  produit  est  étendu  à 

7. 

tous  les  éléments  a  de  l'ensemble  (A)  est,  absolument  convergent  et 
sa  valeur  est  égale  à  celle  du  produit  infini  j  [  (i  -+-  ^'p)  ^^^^^ché 

àE. 

La  démonstration  suit  pas  à  pas  celle  qui  concerne  les  séries,  et 
je  crois  très  inutile  d'en  infliger  l'ennui  au  lecteur  ;  je  m'arrê- 
terai toutefois  un  instant  sur  un  petit  détail,  qui   poiu'rait  échapper 
au  premier  abord. 

Afin  d  établir  la  proposition  analogue  à  celle  du  n"  104,  on  a  à 
considérer  un  produit  dont  les  facteurs  sont  des  produits  Infinis  en 
nombre  fini.  Je  me  contenterai  de  considérer  le  produit  de  deux 
produits  infinis  (absolument  convergents) 


le  raisonnement  étant  le  même  dans  le  cas  d'un  nombre  quelcon- 
que r  de  produits  infinis. 

Considérons  le  produit  infini  W  =  TT  (i  -+-  w„)  dans  lequel  le 

n  =  I 

/j«  facteur  i  -4-  w„  est  égal  à  [(i  -H  u„)  (i  -h  v,,)]  :  il  est  néces- 
saire de  prouver  que  ce  produit  infini  W  est  absolument  conver- 
gent et  a  pour  valeur  UV  ;  les  mêmes  choses  doivent  être  prouvées 
du  produit  qui  se  déduit  de  ^^  en  y  supprimant  les  crochets, 
c'est-à-dire  du  produit  Infiai  dont  i  -i-  «„  est  le  {'in  —  i)"  et 
I  -+-  /'„  le  an"  facteur. 

D'après  la  définition  de   i   -+-  h'„,  on  a  ir,,  =  Ui  -^  v,i  -h  ii„Vn  ; 
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drsiirnons  [);ir  L  „,  V„,  \V„  les  produits  des  n  premiers  (acteurs  dans 
les  trois  produits  inlinis  U,  V,  W  ;  on  aura  W„  =  U„V„  et  par 
suite  lim.  Wn  =  UV.   Toutefois  l'existence  d'une  limite  de  W„, 

pour  n  inQni,  no  suffit  pas  à  prouver  la  convergence  absolue  du 
produit  infini  dont  le  n"  facteur  est  i  -+-  ii\,,  à  moins  que  tous  les 
nombres  jr„  ne  soient  positifs  ou  nuls  (n°  117).  Cette  conver- 
gence absolue  étant  ainsi  assurée  quand  les  nombres  u,,,  Vn  sont 
eux-mêmes  positifs  ou  nuls,  posons  dans  le  cas  général 

«n  =  I  "„  |.  V'n  =  I  l'„  |,  U<'„  —  «;,  -f-   V'„  -+-   «;,  7,',',  ; 

on  aura  \  ic  \  g  «'',.  Le  produit  infmi  dont  le  if  facteur  est  i  -!-  to 
est  convergent;  il  en  est  de  même  de  la  série  à  termes  positifs 

\^   u'^,;  la  série  ^    jc,,  étant  absolument   convergente,    le    pro- 


duit infini  1  1   (i  "+"  ^^n)  est  aussi  absolument  convergent.  Sa  va- 

n  =  1 

leur  est  U\  . 

Maintenant,  le  produit  infini  qui  se  déduit  de  W  en  supprimant 
les  crochets,  et  dont  i  h-  u„  et  i  -i-  v„  sont  respectivement  le 
(2/1  —  i)"  et  le  [^n-Y  facteur,  est  absolument  convergent, 
puisque  la  série 

«1    +  l'i    -i-   II2   -h  V^   -]-...    -\-   ll„  -h  V„  -t-    ... 

est  absolument  convergente.  Le  produit  des  2n  premiers  facteurs 
de  ce  produit  est  encore  U„Y„  ;  la  valeur  du  produit  infini  est  UV 
comme  celle  de  W. 


121.  —  Si,  par   exemple,    l'ensemble  (E)    est   l'ensemble    des 
couples  (a,  f^)  de  nombres  naturels,  sous  la  condition  que  la  série 

\^    ti   ,  a  =  1 ,  3,  3,  ..., 

a,?,  t^  =   l,  2,  à,    ..., 

soit  absolument  convergente,  la  valeur  du  produit  infini 

n  (■ + '■.,?) 
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pourra  s'obtenir  en  posant 


167 


n  ('  ^-^,?)= '  -^-^ï' 


i^==i 


puis  en  formant  le  produit  inlini    1  |    (i  -f-  Vj). 

a  =  I 
On  aurait  pu  d'ailleurs  faire  varier  a,  puis  ^^  ;  on  aurait  obtenu 
le  nirmc  résultat  ;  c'est  ce  qu'on  exprime  par  l'égalité 


a  =  00    ji  =  00 


^  =rco    a  =  co 


n  n  f' +'..?)=  n  n  (■+'v?) 


2=1       J  =rl 


De  même  qu'au  n''  110,  on  a  supprimé  les  parenthèses  inutiles  ; 
le  premier  membre,  par  exemple,  pourrait  s'écrire  plus  explicite- 
ment 


n 


■jS  =  co 


n  ('^^='.?) 


3=  I     L-  (i=  I  _ 

Il  est  à  peine  besoin  de  dire  que  le  symbole 

n=  -1-  -» 

f 

en  supposant  absolument  convergente  la  série 


n  =  +  00 

V 


",i. 


représente  le  produit  des  valeurs  des  deux  produits  infinis 

n  =:  co  n  =  —  -jz 
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122.  —  Considérons  par  exemple  les  deux  produils  infinis 


n  =oc 


n= I  1=1 

qui  jouent  un  rôle  important  dans  la  théorie  des  fonctions  circu- 
laires; ils  sont  absolument  convergents  quelque  soit  x,  cela  résulte 
pour  le  premier  par  exemple,  de  la  convergence  {n°  96)  de  la  série 


«=::'»                             n  =  y: 

y  ?:  =  x2   V 

I 

n  =  I                          II  =  I 

si,  dans  le  premier  produit  infini,  on  partage  l'ensemble  des  nom- 
bres naturels  n  dans  l'ensemble  des  nombres  pairs  et  l'ensemble 
des  nombres  impairs,  puisque  l'on  groupe  en  uu  produit  infini  les 
facteurs  qui  correspondent  aux  nombres  pairs,  dans  un  autre  pro- 
duit infini  ceux  qui  correspondent  aux  nombres  impairs,  on  aura 
par  le  théorème  précédent 


n  =  00 


*w=..  n('-ë)n  l:-^^] 


ou 


Dans  cette  application,  l'ensemble  (E)  était  l'ensemble  des  nom- 
bi-es  naturels  ;  il  a  été  décomposé  en  deux  ensembles  partiels.  Au 
reste  ce  résultat  aurait  pu  aussi  bien  être  obtenu  par  l'application 
de  la  règle  relative  au  produit  de  deux  produits  infinis,  sur  laquelle 
on  a  appelé  l'attention  du  lecteur  à  la  fin  du  n°  120. 

123.  —  Considérons  encore  les  quatre  produits  infinis 

n  =-»  n  =  00 

n  =  I  n  =:  I 

nz^x  n  =  00 

n= I  n= I 
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que  l'tin  rencontre  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  où  q 
dési^'ne  un  nombre  plus  petit  que  i  en  valeur  absolue  ;  il  est  clair 
qu'ils  sont  absolument  convergents  ;  on  aura 

n=roo  n  :=■» 

n  ^  I  n  =  I 

dans  chacun  des  deux  produits  infini  ;,  qui  figurent  dans  le  second 
membre,  groupons  ensemble  les  termes  pour  lesquels  n  est  pair  et 
ceux  pour  lesquels  n  est  impair,  on  obtiendra  évidemment 

7o  =  7o  7'  I2  73' 

d'où,  puisque  q^  dont  aucun  l'acteur  n'est  nul,  est  différent  de 
zéro, 

7i  72  73  =  ï  ' 
ou,  si  l'on  veut,  en  remplaçant  q-  par  a, 


124.  —  Un  produit  infini  absolument  convergent 


peut  de  diverses  façons  être  transformé  en  série. 

Soit  P„  le  produit  des  n  premiers  facteurs  de  P.  Si  l'on  considère 
la  série  à  entrée  /-"p'" 


^'•=     ^     "a,   "a,  •••   "a/ 


Otj,  Oiy,  ...,  C(r 

où  la  sommation  est   étendue  à  l'ensemble  (E)  des  systèmes  de  /' 
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nombres   naturels   dilTérenls    (a,,  a.,    ..,.    y.,)    tels    que   l'on   ait 
«i  <;  a^<C  •••  <i  V-r,  cette  série  est  absolument  convergente  et  l'on  a 

r  =  I  +  S,  -4-8,  -i- ...  +  s,  +  .... 

la  série  qui  figure  dans  le  second  membre  étant  elle-même  absolu- 
ment convergente. 

Etablissons  d'abord  cette  proposition  pour  le  produit  infini  obtenu 
en  remplaçant  Un  par  u),  r=  |  u,,  \  ;  désignons  par  S,'.,  V„,  P'  les  séries 
ou  produits  formés  au  moyen  de  h',,  u^,  ...,  comme  S,-  Pn,  P  sont 
formés  au  moyen  de  «,  ii^,  ...  Si  l'on  développe  P,',,  on  trouvera 

(i)  p;^  ==  I  _|_  ^;  _|_  ,'^  +  ...  -+.  a;.  +  ...  -1-  î;„ 

en  désignant  par  c^  la  somme  des  produits  /'  à  /'  des  quantités  a',. 
Wj,  •••»  "îi  :  on  peut  supposer  que,  dans  cbacun  de  ces  produits  les 
facteurs  soient  rangés  de  façon  que  les  indices  aillent  en  croissant; 
tous  les  termes  de  a',-  figurent  dans  S|.  ;  d'ailleurs  7^  dépend  de  n, 
que  r  ne  peut  dépasser.  Mais  si  l'on  considère  dans  S',,  un  nombre 
fini  de  termes,  on  pourra  prendre  n  assez  grand  pour  que  tous 
ces  termes  figurent  dans  c^  et  comme  o",'.  est  moindre  que  P'„,  et 
par  suite  que  P',  on  voit  que  la  somme  d'autant  de  termes  qu'on 
voudra  pris  dans  S|.  est  inférieure  à  P'  ;  la  série  S,'  est  donc  conver- 
gente ;  sa  somme,  que  je  désignerai  aussi  par  S',  est  supérieure  ou 
égale  à  a',,  (quel  que  soit  n)  ;  mais,  comme,  d'un  autre  côté,  n  peut 
être  pris  assez  grand  pour  que  c^  surpasse  la  somme  de  tels  termes 
que  Ion  voudra  pris  dans  S| ,  il  faut  que  c-^ait  pour  limite  S'  quand  n 
grandit  indéfiniment. 
Si  dans  l'inégalité 

p;,  ^  I  +  7;  -f- a;  -f- ...  -t-^;, 

qui  résulte  de  la  formule  f  i).  on  fait  croître  n  indéfiniment,  on  ob- 
tient 

P'>  I  -4-  s;  +  s;  -h  ...  +  s;. 

et  cette  dernière  inégalité  montre  que  la  série  ^   S',.,  où  l'on  sup- 
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pose  S[^  =  I,  est  convergente.  D'autre  [).u'l  la  même  égalité  (i) 
montre  c[ue  l'on  a 

l*„  —  1  —  !j',  —  c\  -  -  ...  —  !T,'.  =  a,'.  +  1  -4-  (!,'.  .j.  j  -H  . . .  +  cr^ 

<  s;.^.,  -hS,'  +  ., -f- ...  -h  s;, 

n  ^  ;•  -j-  I 

Or.  le  reste  d'une  série  convergente,  bornée  au  (/*  -4-  i)"  terme, 
peut  être  supposé  plus  petit  que  tel  nombre  i  que  l'on  voudra, 
pourvu  que  l'on  prenne  /'  assez  grand;  on  aura  dans  ces  condi- 
tions 

p;,  —  I  —  a;  —  7;—...  7:.<£, 

et  en  faisant  croître  n  indéfiniment 

P'  _  I  _  s;  -  s;  -  s;  <  .  ; 

on  voit  bien  que  l'on  a 

P'  ^  V  s;, 

La  série  S^  étant  convergente,  il  est  clair  que  la  série  S,-  est  ab- 
solument convergente,  que  l'on  a  S|.  à  |  S,- 1  et  que,  par  suite,  la  sé- 
rie I  -H  S,  -H  Sj  -i-  ...  est  absolument  convergente.  Tous  les  termes 
qui  figurent  dans  la  somme  7,-  des  produits  /•  à  r  des  quantités  u^, 
11-2,  ...  u„,  figurent  dans  S,-  ;  ils  disparaissent  donc  dans  la  dilîérence 
Sr  —  Cr  et  l'on  a 

I  S,  —  cr,  j  <  s;  —  a,'.  ; 

cette  inégalité  montre  que  c,.  a  pour  limite  S,-  quand  n  augmente 
indéfiniment,  puisque,  alors,  le  second  membre  tend  vers  zéro. 
Enfin,  on  a,  toujours  pour  une  raison  de  la  même  nature 

1  P„  —  I   —  a,  —  cr,  —  ...  —  cr,  I  ^  P;  —  I  —  g[  —  n'^  —  ...  —  c^;.. 

d'où,  en  faisant  croitre  n  indéfiniment 

I  P  —  I  —  S,  —  S,  — ...  -  S,  I  ^  P'  —  I  —  s;  —  s;  — ...  —  s;  ; 
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et  par  suite 

p  =  I -+- s, -+- s,  +  ...  +  s, -I-  .... 

125.  —  On  peut  encore,  pour  transformer  en  série  convergente 
le  produit  infini 

n  =  73 
P  :^       J][      (I    +    »„). 

employer  la  méthode  expliquée  au  n°  89  pour  déduire  d'une  suite 

P,,  Pj,  P„,  ...  une  série  dans  laquelle  la  somme  des  n  premiers 

ternies  soit  P„  :  on  partira  de  l'identité 

P.  +  i  -  Pi  +(P.  -  PJ  +  (P3  -  P2)  +  -  +  (P«+.  --  P»). 

où  l'on  regardera  P„  comme  le  produit  des  n  premiers  facteurs  du 
produit  P,  et,  par  conséquent,  P,  comme  égal  à  i  -h  Ui,  P„^i 
comme  égal  à  P„  (i  4-  u„)  ;  on  en  déduit 

Pn  +  i  =  I  -H  «1  +  Pa"^  4-  Pa'Js  -h  ...  -h  P„U;„ 

et  l'on  voit  que  P„_^  i  a,  ou  non,  une  limite  pour  n  infini,  suivant 
que  la  série 

1  -h  !î,  H-  P^»^  H-  ...  4-  P„«„  4-  ... 

est,  ou  non,  convergente.  La  somme  de  la  série,  si  elle  est  conver- 
gente, est  égale  à  P. 

126.  —  L'identité  précédente,  si  simple  qu'elle  soit,  mérite  de 
nous  arrêter  un  instant  :  si  Ion  y  change,  pour  la  commodité  de 
ce  qui  va  suivre,  u,,  u,,  ...,  iin  en  j'i,,,  [jn—\,  ...,  [ji  et  si  l'on  divise 
par  le  produit  (i  4-  j^i)  (i  4-  [j^  ...  (i  -f-  [jn)>  il  vient  : 

^'^    I  -^  p.  -+-  (I  -H  ;i,)(i  -+-  pj  ^  -  ^  il  4-  p.) (1 4-  [ij ... (I  +  p„) 

i 


-  (14-P.j   (1  4-P,)   (1  4-(i„)- 

Cette  identité  met  en  évidence  le  théorème  suivant  ;  la  série 


n  =  00 


(?)  V   h 


(I  -t-p.Hi  -i-Pi)-  l>  -1-  W 
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où  l'on  suppose  ^în  ^  o.  quel  que  soit  n,  est  toujours  convergente  ; 
elle  a  pour  somme 


n('-^p") 


quand  la  série  ^   j3,i   est  convergente  ;  Quand  celte  dernière  série 

Il  =  I 
est  divergente,  la  série  (^j)  a  pour  somme  l'unité,  puisque,  alors,  le 
produit 

augmente  indéfiniment  avec  n. 

Quand  on  se  donne  une  série  convergente  «,  ■+-  «^  "+"  •••'  à  ter- 
mes positifs,  dont  la  somme  est  inférieure  à  i ,  on  peut  toujours  la 
mettre  sous  la  forme  (j3j  ;  il  suffira  en  effet  de  poser 

K  _  „ 


L'identité  (i)  donne  de  suite 
d'oîi  l'on  conclut 


et  il  est  clair  que  l'on  aura  |'5„  >  o. 

Le  lecteur  reconnaîtra  sans  peine  que  la  même  identité  (1)  four- 
nit la  solution  de  cette  question,  dont  on  voit  de  suite  qu'elle  ne 
peut  admettre  qu'une  solution  :  former  une  série  à  termes  positifs, 
dont  la  somme  est  donnée,  et  dans  laquelle  le  ra[)port  du  n"  terme 
Un,  au  reste  \\n  de  la  série  limitée  à  ce  terme  soit  un  nombre  don- 
né positif  j^„  ;  lorsque  la  somme  donnée  est  i ,  ce  que  l'on  peut  tou- 
jours supposer,  quitte  à  diviser  chaque  terme  par  la  somme 
de  la  série,  on  voit  de  suite  que  la  solution  de  la  question  posée  est 
fournie  par  la  série  (j'5),  quand  la  série  dont  le  n"  terme  est  |j„esl 
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divergente.  Le  problèaie  n'est  d'ailleurs  possible  que  dans  ce  cas.  Il 
en  résulte  que,  si  la  série  (à  termes  positifs)  dont  le  n"  terme  est  u„ 

est  convergente,  la  série  dont  le  if  terme  est  t^  est  divergente. 

L'identité  (i\   quand  on  y  change  ^S,,  en  —  a,.,  prend  la  forme 

(11^  -! 1 '^ h         H — 

^l— a,         Il  —  ît,)  (I  —  ^J  ■  (I  — a,)    1— a,)...ii— x„) 

I 


^l  _aj(i  —  aj  ...  (I  —  a,.) 


I. 


Bornons-nous  au  cas  où  l'on  a,  quelque  soit  /i,  o  <C  a„  <  i  ;  on 
voit,  d'après  cette  identité,  que  la  série 


est  convergente  ou  divergente  en  même  temps  que  le  produit  in- 

lini   I  I   (i  —  y-;i).  ou  que  la  série  à  termes  positifs  ^   a„. 

Les  termes  de  cette  dernière  série  sont  respectivement  plus 
petits  que  ceux  de  la  série  (a)  :  il  est  d'ailleurs  bien  clair  que,  si 
l'on  se  donne  les  termes  de  l'une  des  séries,  les  termes  de  l'autre 
sont  déterminés  par  là  même  ;  au  reste  si  l'on  désigne  par  lu  le 
Tf  termes  de  la  série  (ai,  l'identité  (II)  fournit,  comme  tout  à  l'heure, 
la  relation 

a    =  . 

I  H-  «i  H-  ti^  -r  ...  -1-  Un 

Ainsi  les  deux  séries  à  termes  positifs 

V  „  V 'lu 

,    "'  .....     ... 


sont  en  même  temps  convergentes  ou  divergentes. 


IV.  —  REGLES  DE  CONVERGENCE 


127.  —  Ce  qui  précède  montre  assez  qu'il  est  très  utile  de  savoir 
reconnaître  si  une  série  est  absolument  convergente,  c'est-à-dire  si 
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la  série  à  termes  positifs  ou  nuls  formés  par  les  valeurs  absolues  de 
ses  termes  est  convergente.  Le  problème  revient  donc  à  distinguer 
la  convergence  ou  la  divergence  d'une  série  à  termes  positifs  ou 
nuls;  un  peut  dire  aussi  bien  «  d'une  série  à  termes  positifs  »,  car 
il  est  clair  qu'on  peut  supprimer  les  termes  nuls.  Il  a  pu  être 
avantageux,  dans  ce  qui  précède,  de  ne  pas  exclure  la  possibilité  de 
termes  nuls  ;  mais  cette  possibilité,  comme  le  lecteur  le  reconnaî- 
tra lui-même,  compliquerait  l'énoncé  de  plusieurs  des  règles  rela- 
tives à  la  convergence  ou  à  la  divergence  :  il  est  entendu  que  dans  les 
numéri:)s  consacrés  à  l'étude  de  ces  règles,  quand  on  parlera  de 
séries  à  termes  positifs,  ces  séries  n'adiuetlront  pas  de  termes 
nuls. 

Il  cofi\i(>nt  encore  de  remarquer  que  lorsqu'on  a  la  valeur  ou 
ime  limite  supérieure  (au  sens  de  la  théorie  des  erreurs)  de  la  valeur 
d'une  série  à  termes  positifs,  on  a,  par  cela  même,  une  limite  su- 
périeure de  la  valeur  absolue  de  toute  série  formée  de  termes  dont 
les  valeurs  absolues  seraient  respectivement  égales,  ou  inférieures, 
aux  termes  de  la  série  considérée.  Cette  remarque  s'aj)plique  en 
particulier  au  re&tc  d'une  série  absolument  convergente.  L'évalua- 
tion même  grossière,  du  reste  d'une  série  renseigne  sur  la  façon 
plus  ou  moins  rapide  dont  il  tend  vers  o,  quand  on  prend  de  plus 
en  plus  de  termes,  c'est-à-dire  de  la  façon  plus  ou  moins  rapide 
dont  la  série  converge  :  d'un  autre  coté,  cette  évaluation  est  très 
utile  pour  les  calculs  numériques,  puisqu'elle  fournit  une  limite  de 
l'erreur  que  l'on  commet  lorsqu'on  prend  pour  valeur  de  la  série 
la  somme  des  n  premiers  termes  ('). 

(')  Le  calcul  d'il»  iKjiuljrc,  au  nio\en  <rnnr  s('ric  convergente  dont  la  somme 
est  épHlo  à  ce  nombre,  est  une  opération  très  fréquente,  sur  laquelle  il  convient 
de  dire  (|uelqucs  mots,  l^ans  les  séries  qu'on  emploie  pour  cet  usage,  le  reste 
est  liabituelleiucnt  du  même  ordre  de  petitesse  que  le  premier  terme  ni'gligé  et 
les  termes  de  la  série  vont  en  décroissant  assez  rapidement. 

Dans  ces  conditions,  le  procédé  (juc  l'on  rcconunande  habituellement  pour  calcu- 
ler, par  exemple,  la  somme  de  la  série  u,  +  u,-\-  Uj  -\-  ...  avec  p  chillrcs  décimaux, 
consiste  à  calculer  les  valeurs  des  termes  Ui,  uy,  «:i,  ...  avec  p  +  7  cliillrcsdéci- 

I  .  .11  ,  III.  ■  •       , 

inaii\,    a    r)res  ou  a  -   près;  on  culculo  les  termes,  insfiu  au  terme 

10''  t-  '/  '  2  10''  r  ■'  '        '  J      1 

".I  +  1  q"'.  calculé  avec  cette  même  approxiniiilioii,    ne  fournil  plus  (pio   des  zé- 
ros.  Désignons  alors  la  ^alenr    absolue  du  reste    i)ar  ;  si  l'on  a  une  éva- 

^  '■         loi'  -t  ' 
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Un  premier  procédé,  celui  d'où  dérivent  presque  tous  les  autres 
consiste  à  comparer  la  série  proposée 

(r)  c,  -H  V,  -+-  ...  +  i'„  +  ... 

à  une  série 

(u)  «1   H-   «2   -h   ...    +  Un  -+■■.- 

dont  on  connaît  le  caractère. 

Je  suppose  les  deux  séries  à  termes  positifs  :  si  la  série  (u)  est 
convergente  et  que  les  termes  de  la  série  (v)  ne  dépassent  pas  les 
termes  correspondants  de  la  série  («),  il  est  clair  que  la  série  {v)  est 
convergente  ;  de  même  si  la  série  («)  est  divergente  et  si  les  termes 
delà  série  {v)  sont  égaux  ou  supérieurs  aux  termes  correspondants 
de  la  série  (ii).  la  série  (r)  est  divergente.  Ces  conclusions  subsistent 
pourvu  que  les  circonstances  que  l'on  a  décrites  se  présentent  à 
partir  d'un  certain  terme,  puisque  pour  ce  qui  concerne  la  con- 

luation  de  ce  reste,  on  pourra  calculer  grossièrement  une  valeur  approchée  de  a 
par  excès. 

La  somme  des  valeurs  approcliées  de  u,,  uo,  ...,  ii»  représentera  la  somme  de 
la  série  avec  une  erreur  moindre  que 

,                                         -  +  a 
n  -\-  a                                  2 
— rr-„  ou  5 

suivant  qu'on  a  dirigé  le  calcul  d'une  façon  ou  d'une  autre  ;  pour  cjue,  dans  le 

premier  cas,  par  exemple,    l'erreur  soit  moindre  que  — -  ,  il  suffira  cjue  «  +  n 

soit  moindre  cpie  10'  ;  on  voit  cjue,  si  l'on  ne  cherche  pas  une  très  grande  ap- 
proximation, en  sorte  qu'on  ne  soit  ])as  obligé  de  calculer  un  grand  nombre  de 
termes,  il  suffira  bien  souvent  de  prendre  q  =  2  ;    il  faudrait  en  effet  pour  que 

l'erreur  commise  fui  plus    grande  que  -     ,  que  n  -\-  a  fût   supérieur  à  100.  Il 

est,  en  tout  cas,  assez  naturel  de  commencer  les  calculs  ainsi,  sans  même  se 
préoccuper  du  reste,  quitte,  si  l'on  a  quelques  doutes  sur  la  valeur  de  T'approxi- 
mation,  à  s'assurer,  par  l'étude  de  ce  reste,  rju'on  a  atteint  le  degré  d'approxi- 
mation que  l'on  désire. 

Supposons  par  exemple  c|u'on   veuille  calculer  avec  une  erreur  moindre  que 

—  la  somme  de  la  série. 
10' 

'  +  T  +  t:^  +  1-^  +  .. ..'  -6.  ]  +  ■■■' 

Calculons  les  termes  de  manière  à  commettre   sur  chacun  d'eux  une  erreur 
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vcrg(Mic{î  ou  la  diver^'oncc,  ou  peiil  l'aiie  aljstraclioii  des  picinicrs 
Icrinos. 

Si.  par  exemple,  on  prend  [)oiir  la  série  [a)  la  progression  géomé- 
(ricpie 

K  +  K-  -h  ...  4-  Iv"  -(-..., 

la  série  [v]  esl  convergente  si  l'on  a  [)()iir  tontes  les  valeurs   de 
n,  à  partir  d'un  certain  rang 

moindre  que  -       .  ;  on  trouvera,  en   réunissant   les  trois  premiers,  qui  se  cal- 
a  10'  i  '    1 

culeiit  exactement 

2,5 

0,1666667 
o,o4 16667 
0, 0083333 
0,0013889 
0,0001984 
o,oooo2.'i8 
0,0000028 
o,oooooo3 


2,7182819 
Le  terme  (jui  suit  le  Jeniicr  calculé  serait 


2.3 


77  <  7^- 


Il  n'y  a  (jue  huit  termes  entachés  d'erreur  :  l'erreur  qui  provient  de  ce  fait 
est    moindre   que  -^ ^ ,    l'erreur    nrovenant   du    reste   est  vraisembla])lemcnt  du 

même  ordre  ciuc  — ■  ;  on  verra  r.ar  la  rèplc   donnée  au  n"  95,  que  le  reste  est 

»       10'  '  '  "^  I 

moindre  i .  —  «c'  — .  ;    l'erreur    commise    est    sûrement     moindre 

I .  'i .   i    ...10    I  o         I  o  ' 

(lue  -■—  :  le  nombre  cherché  est  compris  entre  2,7i8:>.8i4  et  2,718282 'j  :  si  l'on 

10' 

prend  la  valeur  2,71828.  on  est  certain,  par  la  façon  même  dont  les  calculs  ont 
été  conduits,  d'une  part  (jue  l'erreur  commise    est  non  seulement  moindre  que 

— î-  mais  même  que  — ^—,  et,  d'autre  part,  cpie    tous  les   chitl'res   conservés  ap- 
10'  *       2.10» 

particnnent  à  la  représentation  décimale  de  la  somme  de  la  série. 

Lorsqu'on  veut  avoir  une  très  grande  approximation,  ou  que  l'on  a  afl'aire  à 
une  série  [leu  convergente,  il  peut  être  avantageux  de  commencer  par  l'cxanjcn 
préalable  du  reste,  si  l'on  en  a  quelque  expression  facile  à  calculer  grossière- 
ment, et  la  détermination  du  nombre  n  de  termes  qu'il  convient  do  calculer, 
comme  du  nombre  de  chiffres  décimaux  qu'il  convient  de  conserver  dans  ces 
ternies. 

TiSSEFiY  I  —  Intio!uclion  i  la  lliùorie  des  Tonctions  12 


I-jS  INTIUHUCTION    A    l.V    TIIKOUIE    DES    FONCTIONS 

K  élantiin  nombre  plus  polit  que  un,  puisc|ue,  alors,  la  progression 
gconiclricpio   est  une  série  convergente.  Le  reste  de   la  série  [v), 

K"  *  ' 

bornée  an  terme  r„  est  alors  au  plus  éiral  à  r- . 

"•  ^  I  —  iv 

Au  contraire  si  l'on  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  n,  à  jjartir 
d'un  certain  rang 

v'i',,  è  K, 

K  étant  un  nombre  égal  ou  supérieur  à  un,  la  série  ((.')  est  diver- 
gente, puisque,  alors,  la  progression  géométrique  est  une  série  di- 
vergente ;  dailleurs  dans  ce  cas  r„  ne  tend  pas  vers  o. 

Il  n'est  pas  inutile  de  remarquer,  pour  l'application  de  ce  critère 
de  convergence,  d'une  part,  qu'il  ne  suppose  nullement  qu'on  ait 
supprimé  de  la  série  les  termes  nuls,  s'il  y  en  a,  d'autre  part  que, 

au  lieu  de  considérer  \  c,„  on  pourrait,  tout  aussi  bien,  en  dési- 
gnant par  p  un  nombre  naturel  fixe,  considérer  l'expression 

x/^n  OU  \/  "" 

en  effet,  en  plaçant  p  termes  quelconques  avant  le  premier  terme 
de  la  série  {o\  on  aura  une  seconde  série  qui  sera  convergente  en 
même  temps  que  la  première  et  dans  laquelle  v,i  est  le  terme  de 
rang    n  ^  p\   si   l'on  applique  le  critère  à   celte   seconde    série, 

"  +  ;-/"" 

c'est  l'expression  *  /  i„  que  l'on  a   à  considérer.  De    même  on 

pourrait,  sans  cbanger  la  convergence  ou  la  divergence  de  la  série 
proposée,  supprimer/)  termes  au  commencement. 

La  règle  précédente  s'applique  en  particidier  lorque  yVn  tend 
vers  une  limite  /  pour  n  infini  ;  si  celte  limite  est  un  nombre  plus 
peti  t  que  I,  les  valeurs  de  v^i'u  finissent  par  rester  au-dessous  de  tel 
nombre  K  que  l'on  voudra,  compris  entre  /et  i,  et  par  consé- 
quent la  série  est  convergente  ;  si  /  est  plus  grand  que  i,  la  série 
est  divergente  ;  il  y  a  doute  si  /  =  i,  sauf  dans  le  cas  où  ^t'n  reste, 
à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n,  égale  ou  supérieure  à  i,  auquel 
cas  la  série  (y)  est  divergente. 

Soit,  par  exemple,  ai,  a,,  ...,  a,,,  ...  une  suite  de  nombres  tous 
différents  de  zéro,  tels  que  l'on  ait  lim.  |  a„|  =^  -h  oo  ,  la  série 


X 


r.2 


a,         a- 


cn.vririuî  m.    —   rkcles  de  conveiioence  l'y 

est  absolument  convcrg^cnte  quel  que  soit  x  ;  en  eflet  la  racine 
n"   do   In  valeur  absolue  du  n"  terme  est    —   ,  dont  la  limite  pour 

n  inliai  est  évidemment  zéro. 

Considérons  encore  la  série  dont  le  n"  terme  est  q»-z'^",  en  dési- 
gnant par  (]  un  nombre  positif,  plus  petit  que  i,  et  par  z  un  nombre 
quelconque  :  la  racine  n"  de  ce  terme  est  (f^z^  ;  elle  tend  vers  o 
quand  n  augmente  indéfiniment  :  la  série  est  convergente  quel 
que  soit  *. 

Il  en  est  évidemment  de  même,  pour  toutes  les  valeurs  de  z 
autres  que  o,  de  la  série 

V    rjn'l,2n  __   j    _,_     V    <!>'-( -in  _u   _I- j, 
n  =  —  00  n  =  I 

qui  joue  un  rôle  important  dans  la  tbéorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

428.  —  La  règle  précédente  fournit  un  résultat  intéressant  con- 
cernant la  convergence  ou  la  divergence  des  séries  de  la  forme 

sur  lesquelles  nous  aurons  à  revenir  :  je  suppose,  pour  le  moment, 
que  Oy,  cil,  ..,,  a„,  ...  soient  des  nombres  positifs  ('),  ainsi  que  x, 
qu'on  regardera  dans  ce  qui  suit  comme  un  nombre  fixe.  En 
laissant  de  côté,  ainsi  qu'on  l'a  expliqué  plus  haut,  le  terme  C(,,  on 
est  amené  à  étudier  l'expression  7««-ï"  =  x  7««-  Si  l'on  a 

im.  v/a,,  =  /, 

n  =  oo 

on  auia 

hm.  V  a,jrc"  =  Ix, 
n  =  00 

et,  par  suite,  la  série  (a)  sera  convergente  pour  les  valeurs  de  x 
moindres  que  7 ,  divergente  pour  les  valeurs  de  x  plus  grandes 
que  -,  :  il  y  aura  doute  pour  .r  =  j. 

{')  Rien  n'empùclic  clans  les  raisonnements  qui  suivent  de  supposer  que 
quelques  uns  de  ces  nombres,  en  nombre  fini  ou  infini,  soient  nuls. 
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Ce  résultat  toutefois,  suppose  rcxistcncc  d'une  limite  pour  y/^ 

Supposons  seulement  que  la  suite  dont  le  n"  terme  est  y/a^  soit 
bornée  en  haut  et  désignons  par  L  la  plus  grande  de  ses  limites 
[n°  64).  La  série  (a)  est  convergente  pour  les  valeurs  de  x  infé- 
rieures à  7- ,  divergente  pour  les  valeurs  de  .r  supérieures  à  r-  • 

En  elTct,  si  z  est  un  nombre  [)ositif  quelconque,  on  sait  que, 
parmi  les  nombres  de  la  forme  \/a,„  il  n'y  en  a  qu'un  nombre  fini 
qui  soient  supérieurs  ou  égaux  à  L  -i-  3  ;  pour  les  valeurs  de  n 
supérieures  à  un  nombre  positif  y>  suffisamment  grand,  on  aura 

\/a„  <  L  +  £. 

Si  donc  on  prend  .c  inférieur  à  ■         ^,  \' n„x"  sera,  pour  les  valeurs 

de  n  plus  grandes  que/),  moindre  que  j- ^ — :  <<  i,  et,  par  suite  la 

série  (a)  sera  convergente.   Si  maintenant  on  suppose  seulement 

I      .,        ,„        ,              ,          ^  I  —  L.r  ^  , 

X  <^  T-,  il  sullira  de  prendre  ^  <C. — ,  pour  être  assure  que 

X  est  moindre  que  -, — — ,  la  convergence  est  encore  assurée. 

Au  contraire  si  s  est  un  nombre  positif  plus  petit  que  L,  il  y  aura 
une  infinité  de  nombres  de   la  forme  \/a„  qui  seront  plus  grands 

que  L  —  £  ;  si  donc  on  prend  x  plus  grand  que  .   . ,   il  y  aura 

une  infinité  de  nombres  de  la  forme  \'a„.r"  qui  seront  plus  grands 
que  I  ;  il  y  aura  donc  dans  la  série  (a)  une  infinité  de  termes  plus 
grands  que  i  ;  elle  sera  divergente.  Il  en  est  de  même,  pourvu  que 

X  soit  plus  grand  que  t-  .  Pour  x  =z  y ,  on  ne  sait  pas  si   la  série 

est  convergente  ou  divergente. 

Si  L  était  nul,    la  série  [a]  serait  convergente  pour  toutes  les 

valeurs  dex  :  c'est  ce  qui  arrive  pour  la  série    7    q"^x^'',  étudiée 

n  =  1 

plus  haut,  lorsque  le  nombre  positif  q  est  plus  petit  que  i. 

Si  enfin  L  n'existe  pas,  c'est-à-dire  si  l'ensemble  des  nombres  dis- 
tincts de  la  forme  l^a,i  n'est  pas  borné  en  haut,  le  même  mode  de 
raisonnement  montre  que  la  série  (a)  est  divergente  quel  que  soit 
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le  nombre  posilif  .;•.  En  elTol  si  A  est  un  nombre  positif  quel- 
conque, il  y  a  alors  une  inlinitc  de  nombres  de  la  l'orme  i'/«„  qui 
sont  plus  grands  que  A,  et  par  suite  une  infinité  de  nombres  de  la 
forme  \^a„x"  qui  sont  i)his  ^aaiuls  que  A./;  ;  si  donc  on  prend  A  [)lus 
grand  que  -  ,  on  voit  (pi'il  y  a  dans  la  série  (a)  une  inlinilé  de 
termes  plus  grands  que  i  :  la  série  est  divergente. 

On  voit  donc  qu'à  la  suite  des  nombres  positifs  a^,  a,,  ...,  a,,^  ... 
est  attaché  un  nombre  R  qu'on  prendra  égal  à  o,  dans  le  cas  oîi  la 
suite  dont  le  n"  terme  est  '^a„  n'est  pas  bornée  en  haut,  (ju'on  pren- 
dra é^'al  à  j-quand  cette  suite  admet  une  plus  grande  limite  dilïe- 
rcnte  de  o,  qu'on  regardera  comme  infini  quand  cette  plus  grande 
limite  est  nulle  et  qui  jouit  de  la  propriété  suivante  :  la  série 
a^  -f-  a,.c  H-  ...  H-  a„x"  -+-...  est  divergente  pour  x  >  R  et  conver- 
gente pour  X  <C  R.  Naturellement  il  faut  entendre,  quand  R  est 
infini,  que  la  série  est  toujours  convergente  ;  quand  R  est  nul, 
qu'elle  n'est  convergente  pour  aucune  valeur  positive  de  x. 

La  détermination  précise  du  nombre  R  que  l'on  vient  de  don- 
ner est  due  à  Caucliy  (')  ;  mais  son  existence  apparaît  immédiate- 
ment en  observant  que  si  la  série  (a)  est  convergente  pour  une 
valeur  de  x^  elle  reste  convergente  quand  on  remplace  x  par  un 
nombre  (positif)  plus  petit,  puisque  chaque  terme  est  remplacé  par 
un  terme  plus  petit  ;  de  même  si  elle  est  divergente  pour  une 
valeur  de  x  elle  est  divergente  pour  les  valeurs  plus  grandes  ;  des 
lors  si  l'on  écarte  le  cas  où  la  série  n'est  convergente  pour  aucune 
valeur  positive  de  x,  et  celui  où  elle  est  convergente  pour  toutes 
les  valeurs  positives  de  x,  il  faut  qu'il  y  ait  des  valeurs  positives 
de  X  pour  lesquelles  elle  est  convergente,  et  des  valeurs  pour 
lesquelles  elle  est  divergente  :  soit  (E)  l'ensemble  des  premières 
valeurs,  (E')  l'ensemble  des  secondes.  Un  nombre  positif  quel- 
conque appartient  nécessairement  à  l'un  ou  à  l'autre  ensemble, 
chaque  nombre  du  premier  ensemble  est  plus  petit  que  chaque 
nombre  du  second.  Ces  deux  ensembles  définissent  un  nondjre  R 
qui  est  la  borne  supérieure  de  (E),  la  borne  inférieure  de  (E'). 
Toul   nombre   positif  x,  plus  petit  que  R  a[)[)artient  au  premier 

(i)  Elle  est  restée  longtemps  oubliée  ;  M.  IIadamari),  qui  l'a  retrouvée  de  son 
çôtc,  en  a  montré  riniportaticc  et  en  a  tiré  de  nombreuses  conséquences. 
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ensemble,  tout  nombre  plus  grand  que  R  ,  appartient  au  second. 
Pour  .1;  =r  \\,  la  série  est  convergente  ou  divergente  suivant  que  R 
appartient  au  premier  ou  au  second  ensemble. 

129.  —  Ce  raisonnement  toutefois  ne  met  pas  en  évidence, 
comme  le  précédent,  ce  fait  que  pour  une  valeur  de  x  supérieure 
à  R,  il  y  a  dans  la  série  (a)  une  infinité  de  termes  plus  grands  que  i . 
Ce  point,  dont  on  va  voir  l'importance,  résulte  au  contraire  d'une 
remarque  très  simple  due  à  Abel,  qui  a  montré  le  premier  le  carac- 
tère des  séries  qui  nous  occupent  :  voici  cette  remarque.  Admet- 
tons qu'il  y  ait  un  nombre  positif  X  pour  lequel  l'ensemble  des 
nombres  a„X"  soit  borné  en  baut  ;  la  série  (a)  est  convergente  pour 
toute  valeur  positive  de  x  moindre  que  X  ;  en  effet  pour  une  telle 
valeur  de  x,  la  série 

^  ^  X  -^  (xj  -^  -  -^  (x 

en  convergente  ;  elle  reste  convergente,  si  on  multiplie  le  (n  -h  i)"" 
terme  par  le  nombre  positif  a„X"  qui,  par  hypothèse,  est  moindre 
qu'un  nombre  positif  fixe  ;  or,  on  reproduit  ainsi  la  série  (a). 

Le  nombre  R  apparaît  alors  comme  la  borne  supérieure  de 
l'ensemble  des  nombres  positifs  X  tels  que  l'ensemble  des  nombres 
a„X"  soit  borné  en  haut.  Pour  une  valeur  de  X  supérieure  à  R, 
l'ensemble  des  nombres  a„X"  n'est  pas  borné  en  haut  :  il  y  a  donc 
une  infinité  de  termes  de  la  série  (a)  qui  dépassent  tel  nombre 
positif  que  l'on  voudra. 

Si,  maintenant,  on  ne  suppose  plus  que  les  nombres  a^,  a,,  a^ 

a„,  ...  soient  positifs,  non  plus  que  x,  et  si  l'on  désigne  par  R  le 
nombre,  dont  on  vient  de  prouver  l'existence,  pour  la  série  à  termes 
positifs  (ou  nuls) 

«0  -+-  ^[  ^'  -+-  •••  +  "/i  ^'"  -1-  •••' 

oîi  a^,  a\j  ...,a,i,  ...,  ic'  sous  les  valeurs  absolues  de  «o-  f^i»  ••> 
an,  ...,  X,  on  voit  de  suite  que,  pour  les  nombres  x  tels  que  l'on 
ait  I  0:  I  <  R,  la  série 

(«)  %  -^-  ayx  -^  ...  -^  fi„x"  -+-,.. 

est  absolument  convergente,  qu'elle  n'est  pas  convergente  absolu- 
ment ou  non)  pour  les  valeurs  de  x,  telles  que  l'on  ait  j  x  |  >>  R, 


CHAiTrni-:  m.    —  nrr^r.F.s  de  coNVEncENcn  i8.'^ 

pnisf|iril  V  a  alors  dans  la  si'ric  (d),  uiio  inlinitc  do  termes  plus 
grands  que  i  en  valeur  absolue.  Pour  x  =^  W  la  série  (a)  peut  être 
diverironlo  ou  convergente  (absolument  ou  non). 

130.  —  La  comparaison  d'une  sc'rio  à  termes  positifs. 

{v)  l'i  -\-  v.,-^  ...  -\-  l'„  -h  .... 

dont  on  \ent  reconnaître  la  convergence  ou  la  divergence  à  une 
autre  série  à  termes  positifs 

(")  n^  -+-  II.,  -h  ...  -T-  u„  -H  .... 

dont  on  connaît  le  caractère,  [)eul  se  faire  en  considérant  le  rap- 
port —  de  deux  termes  de  même  rang. 

Un 

Supposons  que  ce  rapport  reste,  à  partir  d'une  certaine  valeur 
de  n,  compris  entre  deux  nombres  positifs  (non  nuls)  a  et  b 
(a  <C  b\.  On  peut  affirmer  alors  que  les  deux  séries  sont,  en  môme 
temps,  convergentes  ou  divergentes.  Il  suffit,  pour  s'en  convaincre, 
de  comparer  la  série  (y)  aux  deux  séries  obtenues  en  multipliant 
tous  les  termes  de  la  série  (h)  soit  par  a,  soit  par  h  ;  les  termes  de 
la  série  (y),  à  partir  d'un  certain  rang  sont  inférieurs  aux  termes 
de  la  série  («)  multipliés  par  b  ;  si  la  série  (ii)  est  convergente,  la 
série  (v)  l'est  aussi.  Dans  ce  cas  le  reste  de  la  série  (y)  est  inférieur 
au  reste  de  la  série  (u),  multii)lié  par  b,  pourvu  qu'on  s'arrête 
à  un  terme  à  partir  duquel  l'hypothèse  relative  au  rapport  se  trouve 
vérifiée.  Les  termes  de  la  série  (v)  sont  supérieurs  aux  termes  de  la 
série  (u),  multipliés  par  a  :  si  la  série  (a)  est  divergente,  il  on  est 
de  même  delà  série  (y). 

On  peut  encore  affirmer  la  convergence  de  la  série  (y)  quand  la 

Vn 

série  (u)  est  convergente  et  que  le  ra[)port  —  ,  à  partir  d'un  certam 

Un 

rang,  reste  infi'iieur  à  un  nond)ie  fixe,  ou  la  divergence  de  la 
série   (y)    cpiand  la  série  (u)  est  divergente,   et    que   le   ra[)port 

—  a  paitu-  d  un  ccriam  rang,  reste  supérieur  a  un  nouinrc  lixe, 
''il 

positif  (non  nul  j. 

y-,  >  1  •  •  I  •  1  1  ^" 

(,-es  remarques  s  ap[)liquenl  en  [)arluuner  lorsqua  le   rapport  — 


iS/i 


INTRODUCTION    A    I.V    TIIIi:OUIE    IIKS    FONCTIONS 


a  une  limite  /  pour  n  infini  :  si  /  en  dilTérent  de  zéro,  et  si  on 
désigne  par  ;  un  nombre  positif  pins  polit  que  /,  on  peut  lui  faire 

V 

correspondre  un  nom])ro  nalurel  /^  à  partir  duquel  le  rapport  — 

reste  compris  entre  les  deux  nombres  positifs,  non  nuls,  / —  £  et 
/  -t-  £  :  dans  ce  cas  les  deux  séries  sont  convergentes  et  divergentes 
en  mémo  temps  ;  si  l'on  a 


H  =00    II,, 


^=  O, 


on  peut  affirmer  la  convergence  de  la  série  [v),  quand  la  série  (a) 
est  convergente  :  enfin  si  l'on  a 


H 


?' 


:»     U„ 


=    +    X, 


on  peut  affirmer  la  divergence  do  la  série  {v)  quand  la  série  (ii) 
est  divergente. 

Prenons  par  exemple  pour  la  série  ((,')  une  série  dans  le  if  terme 
soit  une  fonction  rationnelle  o  (n)  de/i.  Ce  n"  terme  ne  peut  tendre 
vers  o,  quand  ii  croît  indéfiniment  que  si  le  dénominateur  de  la 
fraction  est  de  degré  supérieur  au  numérateur  :  supposons  que  la 
différence  des  deux  degrés  soit  y;.  On  sait  que  l'on  a 

lim.    ?^",! 


n  —  'r,        II'' 


=  A, 


en  désignant  [)ar  A  le  quotient  des  coenicients  des  termes  du  plus 
haut  degré  dans  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  C/  (n). 

On  conclut  de  là  que  la  série  dont  le  n°  terme  est  o  (n),  série 
dont  les  termes  finissent  par  être  tous  du  même  signe,  est  conver- 
gente ou  divergente  en  même  temps  que  la  série  dont  le  n"  terme 
est  n  —  r  ;  elle  converge  si  p  est  plus  grand  que  i,  diverge  si  p  est 
égal  à  I . 

On  doit  toutefois  supposer  que  le  numérateur  de  o  (n)  ne 
s'annule  pour  aucune  valeur  entière  et  positive  de  n. 

En  supposant  que  p  soit  plus  grand  que  i  et  en  désignant  par 
a,,  .,  a^,  ...,  a„,  ...  dos  nombres  dont  la  valeur  absolue  reste  infé- 
rieure à  un  nombre  positif  fixe,  on  voit  que  la  série 

a,o(i)  -h  x/f  (3)  -t    ...  -h  'J-nO  [n)  -+-  ... 

est  absolument  convergente. 
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Il  Y  a  lieu  de  remarquer  que,  si  les  termes  de  la  série  (v)  vont 
en  décroissant,  la  série  (/')  ne  peut  être  convergente  que  si  nr„  a  pour 
limite  o,  quand  n  croît  indéfiniment  (').  Pour  le  voir  il  reste  à  dé- 
montrer f|uc  la  série  (r)  est  divergente  lorsque  ni\,  n'a  pas  de  li- 
mite poiu-  //  infini.  De  la  supposition  que  l'un  n'a  pas  lim  ni\  =  o, 

résulte  l'existence  dun  nombre  positif  a,  tel  que  l'on  ait  ni\,  >  a, 
pour  une  valeur  convenablement  clioisie  de  n,  plus  grande  que  tel 
nombre  positif/)  que  l'on  voudra  (n'  53). 

Ainsi,  partant  d'un  nombre  naturel  a  tel  que  l'on  ait  a  v^  >>a. 
on  peut  en  trouver  un  ^3  plus  grand  que  a  et  que  tel  autre  nombre 
qu'on  voudra,  pour  lequel  on  aura  fiVo  >>  a,  puis  un  autre  y  plus 
grand  que  .3,  et  que  tel  autre  nombre  qu'on  voudra,  pour  lequel 
on  aura  ycy  >o,  etc.  On  ne  sera  jamais  arrêté;  or  la  somme  des 
termes  consécutifs  de  la  série  v  qui  commencera  à  i\  et  dont  le 
dernier  serait  t"v_i  est  supérieure  (n°  97)  à 

(P  -  ^)  ''3  +  (■:  -  ?)  ''y  -  •••  +  {■'  -  H^)  ^'v 

et  par  conséquent  au  produit  par  a  de 

(■-;)-(--?)---(--^ 

or  ce  dernier  nombre  peut  être  supposé  aussi  grand  qu'on  le  veut  : 
si  l'on  suppose  par  exemple  ^'5  >>  2  a,  y  >•  2  jj,  . . . ,  v  >•  2  a,  cbaque 

terme  est  plus  grand  que  -,  et  il  y  a  autant  de  termes  qu'on  veut. 
Le  fait  que  les  deux  séries  à  termes  positifs 


n  =  t: 
V     "" 


OÙ   l'on   suppose  «„  =  «,  h-  «,  -i-  ...  h-  ii,„  étaient  convergentes 
ou  divergentes  en  même  temps,  a  été  établi  au  n°  126  (-).  On  peut 

(1)  E.  liouEi..  —  Lei-ons  sur  les  fondions  entirres,  p.  17. 

Il  r^  M 

(^)  La  seconde  série  dans  le  n"  126,  était  ^    — ^  ;  mais  la  modification 

n  =  I 
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évidenmienl  le  rattacher  aux  propositions  précédentes,  lorsque  la 
première  série,  que  je  désignerai  sous  le  nom  de  série  (u)  est  con- 
vergente;   il   est   clair  en  elTct  que    le  rapport  du  n°  terme  de  la 

seconde  série  an  n"  terme  de  la  série  [a)  a  pour  limite  -,  en  dési- 
gnant par  A'  la  somme  de  la  série  [n)  ;  la  seconde  série  est  donc 
convergente  ;  au  reste,  il  suffirait  de  remarquer  que  les  termes  de 
la  seconde  série  sont  plus  petits  que  les  termes  de  la  première 
divisés  par  u, . 

Dans  le  cas  où  la  série  (u)  est  divergente,  la  divergence  de  la 
seconde  série  apparaît  directement  comme  il  suit  :  puisque  les 
sommes  s„,  Sn+  i,  SnA-2,  •■■  vont  en  augmentant,  il  est  clair  que  la 
somme  des  p  termes  qui,  dans  la  seconde  série,  suivent  le  n",  à 
savoir 

-t-  — t-  . . .  —r~  ~^ 


est  supérieure  à 

Un   ^  1    H-   »»  4-  : 


or,  la  première  série  étant  divergente,  on  peut,  lorsque  l'on  se 
donne  n,  choisir/)  assez  grand  pour  que  — —  soit  plus  petit  que  tel 

Sn  4-  l^ 

nomhre  positif  que  l'on  voudra,  que  -  par  exemple  ;  on  peut  donc 
trouver  dans  la  seconde  série,  après  un  terme  quelconque,  des 
termes  dont  la  somme  dépasse  - ,  après  le  dernier  de  ces  termes, 

des  termes  dont  la  somme  dépasse  -,  etc.. 

àbel,  à  qui  sont  dues   ces  remarques  si  simples,  a  montré  en 
outre,  en  supposant  divergente  la  série  (u),  que  la  série 

i-\-7.  "+"       14-a  "'"■••"'"„   i-fa  ~^ 

oij  7.  est  nombre  positif,  est  convergente. 

est  évidemment   insinnifiantc,    puisque   le    rapport  — " —  do   deux  termes   de 

I    +  ^n 

même  rang  a  une  limite  positive,  soit  que  .,\  tende  vers  une  limite,  soit  que 
l'on  ait  lim  .Sa  :^  -j-  ^  • 


CIIAPITIŒ    III.     UÈGLES    DE    CONVERGENCE  187 

Celle  proposilion  résulte   aisénicnl,  comme  on  va   le  voir,  il»-' 
'inégalilc 

>.  I  M-  ;/(./•, 


(I  —./•)' 


où  m  désigne  un  nombre  posilif  c|nelconqnc  et  x  un  nombre  po- 
sitif plus  petit  quel  :  celte  inégalité  sera  établie  plus  lard  (n"'133, 
188).  Elle  entraine  les  suivantes 

I  I  ^^^   I  aH„ 

(^s.  —  «,.)        ..«  / 1  _  i!i'^        ^"       ^'^ 


d'oii  l'on  conclut 

«t  n.. 


Un  ^    I     /         I  I 


et  celte  dernière  inégalité  met  en  évidence  la  convergence  de  la 
série  proposée. 

Si  l'on  supposait  a  négatif,  il  est  clair  que  la  série  considérée 
serait  divergente,  puisque  ses  termes  seraient  plus  grands  que  ceux 

delà  série  dont  le  n"  terme  est-",  série  dont  on  sait  qu'elle  est 

divergente. 

En  appliquant  ces  résultats  au  cas  où  l'on  aurait  a„  :=  i,  on 
retrouve  les  propositions  établies  au  n°  96.  En  les  appliquant   au 

cas  où  l'on  aurait  iin  =  •    ,  on  voit  que  la  série  dont  le  n"  lerme 

I  ,  -. 

est    ■  I  a.  a  ,  ou  Ion  suppose 
n,s,i 

î        I  I 

I         a  n 

est  convergente   si  a  est  positif,  di\crgenle  si  a  est  nul  ou  négatif; 
en  parlant   de  la   série  divergente  donc  le  n'    terme  est  -,',    o^i 


i88 
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pouvra    obtenir  par  le  même  procédé  une  série  dont  le  n"  terme 
sera 


où  5|,  sera  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  première  série, 
et  qui  convergera  si  a  est  positif,  qui  divergera  si  a  est  négatif.  Ce 
procédé  peut  être  continué  indéliniment,  et  les  séries  successives 
auxquelles  il  donne  naissance  sont  précieuses  comme  types  de  com- 
paraison ;  mais  j'aurai  plus  tard  l'occasion  de  mettre  sous  une 
forme  plus  simple  les  résultats  auxquels  il  conduit. 

131.  —  Revenons  à  la  comparaison  de  la  série  à  termes  positifs 

[V)  l\  +  !',  -h  ...  -+-  v„  -h  ... 

à  la  série,  à  termes  aussi  positifs 

(u)  «1  H-  »2  +  ...  -H  u„  ■+-  ... 

et  dont  le  caractère  (de  convergence  ou  de  divergence)  est  supposé 
connu. 

Si  la  série  (u)  est  convergente  et  si  l'on  a,  à  partir  d'un  certain 
rang/), 

'^n  4-  1   >    "n4-  1 
Vn       =       «;.       ' 

la  série  (v)  est  aussi  convergente.  Si  la  série  («)  est  divergente  et  si 
l'on  a,  à  partir  d'un  certain  rang />, 

^»  4-  1    ^    tl,i  4,  1 
î'«        "^        "«      ' 

la  série  (y)  est  aussi  divergente. 

Ces  propositions  sont  une  conséquence  immédiate  de  celles 
qu'on  a  établies  au  début  du  n"  130,  en  effet,  dans  le  premier 
cas,  par  exemple,  on  doit  avoir,  pour  n  >/>, 

i!ii  >  ^"  + 1  >  lV_i_2  >  . .  >  !J! 


'  +  1    ~    "7^  +  î  ~  —    "n 


et  l'inégalité  --  <  ~ ,  on  le  second  membre  est  un  nombre  fixe. 

Un  tti, 
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siiHit  à  [utiuver  la  convergence  de  la  série  (v)  ;    on  vtjit   aussi  que 
le  reste  de  celte  série,  quand  on  la  limiloau  Uimc  t';,_,  est  au  [)lus 

égal  à  --  H;,_,,  en  désignant  [)ar   K,,_i.  le  reste  de  la   série  («), 

limi'ée  au  ternie  »;, ..  ,. 

Le  raisonnement  est  le  niènic   dans  le   second  cas,   si  ce  n'est 
qu'il  n'y  a  pas  lieu  de  parler  du  reste. 

Si  l'on  prend  pour  la  série  (u)  la  série 


où  a  est  nombre  positif,  série  convergente  pour  a  <:^  i,  diver- 
gente pour  a>  I,  on  obtient  les  conclusions  suivantes. 

Si  pour  n  > /)  le  rapport    "  J'  '  reste  constainnient    inférieur  ou 

égal  à  un  nond:)re  lixc  a,  plus  petit  que  i,  la  série  (r)  est  conver- 
gente ;  son  reste  quand  on  la  limite  au  terme  r„  (/i  >  p)  est  au 
plus  égal  à 

"«  4-  1    rt"  +  '  V„  4-  1 


a"  ~  '   i  —  a        I  —  a 


si,  pour  n  >  p,  le  rapport  -'-'-A  est  constamment  supérieur  ou  égal 

à   I,  la  série  (r)  est  divergente.  Gela  est  d'ailleurs  évident,  puisque, 
alors,  les  termes  ne  diminuent  pas  quand  leur  rang  augmente. 

Cette   règle   s'applique  en    particulier   quand    le   rapport  -^^-^- 

admet,  pour  n  infini,  une  limite  /  ;  quelque  petit  que  soit  le  nombre 
positif  £,  ce  rapport,  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de  n, 
sera  toujours  compris  entre  /  —  s  et/-t-c  ;  si  /  est  dilîérent  de  i, 
on  prendra  z  moindre  que  la  valeur  absolue  de  la  différence  1  —  /. 
Lorsque  la  limite  est  inférieure  à  i ,  les  inégalités 


-n+  1 


>/-f-B<I, 


qui  auront  lieu  à  partir  d'un  certain  rang,  montrent  que  la  série  (v) 
est  convergente.  Si  la  limite  est  su{)éricureà  i,  les  inégalités 


Vn  4-  1 

Vn         ^ 


igo 
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prouvent  que  la  série  est  divergente.  Il  y  a  doute  si  la  limite  en  i, 
sauf  dans  le  cas  où  le  rapport  est  constamment  supérieur  ou  égal 
à  I,  auquel  cas  la  divergence  est  certaine. 
Si  l'on  appliquait  cette  règle  à  la  série 


(«) 


Oq  H-  Oi  œ  +  ...  -+-  a„x"  +  .. 


où  l'on  suppose  qiie  les  coefficients  a^,  a,,  ..,a„,  ...  sont  positifs, 
ainsi  que  le  nombre  x,  on  serait  amené  à  considérer  le  rapport 


supposons  que  l'on  ait 


liin.  ^n  -- 1  __  j^ 


on  voit  que  la  série  (a)  est  convergente  pour  les  valeurs  de  x  qui 
sont  positives  et  plus  petites  que  h,  divergentes  pour  les  valeurs 
de  X  qui  sont  plus  grandes  que  h  ;  ces  résultats  sont  conformes  à 
ceux  que  l'on  a  obtenus  au  n"  129  ;   mais  il  faut  remarquer  que, 

ici,  le  raisonnement  suppose  l'existence  d'une  limite  pour    ""^^  • 

Comme  la  série  (a)  ne   peut  pas   être  à  la  fois  convergente  et 
divergente,  pour  une  même  valeur  de  x,  il  est  clair  que  si  les  deux 

quantités  î'/~,    ""^  ^  ont  des  limites,  ces  deux  limites  sont  égales. 

Il  n'est  pas  bien  difficile  d'ailleurs  de  montrer  que  l'existence  de  la 
seconde  limite  entraîne  celle  de  la  première. 

132.  —  Considérons,  comme  exemples,  les  séries 


(0 


X  X- 

I  1.2 


,  .  m  m(in  —  i]     ., 

2)  I  -i-  -  a-  H ^ X- 

^  '  l  1.2 


m  (m  —  I  ) ...  (m  —  /î  H-  0    ,. 
1.2  ...  n 


où,  pour  la  seconde,  m  est  un  nombre  quelconque,   le  rapport  du 

,    ,  ,              X           ,               . ,        m  —  n  -H  I 
(n  -f-  i)"  terme  au  précèdent  est  -  pour  la  première, -^ x 
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.T 

pour    la  sccoiulc  ;    quel  que   soit  x,  -  a  pour   liinilc  zrro  ([uaml    n 

augmente  indéliniment  ;  le  rapport  delà  valeur  absolue  tl'iui  Icrme 
delà  série  (i)  à  la  valeur  absolue  du  terme  précédent,  a  donc  aussi 
pour  limite  zéro;  la  série  (i)  est  absolument  convergente,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  x.  C'est  ce  ([ue  l'on  a  déjà  vu  au  n"  95  où 
l'on  a  donné  aussi  l'expression  du  reste.  Lorsque  «augmente  indé- 
finiment, le  rapport  des  valeurs  absolues  de  deux  termes  consécu- 
tifs de  la  série  (2)  a  pour  limite  j  j:  |  et  par  conséquent,  lorsque  x 
est  compris  entre  —  i  et  -h  i,  la  série  (2)  est  absolument  conver- 
gente ;  lorsque  la  valeur  absolue  de  x  est  supérieure  à  un.  la  série 
est  divergente,  puisque  les  termes  ne  tendent  pas  vers  zéro,  sauf 
toutelois  quand  m  est  un  nombre  entier  positif,  car  alors  la  série 
est  limitée  ;  lorsque  l'on  ax  =  ±  i,  la  série  est  divergente  si 
m  -h  I  est  négatif  ou  nul,  il  y  a  doute  si  m  -t-  i  est  positif. 

Une  règle  que  l'on  va  donner  tout  à  l'iieure  montre  que  dans  ce 
cas(x'  =  d=  I,  w  -H  I  >  o)  la  série  est  absolument  convergente 
si  m  est  positif,  divergente  si  m  est  négatif  et  six  est  égal  à —  i  ; 
enfin  la  règle  du  n°  137  permettra  de  reconnaître  que  dans  le  cas 
où  l'on  a  a;=  I,  o  >-  m  >■  i,  la  série  est  convergente  sans  l'être 
absolument. 

On  verra  plus  tard  que  la  somme  de  cette  série,  quand  elle  est 
convergente,  est  égale  h  {i  -t-  x)'". 

133.  —  En  admettant  celte  dernière  proposition,  on  voit  que,  si 
l'on  remplace  x  par  —  ,/■  et  m  par  —  m  dans  l'égalité 


(i  -+-  a-)"'=i  -t-- 


clle  devient 


m(m —  i)     ,        mdn  —  i^  (m  —  2)     , 

■'   X^    H rj X^ 

1.2  I  .   3  .   .i 


.  m  m  (m  -ht)     .,        m(in  -4-  i)  (m  H-  1)     , 


II  X)-'"=il  H X-\ ^ X 


1.    2.    3 


en  supposant  x  et  m  positifs,  tous  les  termes  de  la  série  qui  figu- 
rent au  second  nombre  sont  positifs,  il  est  clair  que  l'on  a  bien 


(i-x) 


]>  I  -h  inx. 
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quand  ///  est  posilif  et  que  x  est  compris  entre  o  et  i,  ainsi  qu'on 
l'a  dit  au  n"  131.  La  même  proposition  fournit  une  autre  relation 
du  même  genre,  dont  je  vais  avoir  besoin  :  elle  se  rapporte  au  cas 
où  X  est  très  petit  en  valeur  absolue. 

Si  on  limite  la  série  (2)  au  second  terme,  on  voit  que  son  reste 
sera  de  la  l'orme  A.c^  en  désignant  par  A  la  somme  de  la  série 

m{m  —  i"!        m  (m  —  i)('« — 2)         m  {in  —  i)(»i  —  2)  (m  —  3)    , 

1.2  I.   3.   O  \.   ?..  6.  [\ 

convergente,  comme  la  proposée,  si  l'on  a  ]  x  |  <<  i  ;  en  supposant 
1  x  I  <C  <i  <!  I  et  en  désignant  par  p,  la  valeur  absolue  de  m,  il  est 
clair  que  A  sera  moindre  en  valeur  absolue  que  la  somme  13  de  la 
série 


M-^t^H-  i)  _^  i^(n+  i)(i.i-+-3) 
I.  2  I.  2.  3 


Kt^+  i)(ta  +  2)  ([^+3)  ^^, 
I.  2.  3.  4 


puisque,  pour  obtenir  la  série  B,  on  a  remplacé  chaque  terme  de 
la  série  A  par  un  terme  positif,  plus  grand  en  valeur  absolue.  On 
peut  donc  poser 

(i  -*-  ce)'"  =  I  -h  mx  H-  kx'^, 

en  étant  certain  que  si  x  est  moindre  en  valeur  absolue  que  a,  la 
quantité  A,  qui  dépend  de  x,  sera  moindre  en  valeur  absolue 
que  B. 

On  peut  encore  écrire 

(i  -r-  a?)"'  =  I  H-  p.r, 

en  désignant  par  ^j  =  m  h-  kx,  un  nombre  dont  on  sait  qu'il  est 
aussi  voisin  de  m  qu'on  le  veut,  pourvu  que  x  soit  suffisamment 
petit  en  valeur  absolue.  C'est  la  relation  que  je  voulais  établir. 


134.  —  On  a  vu  que  l'application  à  la  série  à  termes  positifs 


(") 


du  critère  fourni  par  la  limite  du  rapport    "  ^  ^  laissait  un  doute 

quand  cette  limite  était  i  et  que  le  rapport  finissait  par  être  tou- 
jours inférieur  à  i. 
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Il  est  aK»rs  natiuel  de  comparer  la  série  (r)  à  une  autre  série  ù 
termes  positifs 

1")  u^  -{-  n.j  -h  ...  H-  »„  -h  ..., 

où  la  même  circonstance  se  présente^  et  dont  on  sache  si  elle  est 
convergente  ou  divergente. 

Prenons,  par  exemple,  pour  la  série  (u)  la  série  dont  le  n"  terme 

est  —,  en  désignant  par  /'  un  nombre  positif.  On  a  alors 


/ 

I 

\  '' 

1, 

('^ 

II. 

) 

I 

-+- 

II 

en  désignant  par  a„  un  nombre  dont  on  sait,  par  le  numéro  pré- 
cédent, qu'il  est  aussi  voisin  de  r  que  l'on  veut,  pourvu  que  n  soit 


assez  grand. 


En  mettant  le  rapport    '        sous  la  forme  analogue 


on  est  conduit  à  la  règle  suivante. 

Si,  pour  les  valeurs  de  n  suffisamment  grandes  jS,,  reste  plus 
grand  qu'un  nombre  h  plus  grand  que  i,  la  série  (f)  est  conver- 
gente, si  au  contraire,  pour  les  valeurs  de  n  suffisamment  grandes 
,'5„  reste  plus  pelil  que  i,  la  série  (r)  est  divergente. 

Je  me  borne  au  premier  cas.  On  choisira  r  compris  entre  i  et  /<  ; 
la  série  (u)  est  convergente  ;  puisque  7.,,  est  aussi  voisin  de  /'  qu'on 
le  veut,  a„,  pour  des  valeurs  sulhsamment  grandes  de  n,  est 
compris  aussi  entre  i  ci  h,  en  sorte  que  l'on  a  jj,,  >>  y.„  et  par 
suite 


Vn+l  ^  }l 


n  +  i 


la  série  {v)  est  convergente  comme  la  série  {u). 

Cette  règle  est  connue  sous  le  nom  de  Raabe  el  Duhamel  ;  elle 
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s'applique  en  particulier  lorsque  fz,,  a,  pour  n  infini,  une  limite 
di  lié  renie  de  i. 


135.  —  Restant     toujours  dans  le  cas  où    l'on  a    pour  les 
séries  (ii),  (r). 


lim    i'"  -^-i  _;  lini.  'J'i^ti  =:  j 


en  sorte  qu'on  puisse  poser 


(0 


H^-ti  =-.  I 
ll„ 


Vn+l  _ 


avec  les  conditions  lim.  -a  =  lim.  r,,,  =  o,  je  vais  montrer  que  les 

n  =  ao  n  =  X 

deux  séries  (u),  (i')  sont  convergentes  ou  divergentes  en  même 
temps,  lorsque  la  série  dont  le  n®  terme  est  c«  —  "/;«  est  absolument 
convergente. 

En  effet,  les  égalités  (i)  donnent 


",.  ^i  =  «i  (i  —  ^i)  (i  —  s)  •••  (i  —  ^")' 


d'où 


.  1+^ 


■■^n 


La  quantité    ' ^"  ayante  pour  limite  finit,  a  partir  dune  cer- 

taine  valeur  de  /?,  par  devenir  moindre  que  i  en  valeur  absolue; 
rien  n'empêche  de  supposer  qu'il  en  est  toujours  ainsi,  puisque, 
dans  l'étude  de  la  convergence  d'une  série,  on  peut  faire  commencer 
celte  série  au  terme  que  l'on  veut.  Dès  lors  la  théorie  des  produits 
infinis  montre  que  le  second  membre,  a  pour  n  infini,  une  limite 

différente  de  o,  si  la  série  ^     "  est  absolument  convergente; 

le  caractère  de  cette  série  est  le  même  que  celui  de  la  série 
^  {in  —  ■/;«)  puisquele  rapport  de  deux  termes  correspondants,  dans 

les  deux  séries,  a  pour  limite  l'unité.  Si  la  série  ^   Jî 


r,„  I  est 


v„^  1 


convergente, le  rapport    "       a,  pour  n  infmi,  une  limite,  différente 
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l^,) 


de  o.  Les  deux  séries  {u),  (/-)  sont  en  même  temps  convergentes 


ou  divergentes. 

Ceci  pose,  prenons  comme  tout  à  l'heure,  pour  la  série  (u),  la 
série  dont  le  terme  général  est  n~'  ;  on  aura  alors 

— — ^  =   I -i- -      =1 h -4^ 

n„  \  11/  n        II' 

A„  étant  un  nombre  qui,  comme  on  l'a  vu  au  n"  133,  reste  infé- 
rieur en  valeur  absolue  à  un  nombre  fixe.  La  série  ^   _'    est    par 

conséquent  absolument  convergente,  comme  la  série  ^  ii~^.  On  est 
maintenant  en  mesure  d'établir  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  [leut  mettre,  dans  la  série  (r),  le  rapport  d'un  terme  au 
précédent  sous  la  l'orme 

v„  n 

/'étant  un  nombre  fixe  et  ^„  une  quantité  telle  que  la  série  ^  lOn] 
soit  convergente,  la  série  {r)  est  convergente  si  l'on  a  r  >>  i ,  di- 
vergente si  l'on  a  /•  ^  i  (^). 

En  effet,  il  est  clair  que  la  série  ^     ?«  —  '-"    est  alors  conver- 
gente :  par  conséquent  les  deux  séries  (ttj,  (r)  ont  le  même  caractère. 
C'est  ce  qui  arrive  en  particulier  si  l'on  peut  poser  o„  = —^ , 

.s  étant  un  nombre  fixe  plus  grand  que  i  et  B„  un  nombre  qui 
reste  en  valeur  absolue,  pour  toutes  les  valeurs  de  n,  inférieur  à  un 
nombre  positif  fixe. 

En  vertu  de  l'hypothèse  faite  sur  le  rapport  -^^-; —  ,  ce  rapport 

finit  nécessairement  par  être  positif;  tous  les  termes  de  la  série  (i') 
finissent  par  avoir  le  même  signe,  et  il  est  inutile  de  spécifiei-  que 
cette  série  est  une  série  à  termes  positifs. 

(•)  Le  lecteur  pourra  comparer  cette  règle  à  celle  de  Raahe  :  dans  dos  cas  assez 
larges,  mais  non  Icjiijonrs,  les  denx  règles  sdhI  c([iiivalcnlcs.  On  j)cut  appliquer 
le  mémo  mode  de  raisonnement,  en  cni[)lovant  comme  terme  de  coniparaisf)n 
des  séries   plus   lenlemcnl  convergentes  que  la  série    ^   "~  ,  par  exemj)Ic   la 

série  dont  le  n'  terme  est 

I 

""  =  — i :  . 
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En  vorlii  tic  la  supposilion  iclalivc  au  rapport    " ^'  '  ,  on  a 

n  =^  /)  n  =  p  n  =  p    .' 


.v=..ni-,i-?")"ri(-;,)xn  '";_': 

n=i  n=::i  n=  i    \ 

le  produit  infini 

H:=00       / 

n  '-7= 


est  absolument  convergent,  à  cause  de  la  convergence  de  la  série 
/,  I  On  I ^  le  produit 

n  =  p 


n 


augmente  indéfiniment  avec/),  reste  égal  à  i,  ou  tond  vers  o,  sui- 
vant que  r   est  négatif,   nul,  ou  positif  :  on  voit  que,  p  croissant 
indénuiment.  v,,  croit  indéfininicnl.  tend  vers  une  limite  différente 
de  o,  ou  tend  vers  o  suivant  que  /•  est  négatif,  nul,  ou  positif. 
La  règle  précédente  s'applique  en  particulier  dans  le  cas  où  le 

rapport  "  ^"  '  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'une  fraction  ration- 
nelle 

n''  -f-  A,/i''-'  -+-  \./i!'  —  -  -4-  ... 
/(''  -+-  ti^  Ai''~"'  -t-  n,jii'  "~  -  -H  ... 

ou  le  degré  />  et  les  coefiicients  A,,  A^,  ...,  a,,  a^,  ...,  sont  indé- 
pendants de  n  ;  on  voit  de  suite,  en  elTecluantla  division  du  numé- 
rateur par  le  dénominateur  et  en  calculant  deux  termes  au  quotient, 
que  l'on  peut  prendre  r  =  a^  —  Ai  et  que  la   série  proposée  est 

qui,  comme  on  le  verra  plus  tare!,  est  coiivcrgenle  ou  divergente  dans  les 
mêmes  conditions  que  la  série  ^  n  ,  ou  encore  des  séries  analogues.  Celle 
que  je  viens  de  dire  conduit  à  h  régie  suivante  :  si  l'on  peut  poser 

"-^^=1--  ('■  +1— )  +P"' 
y„  Il   \  log  II  I  '^ 

le  nombre  ;•  élant  fixe  et  la  série  ^  |  p„  |  convergente,  la  série  (i')  en  conver- 
gente quand  ;■  est  plus  grand  'que  i,  divergente  quand  r  est  égal  ou  inférieur 
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convergente  si  l'on  a 

A,  —  ^7,  4-  I  <  o, 

divergente  dans  les  autres  cas.  Celte  règle  est  due  à  Gauss. 

Appliquons  la,  comme  Gauss  l'a  fait  lui-même,  à  la  série //y/)er- 
ijcoinétritjuc  : 

_^  a(a+  l)...  (x-h  n—  i)  p(^  +  i)  ...  (^ -F  n  —  l)  ^„  _^ 
1.  2  ...  /(.  7(v -t-  I)  ...  (y  + /t  —  I) 

où  a,  j3.  y  désignent  des  nombres  qui  ne  sont  pas  des  entiers  né- 
gatifs; le  rapport  du  (n  -f-  2)"  terme  au  (n  4-  i)*  est 

(g  -h  n)  (3  -+-  n) 

pour  n  infini,  il  a  x  pour  limite  ;  on  en  conclut  que  la  série  pro- 
posée est  absolument  convergente  lorsque  l'on  a  |  x  |  <_  i  ;  on 
désigne  habituellement  la  somme  de  cette  série  par  le  symbole 

F  (a,  p.  Y,  X). 

Si  l'on  suppose  maintenant  x  ^=  dz  i,  l'application  de  la  règle 
précédente  conduit  aux  résultats  que  voici  : 

Suivant  que  le  'nombre  a  -4-  j >  — 7  —  i  est  positif,  nul,  ou  né- 
gatif, les  valeurs  absolues  des  termes  de  la  série  augmentent  indéfi- 
niment, tendent  \ers  une  limite  différente  de  o,  ou  tendent  vers  o. 
La  série  est  absolument  convergente  si  l'on  a  a  -1-  j'5  —  y  <<  o  et 
seulement  dans  ce  cas.  Si  a  -i-  j ^  —  y  est  positif  mais  plus  petit 
que  I ,  la  série  ne  peut  être  convergente  si  ses  termes  finissent  par 
être  toujours  do  même  signe  ;  elle  n'est  donc  pas  convergente  pour 
:c  =  I,  puisque,  alors,  le  rapport  d'un  terme  au  précédent,  finit 
par  être  positif.  Pour  x  =  —  i,  les  termes  finissent  par  être  alter- 
nativement positifs  ou  négatifs,  d'autre  part  ils  tendent  vers  o  et 
finissent  par  décroître  constamment,  comme  il  est  aisé  de  le  voir  : 
on  verra  au  n"  137  que,  dans  ces  conditions,  la  série  est  conver- 
gente. 

Je  me  bornerai  à  remarquer  sur  la  série  F  (a,  |'5,  y,  x),  qui  a 
été  l'objet  d'un  grand  nombre  de  beaux  travaux,  qu'elle  se  réduit 
à  un  polynôme  en  x  quand  l'un  des  nombres  a,  ^  est  un  entier 
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négatif,  et  qu'elle  se  réduit  à  la  série  déjà  considérée 

m  »i  (m  —  1       „  ni  111  —  i  ">  . . .  (m  —  n  -h-  \ 

I  H .r    •  --    ' 


I  l.   A  l  .  -2    ...   Il 

lorsqu'on  y  suppose  ^^  =  y  =  —  m.  el  qu'on  y  remplace  .r  par  —  x. 

136.  —  Prenons  pour  la  série  («)  qui  sert  de  terme  de  compa- 
raison, la  série 

(„)  ,,?...  ?" 


OÙ  l'on  suppose  f-j,,  positif,  et  dont  on  a  démontré  au  n"  126  qu'elle 
était  toujours  convergente.  La  série  à  termes  positifs 

(v)  l»!    -+-   1^2    +    •••    -+-   ^"   -+-    ••• 

sera  convergente  si  l'on  a,  à  partir  d'un  certain  rang, 

V>,       -  ^n{l    ■+-    h  +  i) 

OU,  en  remplaçant  pour  plus  de  simplicité  f^,,  par  y-  et  en  suppo- 
sant  ).„  >>  G,  si  l'on  a 

(!)  E:L+i<__^; 

'  l'„      -  I  H-  A„  +  1 

ainsi,  il  suffit  pour  pouvoir  affirmer  la  convergence  de  la  série  à 
termes  positifs  (v)  de  savoir  qu'il  existe  une  suite  de  nombres  posi- 
tifs À,,  /..2,...,  /«,•••  tels  que  l'inégalité  (i)  soit  vérifiée  pour  toutes 
les  valeurs  de  n  qui  dépassent  une  certaine  limite. 

La  démonstration  directe  de  cette  règle  {')  est  immédiate,  car 
en  supposant  l'inégalité  précédente  vraie  à  partir  de  /i  ==  i ,  en 
l'écrivant  sous  la  forme 

'•)!  V/i  —  f'n  4-  i  f»  -p  1  à  V/,  4-  1» 

en  y  remplaçant  n  par  i,  2,  3...  et  en  ajoutant,  on  trouve  de  suite 

l'a  +  Ug  -+-...  -f-  i'„  +  i  ^  Ài  t'i  —  À„  +  1  v„  +  1  <  Xj  j'j. 

(i)  Elle  est  (lue  à  Klmmer  :  elle  a  été  complétée  par  M.  Jense.v. 
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K('ci|»ro(niemenl,  ï^l  la  sôric  (r)  est  convcifrcnlc,  si  Ton  désigne 
par  .v„  la  somme  de  ses  11  jticmiers  lermes,  cl  par  A  un  nombre 
supérieur  ou  étral  à  sa  somme,  il  suflira  de  prendre  (n"  126; 


-    A  —  s„ 


pour  avoir 


n  +  1   'ji 

Vn  I  H-  >- 


"  + 1 


car  cette  égalité  se  réduit  à  s,,.. ,  —  s„  =  r„_  ^  ;  au  reste,  on  re- 
connait  sans  peine  que  Ion  aura,  d'une  faron  plus  générale, 


Jn  +  i        -  A.: 


< 


si  l'on  prend 


v„      ^  I  -i-  /„ 


1  N  A  —  s„ 


en  désignant  par  £,,  î.,,...  î,,,...  une  suite  de  nombres  positifs  dé- 
croissants, d'ailleurs  quelconques.  En  supposant  A  égal  à  la  somme 
de  la  série  proposée,    on  voit  (n"  126)  que    la    série  dont  le  n" 

I  ,. 

ternie   est  y   est  divergente. 

L'existence  des  nombres  /.,,  ).,,...,  l,,,...  est  ainsi  une  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  la  convergence  de  la  série  (i'). 

En  prenant  tous  les  À  égaux  entre  eux,  on  voit  que  la  série  (v) 
est  convergente  si  l'on  peut  déterminer  un  nombre  positif),  tel  que 
l'on  ait,  ù  partir  d'un  certain  rang 

^';i  -h  1   ^  ^'        ^ 

l'„       ~"   I    -+-  X  ' 

c'est  la  règle  du  n'' 131.  Si  l'on  prend  '/.,^  =  <-,  on  voit  que  la 

série  (ri  est  convergente  si  l'on  peut  déterminer  un  nombre  positif). 
tel  que  l'on  ait,  à  partir  d'un  certain  rang 


'->»  +  i 


*--Ji  < 


"»        I  -,-  i 


c'est  la  règle  de  Raabe,  etc. 
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Il  est  clair  que  si  la  série  formée  avec  les  inverses  des  nombres 
positifs).,,  1,,  ...,  In,  ...  est  divergente  et  si  l'on  a  à  partir  d'un 
certain  rang 


Vn       —  >',!  -- 


la  série  {v)  est  divergente.  Réciproquement  si  l'on  se  donno  une 
série  divergente  (v)  à  termes  positifs,  on  peut  trouver  une  suite  de 
nombres  positifs  ).,,  /^,  ...,  ).,i,  ...  qui  vérifient  celte  inégalité, 
et  dont  les  inverses  forment  une  série  divergente  : 

Il  suffira  de  prendre  /„  =  -  ,  en  désignant  par  s„  la  somme  des 

n  premiers  termes  de  la  série  (r).  En  prenant,  par  exemple  }.„  :=  n, 
on  obtiendra  la  règle  de  Raabe,  relative  aux  séries  divergentes. 

137.  —  Relativement  aux  séries  qui  sont  convergentes  sans 
l'être  absolument,  je  me  bornerai  à  établir  quelques  propositions, 
dont  la  première  concerne  les  séries  à  termes  alternativement  po- 
sitifs et  négatifs. 

Une  série  à  termes  alternativement  positifs  et  négatifs  est  con- 
vergente si  la  valeur  absolue  de  cliaque  terme  est  plus  petite  que 
la  valeur  absolue  des  termes  précédents  et  si,  en  outre,  les  termes 
décroissent  indéfiniment  en  valeur  absolue  quand  leur  rang  s'éloigne 
indéfiniment. 

Cette  proposition  repose  sur  le  lemme  que  voici  : 

Si  n,  h,  c,  ....  j,  k,  l  sont  des  nombres  positifs  rangés  par  ordre 
de  grandeur  décroissante,  la  quantité 

a  —  h  -\-  c  —  . . .  ±  j  zp  /i-  dz  /, 

où  les  signes  vont  en  alternant,  est  positive  :  on  peut  en  effet  l'écrire 
sous  l'une  ou  l'autre  des  deux  formes 

(«  _  t)  -h  (c  —  d)  -^   ...  -r-  {k  —  l), 

(«  _  fc)  ^  (c  —  ,/)  -I-  ...  +  (/  _  A)  ^  (0, 

suivant  que  le  nombre  des  quantités  a,  ...,  l  est  pair  ou  impair. 
Soit  maintenant 

(U)  «1  —  «^  -t-  «3  -H  ...  H-  ( —   I  "-^  »,i  —  ..., 
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la  série  proposée,  où  tous  les  nombres  u  sont  positifs  et  où  l'un 
suppose  (') 

"i  >  "2  >  "3  >  •••  >  ""  >  •••• 
liin.  H„  =  o. 

n^  -x. 

Désignons  par  s„  la  somme  des  n  premiers  termes  «1  —  ^^  -+-...  ±  u„. 
Le  lemme  précédent  donne  immédiatement  les  inégalités 

Les  deux  premières  ont  lieu  quels  cpie  soient  les  nombres  n,  /),  y; 
les  deux  dernières  supposent  »/>>/):  il  suffît,  pour  vérifier  ces 
inégalités,  de  former  les  dilTérences  5^,,  ^.i  —  s.,,^,  (ou  %^  —  ■^j/M-O 
^2./  —  ^>,.,  ^iq ^1  —  ^xp  +  i-  Les  sommes  à  indices  pairs 

vont  en  croissant  ;  elles  restent  inférieures  à  une  somme  quel- 
conque d'indice  impair  ^.,^_i;  elles  tendent  donc,  lorsque  leur 
indice  augmente  indéfiniment,  vers  une  limite  A,  pour  laquelle  on 
a,  quels  que  soient  p  ci  q, 

Si,,  <  A  <  Sj,^  +  1  ; 

les  sommes  à  indices  impairs 

Sj,  s. 2,  S--,  ...,  S2p  _j.  t, 

vont  en  décroissant  et  restent  supérieures  à  une  somme  quelconque 
d'indice  pair  5j,;;  elles  tendent  donc  vers  une  limite  B,  pour  la- 
quelle on  a,  quels  que  soient  p  et  (j, 

La  condition  lim.  u„  =  o,  qui  n'est  pas  encore  intervenue,  con- 
dult   à   la    conclusion  A  =  13  ;   en   effet  ces   deux   nombres    sont 

(')  Les  conclusions  csscnliellcs  suljsislcnt  quand  on   ne  suppose  pas  que  le 
signe  >  exclut  l'égalilc. 
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compris  entre  s,j,  et  .<o,, .,. ,,  dont  la  différence  ii>,,  .  i  peut  être  sup- 
posée aussi  petite  qu'on  le  veut. 

Ainsi  la  série  (L)  est  convergente  :  sa  somme  est  plus  grande 
qu'une  somme  quelconque  s.,i,  à  indice  pair,  plus  petite  qu'une 
somme  quelconque  5^,^^,  à  indice  impair.  En  prenant  pour  la 
somme  de  la  série  la  somme  des  n  premiers  termes,  on  commet 
une  erreur  en  plus  ou  en  moins,  selon  que  le  premier  terme  né- 
gligé est  négatif  ou  positif  et  qui  est  moindre  en  valeur  absolue  que 
ce  premier  terme  négligé,  puiscpie  la  somme  de  la  série  est  com- 
prise entre  la  somme  des  n  premiers  et  celle  des  n  +  i  premiers 
termes. 

On  aurait  pu  aussi  établir  la  convergence  de  la  série  L  en  appli- 
quant le  caractère  général  du  n*^  94  ;  la  somme  des  m  termes  qui 
sui\cnl  le  n°  est  en  effet 

la  quantité  entre  parentlièses  est  positive,  en  vertu  du  Icmme,  elle 
est  moindre  que  «„^i,  puisqu'on  peut  l'écrire 


Un  +  1   ("«  -r  2  —  «n  -f-  3   "^    •  •  •    -h   " 


n  +  m/ 

et  que,  dans  cette  dernière  expression,  la  quantité  entre  paren- 
thèses est  positive  en  vertu  du  même  lemme  ;  la  valeur  absolue  de 
la  somme  des  m  termes  est  donc  moindre  que  11,,  + i,  et  cela  quel 
que  soit  m  ;  comme  on  peut,  quel  que  soit  le  nombre  positif  s, 
prendre  n  assez  grand  pour  que  l'on  ait 

«n4-l  <  ^• 

la  convergence  est  démontrée. 
Par  exemple  la  série 

T  l  T 

i H  T  —  ,  +  ... 

2  6  Ll 

est  convergente  sans  l'être  absolument.  C'est  une  de  ces  séries  dont 
la  somme  dépend  de  l'ordre  dans  lequel  les  termes  sont  écrits. 

Voici  un   exemple  de  ce  fait   dont  la   raison  a  été  donnée  au 
n"  116.  Si  l'on  pose 

,  I  T  I 

S-,n—l  =   I    H-  7.    -+-    -    -f-    ...    H . 

0  O  2/1   l 

,     I  II  l 

240  2/1 
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on  établira  sans  peine  l'identité 

en  faisant  croître  n  indéfiniment,  on  voit  que  le  premier  membre  a 
pour  limite  la  moitié  de  la  sonmie  de  la  série  proposée  ;  c'est  dire 
(pie  cette  somme  est  double  de  la  sonnnc  de  la  série  suivante,  dont 
la  convergence  s'établit  sans  peine. 


I        I       I 

I        I         ï          I         I 

/  -t-  ?  —  , 

V  —  ..-+- \- 

2         li         6         i 

)           o           0            10            12           7 

Il  est  clair  qu'une  série  appartenant  au  type  qu'on  a  défini  dans 
ce  paragraplie  peut  être  absolument   convergente,   telle  serait  la 

série 

III  I 

1.2        1.2.5        1.2.5.4        1.2.3.4.0 

que  l'on  obtient  en  faisant  j;  =  —  i  dans  la  série  déjà  signalée 

X  :r-  X  ^ 


I  1.2  1.2.3 

La  règle  qu'on  vient  d'établir  a  été  invoquée  d'avance  aux 
n"  132,  135. 

138.  —  D'autres  propositions,  d'une  nature  un  peu  plus  cachée^ 
se  déduisent  d'un  lemme  du  à  Abel  ^'),  et  que  j'énoncerai  après 
avoir  fait  la  remarque  presque  évidente  que  voici  : 

Soit 

A,.ri  4-  \,x.^  H-  ...  -H  A„.r„ 

une  fonction  linéaire  des  variables  a;,,  x^,  ...,  Xn,  dans  laquelle 
les  coefficients  A,,  A^,  ...,  A„  sont  positifs  ou  nuls;  si  l'on  consi- 
dère deux  systèmes  de  valeurs  des  variables  x,,  x^,  ...,  x„  d'une 
part,  x\,  X.,,  ...,  x'„àQ  l'autre,  tels  que  l'on  ait  x-  '^  x  pour  les 
valeurs  1,2,  ...,  n  de  l'indice  /,  on  a 

A,.r',  -i-  K^r',  -I-  ...  -^  A„.v;,  ^  A, a-,  -H  k,x^  -h  ...  -h  A„.r„  ; 

,,.   _     ,        ,               ,       ,  .               m           mm  —  i)     ,        m(m  —  i)  fm — 3'     •.  , 
(M  ncchcrches  sur  la  s<ric  i  +  -^H ^- H ;: — î a;'+... 

[Œuvres,  a«  édit.,  \k  222). 
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en  clTcl  la  dilTcrcncc  entre  les  deux  membres,  à  savoir 

A,(.r;  —  .r,)  -^  A,(.r;  —  .rj  -+-  ...  +  \„{x'„  —  .r„), 

osl  évidemment  positive  ou  nulle. 

Voici  maintenant  en  quoi  consiste  le  lemme  d'Abel  :  Soient 
r,,  r^,  ....  r„  des  nombres  positifs  ou  négatifs,  a  un  nombre  au 
plus  égal  au  plus  petit,  A  un  nombre  au  moins  égal  au  plus  grand 
des  nombres 

s,  =  (',,  s,  =  l-j   H-  y^,  ...,  s„z=zv^   '\-  V^-\-   ...   -^  Vn, 

soient  enfin  £,,  £^,  ...,  ;„,  n  nombres  positifs  rangés  par  ordre  de 
grandeur  décroissante,  on  aura 

£,«  ^  t^v^  -h  Eji'^  -t-  ...  4-  e„)'„  ^  e^A; 
en  effet  la  quantité  intermédiaire  peut  s'écrire 

£,s,  -V-  E^  («2  —  S,)  -+-...  -H  £„  (s„  —  S„_i) 

=  «1  (-1   —  -2)  +  ^2  (-2  —  ^J  -+-  •••   -+-  «n-1    (-«-1  —  '")  -+-   ^n^n: 

les  coefficients  £,  —  £2'  =2  —  îs-  •••'  ="—  1  —  2»,  ..-,  £„  étant  positifs, 
on  ne  peut  que  diminuer  le  second  membre  de  l'égalité  précédente 
en  y  remplaçant  5,,  s.2,  ...,  s,i  par  a,  on  ne  peut  que  l'augmenter 
en  y  remplaçant  les  mêmes  quantités  par  A  ;  or  on  trouve  ainsi  £// 
d'une  part,  CjA  de  l'autre;  la  proposition  est  donc  démontrée. 

Il  résulte  de  là  que  si  on  désigne  par  K  un  nombre  égal  ou 
supérieur  à  la  plus  grande  des  valeurs  absolues  des  nombres 
s,.  Si,  ...,  s,„  on  aura 

—  E,K^  £jt',   -h   £^1-2  -h   ...   H-  h,V>,  S  '1^-' 

OU,  si  l'on  veut, 

139.  —  Voici  maintenant  deux  conséquences  de  ce  lemme  (')  : 
I.  Soit 

(u)  Wj  -t-  l'i  -i-  ...  +  i'„  -r  ... 

(')  Voir  le  Mémoire  de  M.  Dariîolx  sur  les  fonctions  discontinues.  Annales 
de  rEcolc  normale,  2^  série,  t.  IV,  j).  87. 


I 
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une  série  convergente,  soit 

£,.         t,,         ....         £„. 

une  suite  infinie  de  nombres  [jositifs  tels  que  cliacun  soit  inférieur 
ou  égal  à  celui  qui  le  précède,  la  série 

{V')  £,1-,   +  £,l'i  H-  ...  -f-  t„Vn  -^  ... 

est  convergente. 

En  elTet.  à  cause  de  la  convergence  de  la  série  (/"),  à  chaque 
nombre  positif  a  correspond  un  entier  positif  n  tel  que  l'on  ail, 
quel  que  soit  p, 

I  i'„  ^  1  H-  y„  -,-  o  -h  ...  +  u,.  •  y  1  <  a, 
et,  par  suite,  à  cause  du  lemnie, 

comme  a  est  arbitraire,  la  convergence  de  la  série  (/-')  est  dénidii- 
trée. 

On  voit,  par  exemple,  en  conservant  aux  i  la  signification  pré- 
cédente, que  la  série 


est  convergente. 
II.  Soit 

(v)  i\  -h  y^  -t-  ...  -+-  i'„  -+-  ..., 

une  série  convergente  ou  divergente,  mais  dans  laquelle  la  ^omme 
des  n  premiers  termes  reste  toujours,  quelque  soit  n,  inférieure  en 
valeur  absolue  au  nombre  positif /^z,  soit  en  outre 

une  suite  infinie  de  nombres  positifs  tels  que  chacun  d'eux  soit  égal 
ou  inférieur  à  celui  qui  le  précède,  tels  en  outre  que  l'on  ait 

lim.  t„  =  G, 
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la  série 

<l'')  e,  «•,  -+-  Eji'i  -h  ..•  +  £«?•„  +  ... 

est  convergente. 

On  a  en  ofîct,  quels  que  soit  n  et  /), 

1  V„  ^  1  -+-  V„  -f  o  -h   ...   H-  l'„  ..  ^J   <  2  rt 

€t,  en  vertu  du  lemme, 

II,,  _  ,  i'„  -^  1  -H  E«  4-  2 1'/,  +  2  -+-  ...  -h  £„  +  ,,  v„  j_,,\  <  2î„  ,_  1  a  ; 
or,  à  cause  de  la  supposition  lim.  z„  =  o,  on  peut  supposer  n  assez 

n  =  co 

^rand  pour  que  r?  c„_i.  i  a  soit  plus  petit  que  tel  nombre  positif  que 
l'on  voudra.  La  convergence  de  la  série  ^\)  est  donc  démontrée. 

Le  théorème  du  n"  137  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celui-ci  ;  il 
suffit  pour  s'en  convaincre  de  remplacer  les  quantités  s,,  s,,..., 
])ar  les  quantités  »,,  ii.^,...  et  de  prendre  pour  la  série  [v)  la  série 
divergente 

-+-  I  —  I  -t-  I  —  I  -I-  .... 

dans  laquelle  la  somme  des  n  premiers  termes  est  o  ou  i . 

Considérons  encore,  en  attribuant  toujours  le  même  sens  aux 
nombres  £<,,  î,,  ...,  £«,  ...  la  série 

£y  cos  «  +  ^1  cos  [a  -\-  x)  •+-  ...  -h  £„  cos  (rt  -+-  ni-)  -h  ..., 

où  a  et  X  sont  des  nombres  quelconques,  dont  le  second,  toutefois, 
n'est  pas  un  multiple  de  -.  La  convergence  de  cette  série  résulte  de 

la  formule 

.     /i  H-  I            /         nx\ 
sin  j-  cos    an 

/■              \                           r               ^                     2                   \            2  / 
cos  rt  -H  cos  (a  H-  a-)  H-  ...  -h  cos  (a  -i-  nx)  =:  ■ -^^ -^ 

sin  ^ 

2 

et  de  ce  que  le  second  membre  reste,  en  valeur  absolue,  moindre 

que 

I 

I  .    -f| 
sm  — 
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V.  —  FRAC:TiO>S  GO.MJ.MES 


140.  —  On  a  étiKllé,   dans  le  Chapitre  premier,  les  fntctions; 
continues  de  la  l'orme 


ou  a,j,  ai,  a,,  ...  étaient  des  nombres  entiers  positifs,  à  partir 
de  (II.  Rien  n'empêche  de  considérer  des  expressions  analogues, 
où  la  suite  des  quantités  a^,  a,,  ...,  ^/„,  ...  est  quelconque.  Je  me 
bornerai  toutefois,  sur  les  expressions  de  cette  nature,  à  des  re- 
marques très  élémentaires. 

Les  formules  du  n"  34,  en  particulier,  ont  été  établies  sans 
faire  aucune  hypothèse  sur  les  quantités  a^,  aj,  ...,  ««  : 

Posons  comme  alors 


Po  =  «0- 

Pi    =  «0^1 

-+-  I, 

^„  =  Vn-in„^V,_ 

Qo=i. 

Q.  =  ^.. 

Q„  =  Q„-i«„+Q„- 

On  aura 

P„Q„_i-P._,Q„=   -I)"-'; 

La  n"  réduile,  c'est-à-dire  la  valeur  de  la  fraction  continue  limitée 

P„ 
à  (i„  sera  ^^  ^t  l'on  aura 

— 2  n      _J _J_  _i_  / ,\n-i 

n  n    -^  ■■•  ^  K       *; 


Un         *•        (),.<).        ().<), ^       ^       ()„     .(>„ 


en  sorte  que,  si  l'on  écarte  le  cas  où  l'une  des  quantités  Q„  serait 

P, 

nulle,  la  question  de  savoir  si  la  quantité  r-p  tend  vers  une  limite 

revient  à  reconnaître  la  convergence  ou  la  divern^ence  de  la  série 


-+-(-0"-' 


o  ()        ^  •  •  ^  ^        /       o       (  ) 
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qu'il  est  assez  naturel  d'appeler  série  équivalente  à  la  fraction  con- 
tinue illimitée. 

On  dira  que  cette  fraction  continue  est  convergente  ou  diver- 
•rente  suivant  que  la  série  équivalente  est  convergente  ou  diver- 
gente. 

141.  —  Il  est  bien  aisé  de  voir  que  si  la  série  ^  '/„  est  absolu- 
ment convergente,  la  série  équivalente  à  la  fraction  continue  illi- 
mitée est  divergente.  On  va  voir  en  elTet  que,  dans  ces  conditions, 
Qjh  et  Qm  -,- 1  ont  des  limites  pour  ii  infini. 

Supposons  d'abord  que  les  quantités  a,,  a.^,  ...,  a,,,  ...  soient 
toutes  positives;  il  en  sera  évidemment  de  même  des  quantités 
Qo,  Qn  •••  Q'"  •••  •  or  6n  se  représentant  Q„  sous  la  forme  d'un 
polynôme  en  Oj,  a^,  ...,  an,  on  voit  de  suite  que  l'on  a 


Q,,<n 


I  -h-  a,. 


si   la  sériera,,  est  convergente,  il  en  est   de   même  du  produit 

infini  TT(^i   -+-  an)',   on  voit   déjà    que    Q„   reste   inférieur  à    un 

nombre  positif  fixe. 

D'ailleurs  légalité  Q„  =  Q;,_i  a„  -+-  Qn~2,  montre  que  l'on  a 
Qn  >  Qn-i  et,  par  suite 

(0        Qo  ^  Q.  <  ^l.  <  •••'     Qi  <  Qa  <  •••  Q.  <  •••  ; 

Qin,  d'une  part  et  Qm  ~  i  de  l'autre,  ont  donc  des  limite?  pour  n 
infini.  Ces  limites  sont,  en  général,  différentes,  mais  je  ne  m'ar- 
rête pas  sur  ce  point. 

Si  les  quantités  a,,  a.,,  ...,  a„,  ...  ne  sont  pas  toutes  positives, 
soit  en  général  a„  =  j  a„  |  et  désignons  par  P„ ,  Qi,  les  quantités 
formées  avec  a  ,  a,,  a!,,  ...  comme  P„,  Q„  sont  formés  avec 
«0»  ^^i>  ^2,  ...  :  Qn  considéré  comme  un  polynôme  en  a^,  a^,  a.,,  ... 
est  une  somme  de  monômes  ayant  tous  des  coefficients  égaux  à  i  ; 
d'ailleurs  l'égalité  Q«  +  2  =  Qn  +  i  «n+ i  -i-  Qn  montre  que  tous 
les  monômes  qui  figurent  dans  Q„  figurent  dans  Qn  +  2,  par  con- 
séquent dans   Qn^t,  ...  dans  Qn^^-ip  :  si   l'on   fiùt   la   différence 
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Qn  +  ip —  Q"  ''  "^  rcslcia  encore  qu'une  somme  de  monômes, 
dont  la  valeur  absolue  ne  pourra  qu'augmenter  quand  on  rempla- 
cera les  variables  a^,  a,,  d.^,  ...  par  leurs  valeurs  absolues  ;  on  aura 
donc 

IQ..-.,-Q„|<Qi,^., -0;, 

On  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que  le  second  membre  soit 
aussi  petit  qu'on  le  veut,  quel  que  soit  /).  Il  résulte  de  là  que  Q„  tend 
vers  une  limite  quand  n  augmente  indéfiniment  par  valeurs  paires, 
ou  bien  par  valeurs  impaires  (n"  56),  ici  encore  ces  limites  sont 
dilïércntcs.  Quoi  qu'il  en  soit,  la  di\ergcnce  de  la  série  équivalente 
à  la  fraction  continue  est  assurée. 

Si  les  quantités  aj,  a^,  ...,a„, ...  sont  toutes  positives,  et  si  la  série 
^  a„  est  divergente,  la  série  (i)  et  la  Traction  continue  convergent. 

Dans  ce  cas  les  quantités  Q^,  Q,,  Q^,  ...  sont  positives  et  véri- 
fient les  inégalités  (i). 

La  série  équivalente  à  la  fraction  continue  est  alternée,  et  11  suffit 
pour  prouver  sa  convergence,  de  montrer  que  les  valeurs  absolues 
de  ses  termes  vont  en  diminuant,  c'est-à-dire  de  prouver  que 
l'on  a 

QnQ.-i      Q,.-iQ„-/ 

ou  Q„  >>  Q„  _2,  et  que  le  n"  lerme  a  pour  limite  o  (n°  137).  Les  inéga- 
lités (i)  montrent  que  les  quantités  Q,„  d'une  part,  les  quantités 
Q2..  4- 1  tle  l'autre  augmentent  indéfiniment  ou  tendent  vers  une 
limite  ;  mais  il  ne  peut  pas  arriver  que  ()>>,  et  Qm  +  1  tendent  à  la  fois 
vers  une  limite  :  en  efl'et,  la  série  ^  a„  étant  divergente,  il  en  est  de 
même  de  l'une  au  moins  des  deux  séries 


a^  -+-  a.  -+-  a 


a-,  -+-  a..  H-  a,: 


de  la  seconde  par  exemple.  Or  les  relations 

Q.n  -Qo^  (Q.  -  Qo)  +  Q4  -  Q.)  -^  -  +  (Q,,  -  o,„_,) 
>Q,  K  -t-'^i  -+-  •••  -H  o,„) 

Ta:«nei>t  I.    —  înlroiluilion  i  la  lliéoiie  de?  fonctions  14 
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montrent,  puisque  clans  le  dernier  membre,  le  coefficient  de  Q,  peut 
cire  supposé  aussi  grand  qu'on  le  veut,  que  Q.>„  ne  peut  tendre 
vers  une  limite.  8i  même  Q..„4i  avait  une  limite  pour  n  infini, 
comme  celle  limite  ne  pourrait  être  nulle,  on  n'en  aurait  pas 
moins 

lim.   L 


n  =  ce    (Jj„  (^21,  +  l 


=  O, 


et  cela  suffit  pour  la  convergence  de  la  série  (i). 

Ainsi,  dans  le  cas  où  a^ ,  a.^,  ...,  a,„  . . .  sont  tous  positifs  ;  la  diver- 
gence de  la  série  >^fl„  est  une  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  la  convergence  de  la  fraction  continue. 

142.  —  On  peut  considérer,  d'une  façon  plus  générale,  les  frac- 
tions continues  telles  que 

^ 

«0  +  j- . 


où  Qq,  ûi,  ...,  a„,  ...,  d'une  part,  b^,  />.,.  ...,  b„,  ...,  d'autre  part, 
forment  deux  suites  quelconques. 

Je  me  bornerai,  pour  ces  fractions  continues,  à  quelques  remar- 
ques qui  ne  touchent  guère  que  la  forme. 

En  conservant  le  nom  de  réduite  à  la  fraction  continue  limitée 
/  p 

au  terme  —  ,  et  en  désignant  cette  fraction  par  — ^,  on  peut  poser 

'?;jj  2„  peuvent  être  regardés  comme  des  polynômes  formés  avec  les 

variables  a^,  a, a„  ;  6,,  60,  ...,  6„.  J,,  et  2„  ont  un  sens  quelles 

que  soient  les  valeurs  numériques  attribuées  à  ces  variables,  en 

sorte  que  la  fraction  —  a  un  sens,  pourvu  que  2„  ne  soit  pas  nul.  (Il 

n'en  serait  pas  de  même  de  la  n"  réduite,  définie  comme  une  frac- 
tion continue  limitée,  si  a„  était  nul). 

Si  l'on  désigne  par  '£„,,■,  2„„.  les  polynômes  formés  au  moyen 
des  variables 

^;i>  0„  j-  1,    . . . ,   a„  __  r  ;    f'/i  -f  1 .    •  •  •  »   t'd  -|-  r» 
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comme  les  polynômes  :£,-,  '^r  sont  formés  au  moyen  des  variables 
rto,  a,.  ...,  rtr  cl  bu,  l>i,  ...,  b,,  on  a  , 

■^ n    t-  r ^  n  —  1    ^  n.y    '~t~    -*,j  _  •*  ^ii,v  ^tif 

La  iVaction  continue  illimitée  est  dllc  convergente  ou  divergente 

£.,  ,.     .  .   ,   . 

suivant  que  -     a,  ou  non.  une  limite  pour  n  inlnu. 

Les  dernières  relations  montrent  que  si  bn  est  nul,  toutes  les 
réduites  sont  égales,  à  partir  de  la  (n  —  i)"  ;  c'est  d'ailleurs  ce  qui 
apparait  sur  la  fraction  continue  illimitée,  qui  dans  ce  cas  doit 
être  ref^-^ardéc  comme  limitée  :  j'exclurai  ce  cas  dans  ce  qui  suit. 

On  a,  quel  que  soit  le  nombre  naturel  n, 

i-e„'i«_i  —  :£•;.- r«>„  =  (—  ^r-'bjj,,  ....  6„; 

le  premier  membre  n'est  jamais  nul,  puisqu'on  suppose  qu'aucun 
des  nombres  bn  n'est  nul. 

On  a  aussi,  en  excluant  le  cas  oiî  quelqu'une  des  quantités  2,,  Qj, .  •  • 
serait  nulle, 

143.  —  La  fraction  continue  est  convergente  ou  divergente  sui- 
vant (]ue  la  série 

«0 -i-rrT  "^  •••  ^  <^~  ^^       "H    7>      ^  "' 

~0~1  ~-;i— l~;i 

est  convergente  ou  divergente.   C'est  maintenant  cette  série  qu'il 
convient  d'appeler   série  équivalente  à  la  fraction   continue  :   sa 
somme,  si  elle  est  convergente,  est  la  valeur  de  la  fraction  con- 
tinue illimitée. 
L'égalité 


lorsqu'on  y  regarde  n  comme  fixe  et  qu'on  fait  grandir  /•  indélini- 
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nient,  montre  que.  si  cT"  admet,  pour  r  infini,  une  limite  An,  la 

•^n,r 

fraction  rr~^  admet,  pour  r  infini,  la  limite 
:f,.-iA„  -\-  ^.£„-.,b„. 

On  doit  toutefois  exclure  le  cas  où  le  dénominateur  de  cette  fraction 
serait  nul,  cas  auquel  on  aurait 


=  H-  00  , 


Réciproquement,  la  relation  entre  ',^""""'"  et  ^y—  pouvant  être 
résolue  par  rapport  à  cette  dernière  quantité,  on  voit  que,  si  la 
fraction  continue   est  convergente,  la  quantité  j~  a   une  limite 

~n,r 

pour  r  infini,  sauf  le  cas  où  l'on  aurait 

A'2n-l  —  -4-1  =o, 

en  désignant  par  A  la  limite,  pour  r  infini,  de  q^^-^^' 


144.  —  Lorsque  les  nombres  6,,  b.,,  ...  sont  tous  égaux  à  d=  i 
et  que  les  nombres  a^,  a.^,  ...  sont  tous,  en  valeur  absolue,  supé- 
rieurs ou  égaux  à  2,  la  fraction  continue  est  convergente  ('). 

Posons  en  eflet 

lfl„l  =  2-4-a,„        |0„l=o;,; 

(')  M.  Pringsheim,  clans  un  Mémoire  sur  la  convergence  des  fractions  conti- 
nues (Sitzungsberichte  de  lAcadémie  des  Sciences  de  Munich,  t.  XXVIII, 
p.  2o5),  donne  pour  le  même  cas  |  6„  |  =  i,  une  rùgleun  peu  plus  large.  Il 
suffit,  pour  que  la  fraction  soit  convergente,  que  Ton  ait,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  l'indice  n, 

\-^—\  +1-1^1. 


Au  reste,  divers  résultats  du  présent  paragraphe  sur  les  fractions  conti- 
nues, en  particulier  la  proposition  du  n"  145,  sont  tirés  du  Mémoire  de 
M.  Pringsheim. 


I 


CII.VPITUE    m.    FRACTIONS    CONTINUES  2l3 


y.n  sera  un  nombre  positif  ou  nul  ;  la  relation  'J,i  =:  «;,'-^n  - 1  ±  '-«  — 2 
entraîne  l'inégalité 

ou 

sous  cette  forme,  on  voit  que  'y„  —  '2'„_i  est  su[)érieur  ou  égal  à 
%  _  1  —  2;j_;,,  à  2Î,_2  —  '-?«-  3,  à  2',  —  '>!o  =  I  -^  y-i  ;  les  inéga- 
lités 

entraînent  'j;,  ^  /i  -+-  i,  pour  /«  =  i,  2,  —  ;  la  série  équivalente  à 
la  fraction  continue  est  donc  absolument  convergente  et  la  propo- 

sitlon  est  démontrée.   La  somme  de  la  série    N       -, est  au 

n=  I 

plus  égale  à  la  somme  de  la  série     7      — •  ,  c'est-à-dire  à  i 

^  ^  -f^     n[n  -+-1) 

(n°  89),  Si  donc  on  désigne  par  A  la  valeur  de  la  fraction,  on  a 

ùq  —  I  ^  A  ^  «0  H-  I  ; 
A  ne  peut  d'ailleurs  atteindre  l'une  des  valeurs  a^  —  1,^^  +  1  que  si 
la  somme  de  la  série    V  _ —,  est  égale  à  i,  ce  qui  ne  peut 

n  =z  I 

avoir  lieu  que  dans  le  cas  oi"i  l'on  aurait  2^,  ==  n  -t-  i,  et  par  con- 
séquent a,,  =  o,  (n  =  I,  2,  ...)  ;  cette  circonstance  exceptionnelle 
se  présente  effectivement,  comme  il  est  aisé  de  le  voir,  dans  le  cas 
où  l'on  a  a„  =  2,  6„  =  —  i  (n  =  1,2,..). 

Si,  sans  rien  supposer  sur  les  quantités  a,,,  «,,  ...  a„,  hi,h.^,  ..., 
b„,  on  suppose  |  />„_^ ,  |  =  i,  |  a„_^r  |  ^  2,  pour  r  =  i,  2,  ...,  on 

voit,  d'après  cela,  que  la  fraction  (v'- définie  au  n*'  142,  admet, 

pour  /'  infini,  une  limite  An  qui  vérifie  les  inégalités 
Qn  —  I  S  A„  ^  a„  -h  I  ;  on  en  conclut  que  si  les  deux  quantités 

2„_t  (rt„  —  i)  H-  2„_.2,  2„_i  («,.  -+-  i)  +  2„_.2 
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sont  de  même  signe,  la  l'raclion  continue  csL  cerlainemcnl  conver- 
gente, et  que  sa  valeur  A  est  comprise  entre 

;f„_iK,  —  i)  -I-  i',.— 2 ^  '.£„^i(a„-+-  i)  ^  f,,-. ^ 

'J„_i  (n„  -    1)  -H  L>„_2'  'J„_i    a„  -t-  ij  -H  '-?„._. 

ou,  dans  le  cas  plus  particulier  où  tous  les  nombres  b^,  h^,  ...  sont 
égaux  à  I , 

■£„  —  -t",,-!  :-f„  -h  -e„_t  ^ 

■)     •)         .  '  <)     _)-    o 

~  «  ^  /i  —  l  -~n      1^     -^11  —  1 

Il  n'est  peut-être  pas  inutile  d'observer  que  l'on  parvient  à  des 
fractions  continues  pour  lesquelles  b,,  est  égal  à —  i  et  où  a,,  est, 
jiour  n  =  I,  2,  3,  ...,  un  nombre  entier  supérieur  ou  égal  à  2,  en 
raisonnant  comme  on  a  fait  au  n"  33.  c'est-à-dire  en  partant  d'un 
nombre  A,  et  en  posant  successivement 

.\  =  a^  —  ~.       A,  =a,  — -r-,       A,  =r  a^  —  ^,  ...  : 

.-v,  /V^  rVj 

Oq  désigne  la  valeur  approchée  de  A  à  inie  unité  près,  par  excès.  A, 
est  plus  grand  que  i  ;  a,,  au  moins  égal  à  2,  est  la  valeur 
approchée  de  A,  à  une  unité  près,  par  excès,  etc, 

145.  —  En  désignant  par  fii,  f'.^,  ....  '(^-'(.i,  .••  deux  suites 
données  ne  contenant  pas  de  terme  nul,  considérons,  à  titre 
d'exemple,  la  fraction  continue 


On  a  ici,  en  reprenant  les  notations  du  n''  143. 
«(,  =  0,       a,  =6,  H--;,,       /Ji  =  p. 

a«  =  ?,i  -+-  Y,„  h„  =  pn'ln  —  i  ('î  =  2,  3,    ...), 

et  par  conséquent 

—  n  Tn  ^n — 1  ^   ^ni^^n-i  Vn — 1  -^n  —  l) 


CHAI'ITHE    m.    FllACTIONS    CONTINUES  'MO 

puis,  en  faisant  f„  ^=  Y.ïi  •••  ï"'^"> 


„        _?,3,  ...  p. 

*;i            *;i  —  1   ^     _              '  .,' 

7iY2   •••  T'i 

ïi        Y1V2                    Ï1T2  ••• 

P«. 

on  parvient  Je  la  même  façon  à  l'expression  de  Q,,  et  l'on  a  fina- 
lement 

'^n  =  Y1Y2   •••   YA.  3n  =  Y1Y2  ...  Y"  (l    +  ^")» 

L>„  ~  I  -+-  s„  ' 

On  en  conclut  que  la  fraction  continue  proposée  est  convergente 
si  la  série 

(3)  ?!  +  M=  + ...  H-  ^:^'  ■■■  t"  + ... 

(l  il  li  (i  {-2    •••     i" 

est  convergente  et  admet  une  somme  différente  de  —  i,  ou  encore 
si  ia  valeur  absolue  de  la  somme  s,,  des  n  premiers  termes  de  cette 
série  augmente  indéfiniment  avec  n  ;  dans  le  premiers  cas  la  valeur 

s 
de  la  fraction  continue  est en  désis'nant  par  s  la  somme  de 

la  série  ;  elle  est  1  dans  le  second  cas  ;  en  particulier  si  tous  les 
nombres  jv).  ^3^,,  ...,  yi,  y^,  ...  sont  positifs,  la  fraction  contiime 
est  toujours  convergente.  Inversement  la  proposition  précédente 
permet  de  transformer  la  série  (j3)  supposée  convergente,  en  frac- 
tion continue  ;  en  l'appliquant,  par  exemple,  à  la  série 

.11  I 

I  —  e-^  =  - 


I        1.2        1.2.3 
on  trouve  sans  peine 

3 

e  —  I  =  I  -f-  — 


3 


4 


146.  —  Regardons  les  quantités  a,,,  />„  comme  données  pour  les 
valeurs  de  /;  égales  ou  supérieures  à  2,  et  considérons  les  deux 
suites  infinies  Po,  pi,  ...  Pn,  .••,  Qo,  'Jn  •■>  ^n,  ...,  dont  les  élé- 
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ments  p,,,  qn  sont,  à  partir  (\o  n  =  2,  rcspeclivcincnl  définis  au 
moyen  de /)„,/>,,  q^,  </,,  qni  sont  regardes  comme  des  données, 
par  les  relations  de  récurrence 

p„  =p„_^a„  -\-  p„-:h,„  q„  =  ry„.,rr„  -+-  q„.  .b„. 

L'analogie  de  ces  relations  avec  les  relations  du  n"  143  suggère 

naturellement  l'idée  de  mettre  le  rapport  —  sous  la  forme  d'une 

qn 
fraction  continue  limitée 

Pi'  =  a   +  ^i , 


dans  laquelle  les  quantités  a,,  a^,  ...,  a„,  b.^,  63,  ...,  6„  sont  les 
mêmes  que  celles  qui  figurent  dans  les  relations  de  récurrence  :  on 
va  déterminer  les  trois  éléments  initiaux  a^,  a^^  h^  de  manière  que 
l'égalité  précédente  ait  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  n.  Conser- 
vons pour  la  fraction  continue  illimitée  formée  avec  les  éléments 
a^,  6,,  a,,  6j,  ...,  les  notations  du  n"  143. 

Puisque  l'on  doit  avoir  Qq  =  i,  il  est  clair  qu'on  ne  peut  pas 
s'arranger  pour  que  les  quantités  '£n,  %  soient  respectivement 
identiques  aux  quantités/),,,  q„\  mais  on  peut  faire  en  sorte  que 
l'on  ait.  pour  les  valeurs  o,  i,  2,  ...,  de  n, 

"  ~  a  '        ""  —  TT 
il  suffira  de  résoudre  par  rapport  à  cto'  «1»  ^1  les  relations 

""ô"'  '""ô"'         ^^a 

7o  7o  70 

c'est-à-dire  de  prendre 

fl   —  £0  «  _  9i  /,  _  P/h  —  P<^'h  . 

7o  q,         '  % 

Les  relations 

'.£„  =  '£,t-ia„  -h  'Xn-ih,,,  pn  =  /)„_i  a„  -+-  pn—±h,„ 

(/î  =  2,  3.  .  .). 


CHAPITRE    lir.    FRACTIONS    CONTINUES  21  7 

montrent  ensuite  clairement  que  f,,  cl  J,,  so  drduisoni  de  /)„  et  7,,  e:i 
les  divisant  par  le  même  iacteur  70- 

Natun-llement,  si  l'on  ne  vent  pas  être  dans  le  cas  d'exception 
signalé  plus  liaul,  on  devra  ï^upposcr  que  />,7o — /'//,  n'est  pas 
nid. 

Si  la  fraction  continue  fornu'e  avec  les  quantités  a^,  r/, , . . . ,  ^>„,  ^, ,  •  ■  • 

est  convergente,  sa  valeur  sera  la  limite  de  ,-^  pour  /(  infini. 
°  7" 

147,  —  Si  l'on  se  donne  une  fraction  continue 

h. 


(/■)  «0  + 


h., 


a, 


on  peut  la  transformer,  et  cela  d'une  infinité  de  façons,  en  ime 
autre  fraction  continue 


(./■') 


fl. 


telles  que  les  réduites  de  l'une  soient  respectivement  égales  aux 
réduites  correspondantes  de  l'autre.  Conservons,  pour  la  fraction  (/) 
les  notations  dun^  142,  en  accentuant  les  quantités  analogues  pour 
la  fraction  (/'). 

Les  éléments  de  cette  dernière  fraction  devront  être  tels  que  l'on 
ait 

-*"  —  l  '       ~"  —  À 

''n  ''Il 

en  désignant  par  ).„  un   nombre  toujours  différent  de  o  et  qui, 
pour  II  =  o  se  réduise  à  i,  afin  que  l'on  ait  '2'^  =  'Jo^  i. 
Les  relations 

î„  =  fl„  î„  _  1  -1-  b„  :?„_,,      '.£'„  =  a'„  :f  ;,_  i  -+-  K,  r,,-., 

permettraient  de  déterminer,  à  partir  de  n  =  2,  a„et  h,,  au  moyen 
de  '£,.,  ...,  '-^n—i,  ainsi  que  a^„  b'„  au  moyen  de  '£'„,  ...,  '■^'„—>  ;  en 
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remplaçant  ces  dernières  quantités  par  ^,  ..,  ^ — -,  on  parvient 
<le  suite  aux  relations 

a„  =  -^ —  a„,  b„  =  -r —   b„[n  —  3.  J,  ...). 

'•il  'n 

Inversement,  si  ces  dernières  relations  sont  vérifiées  et  si  l'on  a  en 
outre 

p,  o 

-to  —  J:o»        -1  — ,— »        -1  —  r  ' 

A,  Al 

■c'est-à-diro 

n.        h. 

««  =  "0.       ^  =  ^;  =  fc;' 

il  est  clair  que  l'on  aura,  pour  n  =  o,  i,  i,  ..., 

'^11  'n 

Ainsi  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  chaque  ré- 
•duite  de  la  fraction  (/'i  soit  égale  à  la  réduite  correspondante  de  la 
Traction  [f),  consistent  en  ce  que  l'on  ait 

et  que  l'on  puisse  déterminer  une  suite  de  nombres  non  nuls 
/q  =  ï,  À,,  À^,  ...,  /„,  ...  tels  que  l'on  ait 

a'n  =  ^^'  On,         (n  =  I,  2,  3,  ...) 
Kl  =  -^'  h„,         \ii  =  2,  3,  l^,  ...). 

Il  est  à  peine  utile  de  dire  que,  si  l'on  se  donne  arbitrairement 
).,,  ).2,  ...,  et  si  l'on  détermine  a\„  h\,  a\,  h.,,  ...  parles  relations 
précédentes,  les  réduites  de  la  fraction  (/')  sont  respectivement 
«gales  aux  réduites  de  la  fraction  {f). 

En  écartant  le  cas  où  quelqu'une  des  quantités  a,i,  b„  serait  nulle, 
on  peut  dire  encore  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
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pour  l'égalik'  des  ivtluilcs,  prises    rcs|)cctivenicnt  clans  les    frac- 
lions  {f)  et  (f),  consistent  dans  les  relations 

«o  =  «o.         -^H7~^=       /         '         (n  =:.,:?.  3,  ...). 
En  les  supposant  vérifires  on  pourra  prendre 

'"        a\  (li  '"  a'„ 

Si,    par   exem[)le,   on  veut   que   dans   la    fraction    (/).  on  ait 
b'n  =  i  [n  =  1,  1,  3,  ...),  on  devra  prendre 

h,  h,  ...  b,„_i 

— ; — i J "2iJ' 

6.,  6;  ■■■  ^,„      (i.u  -  1  ^ 


Si  l'on  voulait  avoir  h',^  =  —  i,  on  prendra 

h   />.,  ...  6j„_, 

'i|  ,  I)  .II.     ..  I>,„      a,„  _ 


''u  =  «0' 

«J/i 

/          '''i 

^.  =  6i- 

«  2'i  4-  1 

n  =r  I,   2, 

..^. 

CHAPITRE  IV 


PREMIERS   PRINCIPES   DE    LA   THÉORIE 

DES   FONCTIONS. 

POLYNOMES,    FRACTIONS    RATIONNELLES 

FONCTION    EXPONENTIELLE,  ETC.. 


I.  —  DES  FO^CTIO^S  EN  GENERAL 


148.  —  Considérons  un  ensemble  (X)  de  nombres  distincts,  et 
regardons  ces  nombres  comme  des  valeurs  qui  puissent  être  attri- 
buées à  une  lettre  x,  laquelle  sera  désignée  comme  étant  une  va- 
riable. Supposons  qu'à  chaque  valeur  de  x,  c'est-à-dire  à  chaque 
élément  de  l'ensemble  (X)  corresponde  un  nombre  que  l'on  regardera 
comme  une  valeur  attribuée  à  une  lettre  y  ;  on  dira  que  y  est  une 
fonction  de  x  déterminée  dans  cet  ensemble  (X)  :  La  fonction  sera 
définie  dans  cet  ensemble  si  la  correspondance  est  définie.  L'en- 
semble (Y)  des  valeurs  distinctes  que  prend  y  est  déterminé  par  la 
correspondance  même  :  dire  que  b  est  un  élément  de  (\  )  c'est  dire 
qu'il  y  a  un  élément  a  de  (X)  auquel  correspond  le  nombre  b. 

A  chaque  élément  de  (X)  correspond  un  élément  de  (Y)  et  un 
seul  ;  mais  rien  n'empêche,  dans  la  définition  précédente,  qu'à 
plusieurs  éléments  dilTérents  de  (X)  corresponde  un  même  élément 
de  (\  )  ;  en  d'autres  termes,  la  définition  précédente  n'implique  pas 
que  la  correspondance  entre  (X)  et  (\)  soit  parfaite  (n°66).  Le 
cas  011  cette  correspondance  est  parfaite,  où  les  valeurs  de  y  qui 
correspondent  à  deux  éléments  de  (X)  sont  toujours  différentes, 
offre  d'ailleurs  un  intérêt  particulier  et  sera  examiné  plus  tard. 

Pour  désigner  une  fonction  de  x,  on  fait   souvent    précéder  la 
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lettre  X  d'une  lettre  \f'J-),  '^{x),  g{x)  ...J  ou  d'un  assemblage  de 
lettres  [log  j:,  sin  x,  ...J. 

149.  —  Dans  la  théorie  des  nombres,  on  considère  un  très  grand 
nombre  de  fonctions  qui  sont  définies  dans  l'ensemble  des  nombres 
naturels.  Telles  sont  lo  nombre  des  nombres  premiers  et  non  supé- 
rieurs à  n.  que  l'on  désigne  iiabituellement  par  o  (/i),  le  nombre 
ou  la  somme  des  diviseurs  de  n,  etc.  La  lettre  n  joue  ici  le  rôle  de 
la  variable  x. 

a  étant  un  nombre  positif  donné,  on  définit  d'abord  a'^  comme 
le  produit  de  x  facteurs  égaux  à  a  :  cette  définition  n'a  de  sens  que 
si  ,'■  est  un  nombre  naturel  ;  la  fonction  a'"  est  d'abord  définie  dans 
l'ensemble  des  nombres  naturels  ;  on  la  définit  ensuite  dans  l'en- 
semble des  nombres  rationnels  :  elle  sera  définie  plus  tard  dans 
l'ensemble  des  nombres  réels. 

Lue  table  de  logarithmes  définit  une  correspondance  entre  les 
nombres  naturels,  depuis  i  jusqu'à  100000,  par  exemple,  et  cer- 
tains nombres  qui  en  sont  dits  les  logarithmes  :  elle  définira  donc, 
dans  l'ensemble  des  nombres  naturels  de  i  à  100 000,  une  cer- 
taine fonction  de  x,  dont  la  diiTércnce  avec  la  fonction  log.r,  qui 
sera  définie  plus  tard  est  au  plus  égale  à  une  demi-unité  du  der- 
nier ordre  décimal. 

L'ensemble  '  X)  peut  être  un  intervalle;  par  exemple,  la  fonc- 
tion Ji  —  x^  est  définie  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appar- 
tiennent à  l'intervalle  f —  i,  -h  i).  Il  peut  être  l'ensemble  des 
nombres  réels  ;  par  exemple  la  fonction  x-  est  définie  pour  toutes 
les  valeurs  de  x. 

150.  —  La  fonction  y  =  f{x),  déterminée  dans  l'ensemble  (X) 
est  dite  bornée,  en  haut  ou  en  bas,  si  l'ensemble  (\)  est  borné 
en  haut  ou  en  bas.  Sa  borne  supérieure,  ou  sa  borne  infé- 
rieure, dans  l'ensemble  (X),  est  la  borne  supérieure  ou  la  borne 
inférieure  de  (Y)  ;  la  fonction  est  dite  bornée  (')  sans   épithète 

(')  Le  fait  que  la  fonction  f(x)  est  dcterininée  dans  l'ensemble  (\),  par 
exemple  clans  linlcrvalle  (o,  i)  n'implique  nullement  que  la  fonction  soit  bor- 
née dans  cet  intervalle    :   Ainsi    une   fonction   de    x   qui  serait   égale  à  i  pour 

X  =  o,  à  -  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  rintervallcne  serait  pas  bornée  en 

haut  dans  rintervallc  considéré. 
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ihrle  si  renseniblc  (^  )  csl  borne''  en  haul  et  en  bas.  11  en  sera  cer- 
tainement ainsi  si  la  diiïérence  entre  deux  cléments  quelconques  de 
(\),  c'est-à-dire  entre  deux  \;\leiiis  quelconques  de  la  foncliony^.c), 
reste  moindre  en  valeur  absolue,  qu'un  nombre  positif  fixe. 
L'ècaii  de  la  l'onction,  dans  (\),  est  alors  la  diiïérence  M  —  i»  entre 
les  deux  bornes  :  c'est  l'écart  de  l'ensemble  (Y)  (n''48).  Ces  di- 
verses notions  donnent  lieu  à  la  remarque  (|ue  voici  : 

Soit  (\  )  un  ensemble  de  valeurs  de  ./;  contenu  dans  (\),  la  lune- 
lion  f(.r)  déterminée  dans  (\)  est.  par  cela  même  déterminée 
dans  {\'),  et  l'ensemble  (\  )  de  ses  valeurs  dans  (V)  est  évidem- 
ment contenu  dans(^).  Si  la  fonction /(  r)  est  bornée  en  liant 
ou  en  bas,  dans  (\),  elle  est  aussi  bornée,  en  haut  ou  en  bas, 
dans  (\').  Sa  borne  supérieure  M  dans  (\  )  est  plus  égale  à  sa 
borne  supérieure  M  dans  (X)  ;  sa  borne  inférieure  ni  dans  (X) 
est  au  moins  égale  à  sa  borne  inférieure  /»  dans  (X).  Son  écart 
M'  —  m  dans  (X)  ne  peut  dépasser   son  écart  M  —  m  dans  (X). 

151.  —  La  façon  dont  se  comporte  une  fonction /(x)  aux  envi- 
rons d'un  point  d'accumulation  a  de  l'ensemble  (X)  dans  lequel  elle 
est  définie  offre  un  intérêt  particulier,  et  il  convient  d'introduire 
de  suite,  à  ce  sujet,  quelques  définitions  et  notations  essentielles. 

Que  le  point  d'accumulation  appartienne  ou  nonàcet  ensemble, 

on  dit  que  la  fonction  /(.'-)  tend  vers  la  limite  A  quand  x  tend 

vers  a,  ou  plus  brièvement  que/(j.')  admet  au  point  a  la  limite  A^ 

et  l'on  écrit 

lim.  f(x)  =  A, 

a-  =  a 

pour  dire,  en  gros,  que  la  valeur  de  la  fonction /(.r)  est  très  voi- 
sine du  nombre  A,  lorsque  le  nombre  x,  que  l'on  suppose  tou- 
jours appartenir  à  l'ensemble  (X),  est  très  voisin  de  a,  et  d'une 
façon  précise  que,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positifs,  il  lui 
correspond  un  nombre  positif  y;  tel  que  l'on  ait  \  fix)  —  A  |  <C  £ 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  (X)  et  satisfont  à 
la  condition  \  x  —  a  |  <C  z^- 

S'il  en  est  ainsi,  la  limite  A  appartient  à  l'ensemble  (\)  des 
valeurs  distinctes  de  f[x),  ou  bien  est  un  point  d'accumulation  de 
cet  ensemble,  puisque,  autrement,  on  pourrait  regarder  A  comme 
le  centre  d'un  intervalle   (A  —  a,  A  -h  a)  auquel  n'appartiendrait 
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aucun  poinl  de  (Y),   en  soite   ([uc    l'on  aurait,   [lour    lont    jKiini 
.ccI(mX),  l/ix)  — A|>a. 

En    supposant  toujours  (pic  lUn  ;iil  Uni  /(.c)   =  A,   il  est  clair 

que  si  .r,.  x.^, '•„,  forniciil  une  suite  inliiiic  de  nombres  ;ipp,ir- 

lenant  à  (\  .  et  adinetlanl  '/  pour  liniilc,  on  aura  lini./(x„)  =  A  ; 


(1  =  ys 


mais  lexistence  d'une  suite  de  nombres  x^,  x^,  ...,  .r„,  ...  jippaile- 
nant  à  (  \).  telle  que  l'on  ait  lim.  x,,  =^  ci,    lini.  /"(.'„)  =  V  n'im- 

plique  pas  que  la  fonction  /(./•)  admette  A  pour  limite  au  sens  que 

l'on  a  donné  à  ce  mot  ;   on  conçoit  en  elTct  que,   en    dehors  des 

points  ./■,,  x'o,  ...,  ./'„ il  puisse  y  avoir,  dans  l'ensemble  (\), 

des  points  très  rapprociiés  de  a.  et  pour  lesquels  la  Ibnction  /'(./)  ne 

soit  pas  voisine  de  A. 

La  remarque  suivante  est  évidente  :  si  l'on  a  lim.y(./:)  =  A  et 

./•  =  'I 
si  l'on  a,  pour  les  valeurs  de  x  appartenant  à  [\),  f(x)  ]>  Ji,  en 

désignant  par  B  une  constante,  on  aura  A  è  B. 

152.  —  Lorsque  le  point  d'accumulation  n  appartient  à  (X),  la 
fonction  flx)  a  en  ce  point  une  valeur  déterminée  J'{n).  Si  la  fonc- 
tion y*(.r)  admet  en  ce  point  ime  limite  A,  au  sens  qu'on  vient 
d'expliquer,  cette  limite  ne  peut  différer  de  /(o)  ;  puisque  liné- 
galité  I  /"(./■)  — A  I  <<  c  doit  être  vérifiée,  quelque  petit  que  soit 
le  nombre  positif  £,  par  la  valeur  x  =  a,  qui  satisfait  à  l'inégalité 
\  X  —  a  I  <C  v;,  quelque  soit  le  nombre  positif  7; .  Lorscjue  le  point 
d'accumulation  a  appartient  à  (X)  et  que  l'on  a,  au  sens  précisé 
plus   liant,   lim.  /('')  =  /(a)?  on.  dit  que   la   fonction  f{x)   est 

continue  au  point  a.  Si  l'on  n'a  pas  \ïm.f{x)=zf[n]  la  fonction  est 

x^=  a 

discontinue  au  point  a.  On  ne  parlera  de  la  continuité  ou  de  la  dis- 
continuité d'une  fonction  en  un  point,  que  si  ce  point  est  un  [)oint 
d'accumulation  de  (X),  contenu  dans  (X). 

153.  —  De  même  qu'on  a  jirécisé  la  signification   de  l'égalité 
lim.y(./:),  on  précisera   la   signilication  des  égalités  symboliques 

x  =  a 

lim.  f{x)  =  ~\-  ce  ,         lim.  f{.r)  =  —  x  ,         lim.  | /(.'•)  j  =  -f-  x  . 
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La  première,  par  exemple,  veut  dire  que  quelque  grand  que  soit 
le  nombre  B,  il  lui  correspond  un  nombre  positif  /;  tel  que  l'on 
ait  /(.'•)  >  B,  pour  toutes  les  valeurs  de  :r  qui  appartiennent  à  (X) 
et  vérifient  la  condition  \  :c —  «  |  <  t,.  S'il  en  est  ainsi,  a  ne  peut 
appartenir  à  (X)  ;  car,  si  a  appartenait  à  (X),  la  fonction  /  ,r)  au- 
rait en  ce  point  une  valeur  déterminée  fia)  et  en  prenant  B  supé- 
rieur Il  fÇa),  on  ne  pourrait  avoir  y" (j)  >  B  pour  la  valeur  .r  =  a 
qui  satisfait  à  la  condition  \  x  —  «  I  <C  /;,  quel  que  soit  le  nombre 
positif  y;. 

On  remarquera  encore  que,   si  l'on   a  lim.  f{x)  =:  -h  x  et  si 

x^,  X2,  ...,  x,„  ...  forment  une  suite  infinie  de  nombres,  tels  que 
l'on  ait  lim,  Xn  =  a,  on  aura  lim.  f{x„)  =  -t-oc  ;  mais  l'existence 

d'une  pareille  suite  de  nombres  n'implique  pas  que  l'on  ait 
lim.  f{x)  =  -{-ce  . 

x=  a 

De  même  si  (X)  n'est  pas  limité  en  haut  ou  en  bas,  on  pourra 
préciser  le  sens  des  égalités  symboliques 

lim.  /(./••  =:  A,  lim.  f{x)  =  -|-x  ,  lim.  /(./■)  =  — 30  , 

lim.  f(x)  =  A,  Vim.f(x)  =  -+-  ce.  lim.  f(x)  =  — co  , 

x=  —  îC  a;=z  — 00  a;=  —  oc 


La  dernière,  par  exemple,  veut  dire  que  quelque  grand  que  soit  le 
nombre  positif  B,  on  peut  lui  faire  correspondre  un  nombre 
positif  C,  tel  que  l'on  Siïlf{x)<i  —  B,  sous  la  condition  que  x 
appartienne  à  (X)  et  que  l'on  aal  x  <i  —  G.  Je  crois  inutile  d'in- 
sister davantage. 

154.  —  La  notion  de  fonction,  telle  qu'elle  a  été  présentée  plus 
haut,  est  très  générale  ;  elle  se  réduit  au  fond  à  une  correspon- 
dance entre  deux  ensembles  ;  on  va  toutefois  la  généraliser  encore. 
Je  dois  prévenir  le  lecteur  que  cette  généralité  qu'on  recherche  ici, 
on  la  recherche  moins  pour  elle-même  qu'en  vue  d'éviter  d'insup- 
portables répétitions  dans  l'étude  des  fonctions  particulières  ;  elle 
j)ermet  d'ailleurs  de  distinguer  nettement  les  suppositions  sur  les- 
quelles s'appuie  chaque  démonstration,  et  de  ne  faire  intervenir, 
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dans  les  dcmonstrations,  que  les  suppositions  mcmc.  On  reste  ici 
dans  un  domaine  purement  logique. 

L'idée  de  fonction  peut  être  généralisée  dans  diverses  directions  : 
il  est  clair  en  elTet  qu'aux  ensembles  de  nombres  (X).  (Y)  qu'on 
a  considérés  jusqu'ici,  on  peut  substituer  d'autres  ensembles. 

Tout  d'abord,  au  lieu  de  partir  d'un  ensemble  de  nombres  (X), 
on  peut  partir  d'un  ensemble  dont  les  éléments  soient  des  sys- 
tèmes de  nombres,  et  faire  correspondre  un  nombre  à  chacun  de 
ces  éléments  :  on  parvient  ainsi  à  la  notion  d'une  fonction  de  plu- 
sieurs variables  ;  je  me  bornerai  aux  fonctions  de  deux  variables, 
l'extension  aux  fonctions  de  trois,  quatre...  variables  étant  immé- 
diate ;  je  ne  dirai  d'ailleurs  de  ces  fonctions  de  deux  variables, 
pour  le  moment,  que  ce  qui  est  indispensable  pour  l'étude  des 
fonctions  d'une  variable,  oii  l'on  ne  peut  empêcher  qu'elles  inter- 
viennent de  temps  en  temps. 

Partons  d'un  ensemble  (X^  )  dont  chaque  élément  soit  un  sys- 
tème de  deux  nombres,  rangés  dans  un  ordre  déterminé  :  on 
regarde  le  premier  des  nombres  qui  figurent  dans  chaque  système 
comme  une  valeur  attribuée  à  une  lettre  (ou  variable)  x,  et  le 
second  comme  une  valeur  attribuée  à  une  autre  lettre  (ou  va- 
riable) y.  En  disant,  comme  d'habitude,  que  tous  les  éléments  de 
(X\)  sont  distincts,  il  faut  entendre  que,  si  les  systèmes  des  deux 
nombres  jc,,  j,  et  x^,  y^  sont  des  éléments  de(XY),  on  n'a  pas  à  la 
foisaji  =a:2etj,  =  y^. 

Supposons  maintenant  qu'à  chaque  élément  de  (XY)  corres- 
ponde im  nombre  qu'on  regardera  comme  une  valeur  attribuée  à 
une  lettre  z  ;  on  dira  que  z  est  une  fonction  de  x,  y  déterminée 
dans  (XY).  Les  valeurs  distinctes  de  z  forment  un  ensemble  (Z) 
dont  chaque  élément  correspond  à  un  élément  de  l'ensemble  (XY). 
Celui-ci  peut  d'ailleurs  être  constitué  de  façons  très  diverses  :  je 
reviendrai  sur  l'étude  d'ensembles  de  cette  nature,  étude  que  facili- 
tera l'emploi  du  langage  géométrique  ;  je  ne  veux  signaler  que 
deux  cas  spéciaux,  le  cas  où  chaque  système  de  deux  nombres  qui 
constitue  un  élément  de  (X\  )  est  formé  de  l'un  quelconque  des 
nombres  x  qui  appartient  à  un  ensemble  de  nombres  (X),  et 
do  l'un  quelconque  des  nombres  v  qui  apparlionnont  à  un  en- 
semble de  nombres  (^],  et  le  cas  plus  particulier  où  l'ensemble  (X) 
se  réduit  à  un  intervalle  (a,  a')   et  l'ensemble  (Y)  à    un  inter- 
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vallc  (6,  h')  ;  dans  ce  dernier  cas  chaque  clément  de  l'ensemble 
(XY)  est  vm  système  de  deux  nombres  x,  y  ({ul  vrrKicnt  les 
conditions  a  ^  x  ^  a',  b  ^  y  ^  1/  et  chaque  système  de  deux 
nombres  x,  y  qui  vérifient  ces  conditions  est  un  élément  de  l'en- 
semble (X^)  :  à  chacun  de  ces  éléments  correspond  une  valeur  de 
la  fonclion  r  =  f{j:,  y),  qui  est  ainsi  déterminée  pour  tous  les 
systèmes  de  valeurs  de  x,  y  qui  vérifient  les  conditions  précédentes. 
C'est,  pour  les  fonctions  de  deux  variables,  la  notion  qui  corres- 
pond à  celle  d'une  fonction  d'une  A'ariable  déterminée  dans  un 
intervalle. 

Par  exemple,  un  polynôme  en  x,  y  est  évidemment  une  fonc- 
tion déterminée  dans  n'importe  quel  ensemble  (XY)  constitué 
comme  on  vient  de  l'expliquer. 

Si  l'ensemble  (Z)  des  valeurs  distinctes  de  z  est  borné,  on  dira 
que  la  fonction  z  ^=  f{x,  y)  est  bornée  dans  l'ensemble  (XY)  :  les 
définitions  de  la  borne  supérieure  ou  inférieure,  de  l'écart  de  la 
fonction  dans  cet  ensemble  sont  les  mêmes  que  pour  les  fonctions 
d'une  variable. 

155.  —  Revenons  à  un  ensemble  (X),  dont  chaque  élément  est 
un  nombre  ou  un  point,  une  valeur  attribuée  à  la  variable  x.  On 
peut  faire  correspondre  à  chaque  élément  de  (X)  un  ensemble  de 
nombres  6(07);  on  arrive  ainsi  à  la  notion  d'un  ensemble-fonction 
de  X,  déterminé  dans  l'ensemble  (X),  c'est-à-dire  pour  chaquô  Va- 
leiu-  de  X  appartenant  à  (X). 

Par  exemple  l'ensemble  des  nombres  premiers  non  supérieurs  à 
un  nombre  naturel  n,  l'ensemble  des  diviseurs  d'un  nombre  natu- 
rel 71  sont  définis  dans  l'ensemble  des  nombres  naturels.  L'ensemble 
des  nombres  premiers  dont  le  premier  chiffre  est  x  est  défini  dans 
l'ensemble  (X)  des  nombres  i,  2,  3,  ..,,  9.  L'ensemble  8 (jî)  des 
nombres  plus  petits  que  x,  est  défini  dans  l'ensemble  (X)  des 
nombres  réels.  L'ensemble  des  nombres  dont  le  carré  est  plus  petit 
que  X  est  défini  dans  l'ensemble  (X)  des  nombres  positifs,  etc.. 
Un  intervalle  (a,  x)  dont  une  borne  a  est  donnée,  peut  être  regardé 
comme  un  ensemble-fonction  de  l'autre  borne  x. 

Il  n'y  a  aucune  difficulté  de  plus  à  concevoir  des  ensembles 
qui  dépendent,  de  deux,  trois...  variables.  Je  ne  m'y  arrêterai  pas. 

Si  l'ensemble  C  {x)  déterminé  dans  l'ensemble  (X)  est  borné  en 
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liaul,  [)ar  exemple,  pour  chaque  valeur  de  .c  appartenant  ;>  (X),  il 
est  clair  que  sa  borne  supérieure  sera  une  fonction  de  x  dans  (X), 
de  niônic  sa  borne  inférieure,  ou  son  écart,  si,  pour  chaque  valeur 
de  :r,  appartenant  à  (X),  l'ensemble  t''(x)  est  borné  en  haut  et  en 
bas. 

Voici  une  proposition,  où  interviennent  ces  notions,  qui  nous 
sera  souvent  utile. 

156.  —  Soit  (A)  un  cnsend)le  de  nombres  positifs  dont  o  soit  un 
point  d'accumulation  ;  je  sujipose  essentiellement  que  o  ne  fasse 
pas  partie  de  (A).  (A)  pourra  être  par  exemple  l'ensemble  des 
inverses  des  nombres  naturels,  ou  l'ensemble  des  nombres  positifs 
(non  nuls)  qui  sont  inférieurs  à  un  nombre  donne.  Regardons  les 
nombres  qui  constituent  (A)  comme  des  valeurs  attribuées  à  la 
variable  i.  Quand  il  sera  question  plus  loin  d'une  valeur  de  î,  telle 
que  cq,  Cl,  c',  ...,  il  sera  toujours  entendu  que  celte  valeur  fait  partie 
de  l'ensemble  (A).  C'est  d'ailleurs  les  valeurs  de  s  voisines  du  point 
d'accumulation  o  qui  vont  intervenir. 

Soit  B(c)  un  ensemble  de  nombres  déterminé  pour  chaque  va- 
leur de  c  [appartenant  à  (A)j  :  8  (c)  est  un  ensemble-fonction  de  t 
déterminé  dans  (A).  Je  suppose  essentiellement,  sur  l'ensemble  8  (s), 
qu'il  existe,  c'est-à-dire  qu'il  contient  des  éléments  en  nombre  fini 
ou  infini,  pour  chaque  valeur  £  de  (A).  Je  suppose  en  outre  que 
l'ensemble  8(c)  satisfasse  aux  deux  conditions  suivantes  : 

I"  Si  l'on  a  c'  >  s",  l'ensemble  8(0)  contient  l'ensemble  6(ê"). 

2°  L'ensemble  8(c)  est  borné  en  haut  et  en  bas,  quelque  soit  le 
nombre  s,  appartenant  à  (A).  —  Il  convient  d'observer  que,  en 
vertu  de  la  première  condition,  si  l'ensemble  8(co)  est  borné,  il  en 
est  de  même  de  tous  les  ensembles  8(c)  pour  lesquels  £  est  jikis 
petit  que  Sq. 

Je  désignerai  par  L(c),  l{i)  la  borne  supérieure  et  la  borne  infé- 
rieure de  l'ensemble  8 (£).  En  vertu  de  la  condition  1°,  on  a,  en 
supposant  i'  >■  i"  (n"  46) 

L(E')^L(E")è/(e")^^(0; 

De  ces  inégalités  même,  il  résulte  que,  si  t"  est  plus  grand 
que  £',  on  a  encore  L(£")  à  /(ê')  ;  en  d'autres  termes,  cette  inéga- 
lité subsiste  quels  que  soient  les  'nombres  i',  £*  :  l'ensemble  des 
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valeurs  tic  la  fonction  L (s),  définie  clans  (A),  est  formé  de  nombres 
supérieurs  ou  égaux  à  ceux  qui  constituent  l'ensemble  des  valeurs 
de  la  fonction  l[c)  définie  dans  le  même  ensemble  :  la  fonction  L(2) 
est  bornée  en  bas;  soit  L  sa  borne  inférieure;  la  fonction  /(c)est 
bornée  en  liaut,  soit  /  sa  borne  supérieure.  Il  est  clair  qu'on 
a/sL. 

Il  est  bien  aisé  de  voir  que  L  et  /  sont  les  limites  respectives 
pour  î  =  G,  des  fonctions  L(c),  /(ô). 

En  efict,  L  étant  la  borne  inférieure  de  l'ensemble  des  valeurs 
distinctes  de  L(£),  il  y  a  des  valeurs  de  L(c)  qui  sont  aussi  rappro- 
cbées  qu'on  voudra  de  L  ;  en  d'autres  termes,  quelque  petit  que 
soit  le  nombre  positif  a,  il  y  a,  dans  (A),  un  nombre  ■'  tel  que  l'on 
ait  L  ^  L(c')  <  L  H-  a.  Pour  les  valeurs  de  z  inférieures  à  c',  L(c), 
toujours  supérieur  (ou  égal)  à  L,  est  inférieur  (ou  égal)  à  L(c')  et 
par  suite  inférieur  à  L  4-  a  :  ainsi,  à  chaque  nombre  positif  a  cor- 
respond un  nombre  positif  c',  tel  que  l'on  ait  o^L(£)  —  L<;a, 
pour  toutes  les  valeurs  de  z,  moindres  que  z',  qui  appartiennent 
à  (A)  :  cela  revient  à  dire  que  l'on   a  lim.  L[z)  ^  L;   l'égalité 

£  =  0 

lim.  /(;)  =  /  se  démontre  de  la  même  façon. 

e  =  0 

Ces  préliminaires  posés,  mon  objet  principal  est  la  démonstra- 
tion du  théorème  suivant  : 

Sous  les  conditions  imposées  aux  ensembles  8(£),  on  peut  affir- 
mer l'existence  d'un  nombre  (ou  d'un  point)  k,  qui  appartient  à 
la  fois  à  tous  les  ensembles  ^(s),  ou  qui  est  un  point  d'accumula- 
tion pour  chacun  de  ces  ensembles  ;  rien  n'empêche  d'ailleurs  que 
le  point  k  appartienne  à  la  fois  à  tous  les  ensembles  8(c)  et  soit  en 
même  temps  un  point  d'accumulation  pour  chacun  d'eux. 

11  peut  y  avoir  plusieurs  points  k,  jouissant  de  la  propriété  qu'on 
vient  de  définir  ;  ces  points  forment  un  ensemble  qui,  s'il  est  infini, 
est  clos  ;  les  nombres  L  et  /  sont  respectivement  les  bornes  supé- 
rieure et  inférieure  de  cet  ensemble. 

Avant  de  passer  à  la  démonstration  abstraite  de  ce  théorème,  le 
lecteur  fera  bien  de  se  le  représenter  sous  la  forme  géométrique  : 
chaque  ensemble  8(î)  est  un  ensemble  de  points  sur  l'axe  des  abs- 
cisses, points  dont  chacun  appartient  à  l'intervalle  [/(c),  L(c)]; 
quand  z  diminue,  l'ensemble  8(c)  et  l'intervalle  [/(s),  L(c)]  se 
resserrent,  en  quelque  sorte,  et,  quand  z  est  très  petit,  cet  inter- 
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valle  est  très  voisin  de  l'intervalle  (/,  L)  qu'il  contient  d'ailleurs  ; 
dans  l'intervalle  [/(s),  L(-)|,  il  y  a  certainement  des  pf)ints  qui 
appartiennent  à  l'ensemble  8(î)  et,  par  conséquent,  aux  ensendjles 
analogues  pour  lesquels  •  est  plus  grand,  dans  l'intervalle  (/,  L), 
qui  est,  au  sens  géométrique,  la  limite  de  l'intervalle  [/(s),  L(i)], 
il  y  a  des  points  k  qui  sont  à  la  fois  des  points  de  tous  les  en- 
sembles 8  (s),  ou  des  points  d'accumulation  de  tous  ces  ensembles. 
Les  points  k  de  la  piemière  espèce  sont,  en  quelque  sorte,  le  résidu 
de  tous  les  ensembles  8(i),  quand  i  tend  vers  o  ;  autour  des  points  A: 
de  la  seconde  espèce,  les  points  de  l'ensemble  è(i)  ne  cessent  pas, 
en  quelque  sorte,  de  s'entasser  lorsque  z  tend  vers  o. 

Pour  prouver  l'existence  d'un  nombre  A-,  je  prouverai  que  le 
nombre  L  jouit  des  propriétés  qui  lui  sont  attribuées,  c'est-à-dire 
que,  en  désignant  par  i^  un  élément  quelconque  de  (A),  L  est  un 
point  de  &{-q)  ou  un  point  d'accumulation  de  B(co)- 

En  effet,  quel  que  soit  le  nombre  £  appartenant  à  (A),  L(i)  est, 
soit  un  point  de  E(£),  soit  un  point  d'accumulation  de  8(0)  ;  suppo- 
sons dans  ce  qui  suit  z  <[  îq,  l'ensemble  8(0)  étant  contenu  dans 
gfcj,  L(c)  est  aussi  soit  un  point  de  &{îq),  soit  un  point  d'accumu- 
lation de  8(£„)  :  il  faut  bien  qu'il  en  soit  de  même  de  la  limite  L  de 
Lfc)  pour  £  =r  G  :  car,  si  le  point  L  n'appartenait  pas  à  8(£o)  et  n'en 
était  pas  un  point  d'accumulation,  on  pourrait  (n*^  49)  le  regarder 
comme  le  centre  d'un  intervalle  (L  —  a,  L  -f-  a)  qui  ne  contien- 
drait aucun  point  de  8(£y)  et  aucun  point  d'accumulation  de  8f£û), 
ni  par  conséquent  aucun  point  des  ensembles  8(£),  non  plus  qu'un 
point  d'accumulation  de  l'un  de  ces  ensembles,  puisqu'ils  sont  tous 
contenus  dans  8(£^)  ;  cet  intervalle  ne  contiendrait  donc  aucun  des 
points  L;^£),  qui,  pour  £  suffisamment  petit,  sont  aussi  voisins  qu'on 
le  veut  de  leur  limite  L.  La  contradiction  est  évidente.  Le  raison- 
nement précédent  s'appliquerait  aussi  bien  à  /. 

Ainsi  il  y  a  des  nombres  k  (L  et  /  par  exemple)  qui  jouissent  de 
la  propriété  suivante  :  Quel  que  soit  l'élément  Ho  de  l'ensemble  (A), 
le  point  k  est  ou  un  point  de  &{c^)  ou  un  point  d'accumulation 
de  8(co).  Si  maintenant /v  n'appartient  pas  à  8(£o\  il  n'appartient 
pas  non  plus  aux  ensembles  8  (î)  pour  lesquels  on  a  £  <C  ô^,  puisque 
tous  ces  ensembles  sont  contenus  dans8(£o)  ;  pour  tous  ces  ensem- 
bles, k  est  un  point  d'accumulation  ;  il  est  aussi  un  point  d'accu- 
mulation pour  l'ensemble  8(£)  si  £  est  plus  grand  que  £0.  puisque 
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cet  cnsomlile  conliont  alors  {'-{i^)  :  /.'  ost  un  point  d'accumulation 
pour  tous  les  ensembles  t(î).  11  est  donc  vrai  que  le  point  k  appar- 
tient à  la  t'ois  à  tous  les  ensembles  C[3)ou  bien  est  à  la  fois  un  point 
d'accumulation  pour  tous  ces  ensembles. 

Puisque  l'on  a,  quelque  soit  i,  l{z)  ^  //  g  L  (£),  on  voit,  en 
faisant  tendre  s  vers  o,  que  l'on  a  /  ^  /r  s  L. 

Je  désignerai  par  8(0)  l'ensemble  des  points  /■•,  précédemment 
définis.  Cet  ensemble  se  réduit  évidemment  à  un  point  lorsque 
l'on  a  L  =  /. 

Dans  ce  cas,  il  est  clair  que  toute  fonction /(;)  déterminée  dans 
l'ensemble  (A)  et  telle  que  l'on  ait,  pour  cbaque  valeur  1  de  (\), 
/(s)  S /(h)  ^  L  (£),  jouit  de  la  propriété  lim.  /(s)  =  L  =  /. 

C'est  ime  généralisation  manifeste  d'une  proposition  établie 
au  n"  58. 

S'il  y  a  un  nombre  infini  de  points  /.-,  l'ensemble  8(0)  est  clos. 
c'est-à-dire  qu'il  contient  ses  points  d'accumulation. 

En  effet  si  /.q  est  un  point  d'accumulation  de  8  (o),  il  y  a  aux  en- 
virons de  k\,  et  aussi  près  de  /»q  qu'on  le  veut,  des  points  k, 
lesquels  sont,  soit  des  points  de  l'ensemble  8(3),  soit  des  points 
d'accumulation  de  cet  ensemble  ;  dans  tous  les  cas.  il  y  a  des 
points  de  8  (î)  qui  sont  aussi  près  qu'on  le  veut  de  k^  ;  donc  k^J  est 
un  point  d'accumulation  de  8- (c)  ou  un  point  de  cet  ensemble. 
Ceci  ayant  lieu  quelque  soit  -,  il  faut  bien  que  /.\j  appartienne  h 
l'ensemble  8(0).  On  savait  déjà  que  cet  ensemble  8  (o)  contient  ses 
bornes  supérieure  et  inférieure  L,  /. 

Si  //  est  un  point  qui  n'appartienne  pas  à  l'ensemble  8  (o),  on 
peut  aftirmer  qu'aux  environs  de  ce  point,  il  n'y  a  plus  de  points 
de  l'ensemble  8  1  s)  j^ourvu  que  £  soit  inférieur  à  un  nombre  suffi- 
samment petit  £'.  En  effet  parmi  les  ensembles  8  (£)  il  y  en  a  cer- 
tainement un  8  (c'j  tel  que  k'  ne  soit  ni  un  point  de  8  (i)  ni  un  point 
d'accumulation  pour  8(c'),  car,  autrement  //  appartiendrait  à  l'en- 
semble 8  (o).  Dès  lors,  il  existe  (n" 49),  un  intervalle  {k' — a,  k'  -f-a) 
dont  k'  est  le  centre,  et  auquel  n'appartient  aucun  point  de  8  (£'), 
non  plus  qu'aucun  point  des  ensembles  8(£)  pour  lesquels  on  a 
c  •<  c .  puisque  tous  les  points  de  ces  derniers  ensembles  appar- 
tiennent à  8  (c'). 

Le  théorème  qu'on  vient  d'établir  prend  une  forme  un  peu  plus 
simple  quand  tous  les  ensembles  8  (£)  sont  clos. 
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On  pput  alors  affirnicr  sous  la  condition  i"  l'cxislonco  d'un  en- 
semble i',  (o)  dont  tous  les  points  appartiennent  à  la  l'ois  à  tous  les 
ensembles  8  (c). 

On  aurait  pu  d'ailleurs  se  borner  à  la  démonstration  du  théo- 
rème général  dans  ce  cas  particulier  : 

Le  lecteur  reconnaîtra  en  elTet  sans  peine  que  le  cas  général  se 
ramène  au  cas  particulier,  en  remplarant  l'ensemble  8  (s),  satis- 
faisant aux  conditions  i"  et  2",  par  l'ensemble  clos  8  (c)  -+-  8'  (s) 
dont  les  éléments  appartiennent  soit  à  8  (s)  soit  h  son  ensemble  dé- 
rivé 8' (h). 

Dans  plusieurs  des  applications  qui  vont  suivre,  l'ensemble  (A) 
des  valeurs  de  s  sera  formé  de  tous  les  nombres  positifs  (à  l'exclu- 
sion de  o)  qui  sont  inférieurs  à  un  nombre  positif  lixe  A. 

Dans  le  cas  où  l'ensemble  (A)  se  réduit  à  l'ensemble  des  inverses 
des  nombres  naturels,  le  théorème  général  peut  être  énoncé  sous 
la  forme  que  l'on  va  dire.  Le  lecteur  pourra  démonticr  le  théorème 
sous  cette  forme,  et  en  déduire  ensuite  l'énoncé  général. 

Soit 

8       8  8 

une  suite  infinie  d'ensembles  dénombres  ou  de  points  :  on  suppose 
que  chacun  de  ces  ensembles  existe,  c'est-à-dire  que  8„  contient  des 
points,  en  nombre  fini  ou  infini,  quelque  soit  le  nombre  naturel n; 
on  suppose  ensuite  que  8„  contient  8^  si  l'on  &  n  <C.  p,  et  que  8,  est 
borné  ;  il  en  résulte  que  tous  les  ensembles  suivants  sont  bornés. 

Dans  CCS  conditions,  il  existe  un  ensemble  8a)  composé  d'un 
nombre  fini  ou  infini  de  points,  dont  chacun  est  soit  un  point 
commun  à  tous  les  ensembles  8,,  82»  •••,  soit  un  point  d'accumu- 
lation commun  à  tous  ces  ensembles. 

157.  —  L'importante  notion  de  la  continuité  en  un  point  d'ac- 
cumulation a  de  (X)  s'éclaire  en  étudiant  la  façon  dont  se  comporte 
en  général  une  fonction  f{x),  déterminée  dans  l'ensemble  (X)  pour 
les  valeurs  de  la  variable  très  voisines  d'un  point  d'accunmlation  a, 
soit  d'ailleurs  que  ce  point  appartienne  à  (X),  soit  qu'il  ne  lui 
appartienne  pas. 

En  supposant  seulement  que  la  fonction  f{x)  soit  bornée  aux 
environs  do  ce  point,  c'est-à-dire  qu'il  existe  un  nombre  positif  A 
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loi  que  la  fonction  f{:r)  soit  bornrc  dans  l'ensemble  des  valeuis 
de  X  qui  appartiennent  à  (X)  et  à  l'intervalle  [a  —  A,  a  -H  A),  je 
vais  montrer  qu'il  existe  un  ou  plusieurs  nombres  />■,  jouissant  de 
la  propriété  suivante  :  quelque  petits  que  soient  les  nombres  posi- 
tifs a,  jj  il  y  a  des  nombres  x  appartenant  à  (X)  tels  que  l'on  ait  à 
la  fois 

|.T  — «|<a,        |/(.r)_/.-|0. 

en  sorte  que,  pour  les  valeurs  de  x  appartenant  à  (X)  et  très  voi- 
sines de  a,  les  valeurs  de  f{x)  se  serrent  en  quelque  sorte  autour 
de  l'un  ou  de  l'autre  des  nombres  k,  avec  lesquels  d'ailleurs  elles 
peuvent  coïncider  :  l'ensemble  des  nombres  k,  s'il  est  infini,  est 
clos. 

Soit  £  une  variable  positive,  inférieure  ou  égale  à  A,  la  fonction 
/(x)  est  déterminée  et  bornée  dans  l'ensemble  (X;)  des  valeurs  de  x 
qui  appartiennent  à  la  fois  à  (X)  et  à  l'intervalle  (a  —  c,  a  +  £), 
dont  le  point  a  est  le  centre;  désignons  par  8 (i)  l'ensemble  des 
valeurs  distinctes  qu'elle  prend  dans  cet  ensemble  (Xe),  par  L  (c), 
l{î)  les  bornes  supérieure  et  inférieure  de  l'ensemble  8(c).  On  re- 
connaît de  suite  que  les  ensembles  8  (s),  définis  pour  les  valeurs 
positives  de  i  qui  sont  inférieures  ou  égales  à  A,  satisfont  aux 
conditions  du  n"  156.  Il  existe  donc  un  ensemble  g(o)  de  nombres 
dont  cbacun  est  un  point  commun  à  tous  les  ensembles  i',{i),  ou 
bien  un  point  d'accumulation  pour  chacun  de  ces  ensembles  :  les 
bornes  inférieure  et  supérieure  L  et  /  des  fonctions  L  (c),  /  [i) 
définies  dans  l'ensemble  des  valeurs  de  i  qui  vérifient  les  condi- 
tions A  ^  î  >>  G  appartiennent  à  cet  ensemble  8(o),  dont  elles 
sont  les  bornes  supérieure  et  inférieure. 

Soit  k  un  élément  de  cet  ensemble  ;  dans  tout  intervalle 
(a  —  i,  a  -T-  i),  si  petit  que  soit  le  nombre  positif  i,  il  y  a  une 
valeur  de  x  appartenant  à  (X),  pour  laquelle  la  valeur  def(x) 
diffère  aussi  peu  qu'on  le  veut  de  k  ;  d'une  façon  plus  précise,  si 
l'on  se  donne  deux  nombres  positifs  a,  jS  aussi  petits  qu'on  le  veut, 
1  existe  un  nombre  x  pour  lequel  on  a  à  la  fois 

|:r  — «|<a,        |/(a-j  — A|<p; 

c'est  ce  qui  arrivera  en  particulier  si  a  appartient  à  (X)  et  si  l'on  a 
f{a)  =  k,  puisque,  alors,    les   deux  inégalités    précédentes    sont 


i 
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viM'ifiées  |)iiiir  ./•  a.  Dans  Ions  1rs  cas,  il  y  aura  iiih^  siiilc  inlinie 
(le    nombres   ./•,,   x,,   ...,  .'•„,    ...    tels  (jne   l'on  ail  liiii.  ./;„  =  a, 

lim.  f{xn)  =  /»•.  Dans  l'hypollièse  fya)  ^^  /.-,  on  pourra  prendre 

tous  les  nombres  ./;,.  x.^,  ...,  Xn,  ...  égaux  à  a.  Lorscpic  celle  sup- 
posilion  n'est  pas  vraie,  il  n'est  pas  difficile  de  voir  qu'on  peut 
supposer  tous  les  nombres  Xi,  a\,,  ...,  Xn,  ...  difîérents  entre  eux. 
Quoi  quil  en  soit,  si  8(0)  contient  un  autre  noMil)re /.'  dilTérent 
de  A:,  il  y  aura  une  autre  suite  infinie  .c'i,  ./;.,  /„,  ...  apparte- 
nant aussi  à  (\)  et  telle  qu'on  ait  lim.  ./•'„  =  a,  lini.y(x';,)  =^  k' . 

Bien  entendu,  si  l'ensemble  B(o)  contient  plus  d'un  point  /.•,  on  ne 
peul  [)as  écrire,  au  sens  du  n"  151,  iim.y"(j;)  =  k. 

Au  reste,  il  est  clair  (pu;  les  éléments  de  l'ensemble  t',(())  sont 
seuls  à  jouir  des  propriétés  qu'on  vient  de  spécifier,  ])uis(pic  si  L\ 
n'appartient  pas  à  l'ensemble  8(0),  on  peut  (n°  156j  fixer  deux 
nombres  positifs  a,  fj  tels  que  l'on  ait  |  f(x)  —  li^  |  >  fli  pour  tous 
les  points  x  de  (X)  qui  sont  à  une  distance  de  a  moindre  que  a. 

En  particulier,  il  y  a  des  points  ./;',  x"  dans  (X)  aussi  rappro- 
chés qu'on  le  veut  de  a  et  tels  que  la  dilTérencey(.T"j  — J{^')  ^^it 
aussi  voisine  qu'on  le  veut  de  L  —  /. 

Donc,  pour  que/(j;)  admette  ime  limite  an  point  d,  il  faut  que 
l'on  ait  L  =  /.  Cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante.  Si,  en  effet, 
on  désigne  par  a  un  nombre  positif  quelconque,  on  peut  lui  faire 
correspondre  un  nombre  positif  i'  tel  que  l'on  ait  à  la  fois 
L(î')  <  L  +  a,  l(z)  >  /  —  a  ;  ces  inégalités  subsistent  en  rempla- 
çant L(£')  et  Hz)  par/(.c)  si  l'on  stqipose  que  x  apparliennc  à  la 
fois  à  (X)  et  à  l'intervalle  (a  —  i',  a  -+-  ï)  puisque  l'on  a  alors 
/(:')  ^f{x)  ^  L(£').  On  aura  donc,  en  supposant  L  z=z  l, 

\f{x)-L\<a, 

SOUS  la  condition  que  £c  appartienne  à  (X)  et  soit  à  une  dislance  de  a 
moindre  que  ï  ;  cela  revient  à  dire  (pie  l'on  a 

lim.  /■(.,•)  =  L. 

Lorsque  l'on  a  L  =  /,  l'ensemble  8(0)  se  réduit  évidemment  au 
seul  nombre  L. 
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158.  —  Quand  la  fonction  f{x),  bornée  aux  environs  de  a, 
n'admet  pas  do  liuiilc  en  ce  point,  on  peut  d'après  ce  qu'on  vient 
de  dire,  trouver  tlans  (\)  des  points  x',  ,/ "  aussi  voisins  qu'on  le 
voudra  de  o,  tels  que  la  valeur  absolue  de  la  dilïérence/(.i"')  — f{x") 
dépasse  tel  nombre  fixe,  inférieur  à  L  —  /,  que  l'on  voudra  :  Si 
donc  on  ne  peut  trouver  de  tels  points  x',  x",  c'est  que  la  fonc- 
tion f{x)  admet  une  limite  au  point  a.  En  d'autres  termes  : 

Pour  que  la  fonction  y(^./;)  admette  une  limite  au  point  d'accumu- 
lation a,  il  faut  et  il  suffit  qu'à  cbaque  nombre  positif  a  corres- 
ponde un  nombre  positif  î  tel  que  l'on  ait  \ /{■''")  — /{•''')  |  <  (^'> 
pourvu  que  les  points  x,  x"  appartiennent  à  (X)  et  soient  à  une 
distance  de  a  moindre  que  ;. 

Il  n'est  pas  utile  de  dire  dans  cet  énoncé  que  la  fonction /(.r) 
doit  être  bornée  aux  environs  de  a  ;  elle  l'est  certainement  en  vertu 
des  conditions  imposées,  puisque  si  l'on  choisit  un  couple  de 
nombres  correspondants  «o,  £o'  l'<''cart  de  la  fonction  f{x),  dans 
l'ensemble  des  points  de  (X)  qui  appartiennent  à  l'intervalle 
(rt  —  cg,  a  -t-  Cy)  est  au  plus  égal  à  (Z^. 

La  forme  de  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la 
fonction  f[x)  ait  une  limite  au  point  d'accumulation   a  est  une 
généralisation   manifeste  de  la  condition  du   n"  56  pour  qu'une 
suite  iii,  11.^, ,  u„,  ...  ait  une   limite  ;  elle  peut  d'ailleurs  se  dé- 
duire aisément  de  cette  condition,  sans  passer  par  l'étude  qu'on 
vient  défaire.  En  effet,  tout  d'abord,  il  est  clair  que  la  condition 
imposée  pour  l'existence  d'une  limite  est  nécessaire  :  si  mainte- 
nant, on  la  suppose  vérifiée  et  si  l'on  désigne  par  Xi,  x.-^,  ...,  x„,  ... 
une  suite  de  points  appartenant  à  (X)  qui  ait  pour  limite  le  pointa, 
la  suite  f{x^),  f{x.^,  ...,  f{x„),  ...  devra,  d'après  le  n"  56,  avoir 
une  limite  ;  soit  b  cette  limite  ;  si  l'on  choisit  le  nombre  naturel  p 
tel  que  l'on  ait  |  ./■„  —  a  |  <C  3  sous  la  condition  n  >/?,  on  devra 
avoir  |/(x')  — f{j'n)  \  <C  c/.,  pourvu  que  x  appartienne  à  (X)  et  que 
les  conditions  n  >>/),  j  x-  —  a  j  <<  =  soient  vérifiées  ;  en  faisant 
croître  n  indéfiniment,  on  en  conclura  |  f{x)  —  ^  \  ^  a,  sous  la 
condition  que  x  appartienne  à  (X)  et  vérifie  la  condition  Ix  —  a|<;  s  ; 
il  est  clair  que  b  est  la  limite  de/(j;),  pour  le  point  a,  au  sens  du 
n°  151. 

159.  —  Les  résultats  précédents  s'appliquent  à  chaque  point 
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d'arnimulalion  a  de  l'ensomble  (X),  pourvu  que  la  Çonrùon  f{.v) 
soit  bornée  aux  environs  de  ce  point. 

Par  conséquent,  si  l'on  suppose  que  l'ensemble  (X)  dans  lequel 
la  fonction /(x)  est  déterminée  soit  clos,  et  que  la  fonction /(x) 
soit  bornée  dans  cet  ensemble,  on  pourra  altaclior  à  chaque  point 
d'accumulation  a  un  certain  ensemble  i'.^  (o),  dont  on  a  expliqué 
les  propriétés  au  n°  157,  et  en  particulier  les  bornes  La,  /„  de  cet 
ensemble.  Celles-ci  s'appellent  les  bornes  supérieure  et  inférieure 
delà  fonclion/(.r)  au  point  d'accumulation  a  (').  L„  —  4  estl'écart 
ou  la  discontinuité  de  la  fonction  en  a.  La  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  la  fonction /(x)  soit  continue  au  point  d'accu- 
mulation a  consiste  en  ce  que  l'écart  de  la  fonction,  en  ce  point^ 
soit  nul,  Si  Ton  veut  attribuer  un  sens  à  ces  quantités  La,  L  pour 
un  point  isolé  a  de  (X),  on  les  regardera  comme  égales  a.f{a),  on 
regardera  l'ensemble  8,, (o)  comme  se  réduisant  au  seul  point/(a). 

Imaginons  par  exemple  une  fonction  de  x  définie  comme  il  suit 
dans  l'intervalle  (o,  i).  Pour  x  =  o,  f{x)  est  nul;  il  en  est  de 
même  pour  toutes  les  valeurs  rationnelles  de  x  qui,  mises  sous 
forme  d'une  fraction  irréductible,  ont  un  dénominateur  impair  ; 
pour  les  autres  valeurs  rationnelles  de  x,  f(x)  est  égal  à  i  ;  enfin 
pour  les  valeurs  irrationnelles  de  x,f(x)  est  égal  à  2.  Tout  pointa 
de  l'intervalle  est  un  point  d'accumulation,  la  fonction  f{x)  y  a 
une  des  trois  valeurs  o,  1,2;  mais  il  est  clair  qu'on  peut  trouver 
dans  le  voisinage  du  point  a,  aussi  près  de  lui  qu'on  voudra,  des 
points  pour  lesquels  la  fonction  est  égale  soit  à  o,  soit  à  i,  soit  à  2. 
L'ensemble  6  (o)  se  compose  évidemment  de  ces  trois  nombres  ;  on 
a  /  =  o,  L  =  2.  Il  est  le  même  pour  tous  les  points  ;  on  pourrait 
aussi  bien  s'arranger  pour  qu'il  changeât  avec  a  ;  prendre  par 
exemple  la  fonction  f[x)  égale  tantôt  à  x,  à  x^,  à  x^.  Le  lecteur 
n'aura  aucune  peine  à  multiplier  les  exemples  de  cette  sorte. 

160.  —  Voyons  maintenant  quelles  conclusions  on  peut  tirer 

(')  Ces  notions  peuvent  s'étendre  :  si  par  exemple  on  suppriiuo  de  (\)  tous 
les  points  à  gauche  de  a,  les  nombres  Ln,  l„  deviendront  les  bornes  supérieure 
et  inférieure  à  droite  de  la  fonction  en  a.  L»  —  h  sera  l'écart  à  droite,  en  a.  On 
définirait  de  même  la  borne  supérieure  ou  inférieure  et  l'écart  à  gauche.  Lo 
lecteur  trouvera  dans  la  thèse  de  M.  Ikiirc  d'autres  extensions  des  mêmes  idées, 
beaucoup  plus  profondes. 
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de  la  siipposilion  snivanlo  :  rcnsomble  (\)  dans  lequel  la  fonction 
f{x\  est  déterminée  étant  borné  (en  haut  et  en  bas),  l'ensemble  ( \  ) 
des  valeurs  de  celte  fonction  dans  (\)  n'est  pas  borne,  en  baut, 
par  exemple  :  en  d'autres  termes,  quel  que  grand  que  soit  un 
nombre  donné  P,  il  y  a,  dans  (X),  des  valeurs  de  x  pour  lesquelles 
on  n/{x)  >>  P. 

Je  vais  montrer  que,  dans  ces  conditions,  l'ensemble  (\)  admet 
au  moins  un  point  d'accumulation  A-,  qui  peut  d'ailleurs  appartenir 
à  (X)  ou  ne  pas  lui  appartenir,  dans  le  voisinage  duquel  la  fonction 
/{x)  dépasse  tel  nombre  qu'on  voudra;  en  d'autres  termes,  quelque 
grand  que  soit  le  nombre  positif  P,  quelque  petit  que  soit  le  nom- 
bre positif  c,  il  y  a  des  valeurs  de  x  appartenant  à  (X)  pour  les- 
quelles on  a  à  la  fois  |  x  —  A  |  <1  £,  f{x)  >  P.  Bien  entendu,  il 
ne  faut  pas  en  conclure  lim./(.B)  =  H-X)  ;  car  il  peut  y  avoir, 

dans  le  voisinage  du  point  k,  des  valeurs  de  x  pour  lesquelles  la 
fonction  y(j;)  ne  soit  pas  grande. 

Soit  en  effet  £  un  nombre  positif  quelconque,  qu'on  supposera 
comme  plus  haut,  inférieur  à  un  nombre  fixe  A  :  par  hypothèse, 
il  y  a  dans  l'ensemble  borné  (X)  des  points  pour  lesquels  la  valeur 

de  f{x)   est   supérieure  à  -,    et  cela  quelque  soit  c  :   désignons 

par  8  (s)  l'ensemble  de  ces  points.  On  voit  de  suite  que  les  ensem- 
bles 8(î)  satisfont  aux  conditions  du  n°  156  :  il  y  a  donc  des  points  A: 
formant  un  ensemble  }",  (o)  qui  sont  communs  à  tous  ces  en- 
sembles, ou  qui  sont  pour  chacun  des  points  d'accumulation.  La 
première  iiypothèse  est  inadmissible  :  si  le  point  k  appartenait 
à  tous  les  ensembles  8  (c),  lesquels  sont  contenus  dans  (X),  le 
point  k  appartiendrait  à  (X)  et  la  fonction /(x)  aurait  une  va- 
leur   déterminée  f[k)  en  ce   point,  on    ne  pourrait  donc  avoir, 

pour  X  =  A-,  f[x)  >  -,  en  prenant  s  •<  777-.  ;  k  est  donc  un  point 

d'accumulation  pour  tous  les  ensembles  8(c),  donc  aussi  pour  (X), 
et  l'on  voit  qu'il  y  a  des  points  x  appartenant  à  (X),  aussi  voisins 
qu'on  le  veut  de  k,  et  pour  lesquels  f[x)  est  aussi  grand  qu'on  le 
veut. 

Il  n'y  a  d'ailleurs  que  les  points  A  de  l'ensemble  8(0)  à  pouvoir 
jouir  de  cette  propriété.  Car  si  A'  n'appartient  pas  à  l'ensemble  8(0), 
on  peut  affirmer  l'existence  de  deux  nombres  positifs  z,  al  tels  que 
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dans  l'Intervalle  (//  —  a',  le'  -+-  a')  ne  se  trouve  aucun  [)oint  des 
ensembles  8  (î)  qui  correspondent  à  des  valeurs  de  •  inférieures  ou 
égales  à  ï  ;  pour  les  valeurs  de  .r  qui  appartiennenl  à  cet  intervalle, 

/"(j)  ne  peut  dépasser  -• 

Il  est  clair  que  la  fonclion/fx)  ne  peut  avoir  de  limite  au  point/.-; 
si  le  point  h  appartient  à  \\),  ce  cpii  arrivera  nécessairement  si 
(X)  est  clos,  la  fonction /(,/•)  ne  peut  être  continue  on  ce  point. 
Ainsi  : 

Une  fonction  fix)  déterminée  dans  un  ensemble  clos  (X)  et 
continue  en  chacun  des  points  d'accunuilalion  de  cet  ensemble  y 
est  nécessairement  bornée. 

161.  —  Il  y  a  des  coijclusions  analogues  à  tirer  de  la  supposi- 
tion suivante  ;  le  nombre  h  est  un  point  d'accunmlation  de  l'en- 
semble (Y)  des  valeurs  distinctes  que  prend  la  fonction /(a;)  dans 
l'ensemble  borné  (X). 

Excluons  d'abord  le  cas  où  le  point  h  fait  partie  de  (Y)  c'est-à- 
dire  où  il  y  a  dans  (X)  une  valeur  de  x  pour  laquelle  on  a/(a")  =  6. 

Soit  c  une  variable  positive,  qui  reste,  si  l'on  veut,  inférieure  ou 
égale  à  un  nombre  fixe  A.  Quelque  petit  que  soit  î,  il  y  a  dans  {\) 
des  nombres  dont  la  différence  avec  b  est  moindre  que  £,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  il  y  a  dans  (X)  des  nombres  x  pour  lesquels 
on  a  I  f{x)  —  b\  <;  c.  Soit  8  (s)  l'ensemble  de  ces  nombres  x;  on 
reconnaît  de  suite  que  l'ensemble  B  (c),  défini  pour  chaque  valeur 
positive  de  ô,  satisfait  aux  conditions  du  n°  156,  en  sorte  qu'il 
existe  un  ensemble  8  (o)  de  points  k  dont  chacun  appartient  à  tous 
les  ensembles  8(c)  ou  est,  pour  chacun  de  ces  ensembles  un 
point  d'accumulation.  La  première  supposition  est  inadmissible, 
car  le  point  k  appartenant  à  tous  les  ensembles  8  (s),  on  aurait 
\  f{k)  —  b  I  <;  î,  quelque  petit  que  fût  £,  ce  qui  exige /(A)  =  b, 
contrairement  à  l'hypothèse.  Le  point  k  est  donc  un  point  d'accu- 
mulation de  tous  les  ensembles  8  (s)  et  par  suite  de  l'ensemble  (X), 
qui  les  contient.  On  voit  qu'il  y  a.  dans  (X),  aussi  près  qu'on 
voudra  du  point  k.  et  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  -,  des 
points  pour  lesquels  on  a  |  flx)  —  />  |  <;  £.  Il  ne  faut  pas  en  con- 
clure \ïm.  fix)  =  b,  puisqu'il  [)oul  \  avuir  aus^-i,  dans  le  voisinage 

de  k,  des  points  pour  lesquels /(.r)  dillèic  nolablciucul  de  x. 
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Si  le  point  II  était  toujours  un  point  d'accumulntion  do  (Y), 
mais  en  même  temps  un  point  de  (Y),  il  sufTirait,  pour  s'assurer 
que  les  conclusions  précédentes  subsistent,  d'appliquer  les  rai- 
sonnements précédents  à  l'ensendjlc  (X')  que  l'on  déduirait  do 
(X)  en  en  supprimant  tous  les  points  x  pour  lesquels  on  a 
f{^:r)  =  />  et  à  l'ensemble  (Y')  que  l'on  déduit  de  (\)  en  en  sup- 
primant b  :  h  reste  un  point  d'accumulation  de  (\'),  et  cet  en- 
semble est  formé  des  valeurs  distinctes  de  la  fonction  f(x) 
dans  l'ensemble  borne  (X'),  etc..  Les  raisonnements  ne  tombe- 
raient en  défaut  que  si  (X')  n'existait  pas,  c'est-à-dire  si  l'on  avait 
f(^x)  =  b  pour  toutes  les  valeurs  de  x  appartenant  à  (X)  ;  dans  ce 
cas  (Y)  se  réduirait  à  b,  qui  ne  serait  donc  pas  un  point  d'accumu- 
lation. 

Enfin,  on  voit  comme  précédemment  que  les  points  do  l'en- 
semble 8  (o)  sont  seuls  à  jouir  do  la  propriété  qu'on  a  démontrée 
appartenir  au  point  h\ 

Si  l'ensemble  (X)  est  clos,  il  contient  tous  les  points  k  ;  si,  en 
outre,  la  fonction  f{x)  est  continue  pour  cbacun  de  ces  points 
d'accumulation,  il  faut  que  l'on  ait  lim.  /{■'')  =/(A).  il  faut  donc 

que/(/v)  soit  égal  à  6  ;  en  d'autres  termes  l'ensemble  {\)  contient 
le  point  b  ;  l'ensemble  (Y)  contient  tous  ses  points  d'accumulation  ; 
on  a  déjà  démontré  qti'il  est  borné  :  il  est  clos.  Ainsi  : 

Si  une  fonction  f[x)  est  déterminée  dans  l'ensemble  clos  (X), 
et  si  elle  est  continue  en  chacun  des  points  d'accumulation  de  cet 
ensemble,  l'ensemble  (Y)  des  valeurs  distinctes  qu'elle  prend  dans 
(X)  est  fini  ou  clos.  En  particulier,  cet  ensemble  (Y)  contient  sa 
borne  supérieure  et  sa  borne  inférieure  ;  c'est  dire  qu'il  y  a  dans 
(X)  une  valeur  de  x  qui  fait  acquérir  à  f{x)  une  valeur  égale  à  sa 
borne  supérieure  dans  (X),  une  valeur  de  x  qui  fait  acquérir 
à /(a-)  une  valeur  égale  à  sa  borne  inférieure  dans  (X). 

162.  —  Une  fonction  f(x)  dclermince  dans  un  ensemble 
clos(X),  continue  en  chaque  point  d'accumulation  de  cet  ensemble 
est  dite  continue  dans  l'ensemble  (X). 

Je  vais  montrer  qu'elle  est  uni  forme  ment  continue  dans  cet  en- 
semble, c'est-à-dire  qu'à  chaque  nombre  positif  a,  si  petit  qu'il  soit, 
correspond  un  nondore  positif  a  tel  que  l'on  ait  \f{-i'')  — f{x)  \  <i  7., 
sous  la  seule  condition  que  x,  x  appartiennent  à  (X)  et  que  l'on 
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ail  I  y  —  :r  I  <;  fi,.  Remarquons  quo  si  l'on  se  donno  y.,  ot  un  point 
d'accninulatlon  .r'  do  l'cnscinhlr  (\),  l'cxislcnce  du  nombre  fj  ré- 
sulte de  ce  que  l'on  suppose  la  lonclion  continue  en  ./;'  ;  mais  la 
valeur  de  f-i  semble  devoir  dépendre  de  .r'  :  la  proposition  énoncée 
revient  à  dire  que  a  étant  donné,  il  existe  un  nondjrc  [j  qui  ne  dé- 
pend pas  de  x'  :  en  outre,  il  n'est  pas  nécessaire  de  spécifier  que  x' 
est  un  point  d'accumulation. 

Si,  la  fonclion /(./•)  n'était  pas  imiformémcnt  continue  au  sens 
qu'on  vient  de  dire,  c'est  qu'il  exislerail  un  nombre  positif  f^/ jouis- 
sant de  la  propriété  suivante  :  quelque  petit  que  soit  le  nombre 
positif  £,  il  Y  a  dans  (X)  des  points  x,  x'  dont  la  distance  est 
moindre  que  £,  et  pour  lesquels  on  a  | /(•'')  —  /{■'')  |  ^  «  ;  on  voit 
de  suite  en  eiTet  que  nier  l'existence  du  nombre  n  c'est  aflirmer 
qu'à  chaque  nombre  positif  n'  correspond  un  nombre  positif  i  tel 
qu'on  ait  )  f{x)  — /(•'•')  |  <  ^i'  sous  la  condition  \  x  —  x'  \  <C  c. 

Je  vais  donc  supposer  l'exislencc  du  nombre  n,  sans  rien  sup- 
poser de  plus  sur  la  fonction  /(•''),  déterminée  dans  l'ensemble 
clos  (X),  les  conclusions  qu'on  en  tirera  seront  incompatibles  avec 
la  continuité  de  celte  fonction. 

Soit  c  une  variable  positive  :  par  hypothèse  il  y  a  des  points  x 
de  (X)  auxquels  on  peut  associer  des  points  ./;'  de  (X)  tels  que  l'on 
ait  à  la  fois  | ,//  —  •»  |  <  £,  \fix')  — f{x)  \^a.  Soit  g  (s)  l'enscndjle 
de  ces  points  ;  on  notera,  en  passant  que  l'ensemble  8  (c)  contient 
en  même  temps  les  points  x  et  x'.  Les  ensembles  8  (;)  vérifient 
encore  les  conditions  du  n"  156;  on  en  conclut  l'existence  de 
points  k,  formant  un  ensemble  8  (o),  dont  chacun  appartient  à  tous 
les  ensembles  8  (î)  ou  est  un  point  d'accumulation  pour  tous  ces 
ensembles. 

Soit  k  un  point  de  rctisemblc  8  (o)  :  par  hypothèse,  quelque 
soit  c,  il  y  a  dans  (X)  et  aussi  près  qu'on  veut  de  k,  des  points 
X,  x'  dont  la  distance  est  moindre  que  £,  et  pour  lesquels  on  a 
\f{.rJ)  — f{x)  I  >  a;  l'un  de  ces  points  peut  coïncider  avec  /c  ; 
mais,  dans  tous  les  cas,  il  est  impossible  que  la  fonction  /(.r)  ait 
une  limite  au  point  k. 

Puisque,  si  près  qu'on  veut  dti  point  k,  il  y  a  des  points  de  (X), 
k  est  forcément  un  point  d'accumulation  de  (X),  qui  appartient 
donc  à  (X),  si  cet  ensemble  est  clos.  II  est  impossible  que  la  fonc- 
lion/(x)  soit  continue  en  ce  point. 
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J'ai  dit  plus  haut  qu'il  est  inutile  do  spécifier,  dans  la  définition 
de  la  continuité,  que  le  point  ,/■'  est  un  point  d'accumulation  : 
cela  tient  à  ce  que,  lorsqu'il  en  est  autrement,  la  condition 
!  •''  —  .1^'  1  <C  ["J  ne  peut  être  vérifiée  que  pour  x  =  x'  quand  j6  est 
suffisamment  petit. 

En  résumé,  si  la  fonction  /(.'•),  déterminée  dans  l'ensemble 
clos  (X),  est  continue  en  chaque  point  d'accumulation  de  (X),  elle 
est  bornée  dans  cet  ensemble  ;  l'ensemble  (Y)  de  ses  valeurs  dis- 
tinctes est  clos  ;  la  fonction  f{x)  est  imilormémcnt  continue 
dans  (X)  ('). 

163.  —  La  fonction /(./;),  déterminée  dans  l'ensemble  (X),  est 
dite  croissante  dans  cet  ensemble  si  l'inégalité  x  >  x' ,  où  x  et  x' 
sont  deux  éléments  de  (X)  entraine  toujours  rinégalité/(.r)  >-/(-^'), 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  le  rapport--     ;       ''  r — -  est  toujours 

positif,  pourvu  que  x  et  x'  soient  deux  nombres  distincts  de  (X)  ; 
la  fonction  est  dite  décroissante  dans  (X),  si  le  précédent  rapport 
est  toujours  négatif.  Si  la  fonction  y (.r)  est  ou  croissante,  ou  dé- 
croissante, dans  (X),  la  correspondance  entre  l'ensemble  (X)  et 
l'ensemble  (\)  des  valeurs  de  /"(c)  est  parfaite. 

Si,  quels  que  soient  les  nombres  distincts  .r,  .r' appartenant  à  (X) 

le  rapport-^ —  -'  , — -  n'est  jamais  négatif,  je  dirai  que  la  fonc- 
tion f{x)  est  non-décroissante;  si  le  précédent  rapport  n'est  jamais 
positif,  je  dirai  que  la  fonction /(.r)  est  non-croissante  ("). 

Si  l'ensemble  (X)  est  borné  et  contient  ses  bornes  M,  m  ;  il  est 
clair  que  les  quantités  /'  (iM),  f{in)  seront  les  bornes  supérieure  et 
inférieure  de  la  fonction  f{x^,  si  elle  est  non-décroissante  ;  ses 
bornes  inférieure  et  supérieure,  si  elle  est  non-croissante. 

Si  la  fonction  f[x)  est  non-décroissante  ou  non-croissante,  dans 
(X)  et  si,  en  désignant  par  x' ,  x"  deux  nombres  distincts  apparte- 
nant à  (X),  on  a/( V)  =:f(^x")  la  fonction/(j;)  prendra  la  même  va- 
leur poin-  tout  nombre  .:c"' appartenant  à  (X)  et  compris  entre  x  et  x". 

(•)  Cf.  Jordan.  —  Cours  d'Analyse,  t.  I,  p.  5i. 

(2)  Ces  expressions,  au  point  de  vue  grammatical,  sont  quelque  peu  incor- 
rectes. L'épithète  «  non-croissante  »,  par  elle-même,  veut  dire  seulement  que  la 
fonction /(a:)  n'est  pas  croissante  ;  on  lui  a  donné  plus  haut  une  signification 
plus  précise. 
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164.  —  Les  notions  et  les  propositionsqulpircèdent  s'a[)pIi(|iiont 
au  cas  où  l'cnscinlile  (X)  dans  lequel  la  fonction  /(./•)  est  délcr- 
niinccest  un  intervalle  [a,  h).  Il  convient  toutefois  de  s'anèter  un 
peu  sur  ce  cas,  en  raison  de  son  importance. 

C'est  d'abord  de  la  continuité  que  je  m'occcu|)orai. 

La  fonction  f{.r),  déterminée  dans  l'intervalle  (a,  i).  est  dite 
continue  en  un  point  .r^  de  cet  intervalle  si  à  chaque  nombre  i,  si 
petit  qu'il  soit,  correspond  un  nombre  positif  v;  tel  que  l'une  des 
conditions  suivantes  soit  vériliée  : 

1"  On  a  I/O'')  — f{j.\)  I  <  î  pour  toutes  les  valeurs  de  .c  qui 
appartiennent  à  l'intervalle  {a,  6)  et  qui  satisfont  à   la  condition 

I  J'  —  •'••o  !<■/:• 

■2"  On  a  I  /[.Tq  -+-  Wt)  —  /C^o  '  I  ^  ^  P^"''  t<J"^cs  les  valeurs, 
de  0  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (o,  i)  si  Xo  est  égal  à  «  (<  b), 
à  l'intervalle  ( —  i,  o)  si  x^  est  égal  à  h,  à  l'intervalle  ( —  i,  i)  si 
Xq  n'est  ni  a,  ni  b. 

3"  Dans  tout  intervalle  (a',  //')  contenu  dans  l'intervalle  (a,  b), 
contenant  x^  et  dont  l'écart  est  moindre  que  c,  l'écart  de  la  fonc- 
tion est  moindre  que  z. 

La  première  définition,  en  se  rappelant  que  tout  point  d'un  in- 
tervalle est  un  point  d'accumulation  de  cet  intervalle  revient  à  celle 
du  n"  152;  la  seconde  et  la  troisième  s'y  ramènent  inuuédla- 
tenient. 

Conformément  à  ce  qui  a  été  dit  au  n"  162,  on  dira  qu'une 
fonction  est  continue  dans  l'intervalle  (a,  b)  si  elle  est  continue  pour 
chaque  point  de  cet  intervalle.  Elle  est  alors  uniformément  con- 
tinue dans  cet  intervalle,  c'est-à-dire  qu'à  chaque  nombre  positif; 
correspond  un  nombre  positif/^  tel  que  l'on  ait  \f{x)  — /(•'")  I  <^  î> 
pourvu  que  les  [)oints  ./■,  .''  a[)partiennent  à  l'intervalle  {a,  b)  et 
soient  à  une  distance  moinche  que  T/  ('). 

Si  la  fonction  f{x)  est  continue  dans  l'intervalle  (a,  b),  on  peut 
partager  l'intervalle  (a,  b)  en  un  nombre  fini  d'intervalles  partiels 
assez  petits  [)0ur  que  dans  chacun  d'eux  l'écart  de  la  fonction  soit 

(')  Si  l'on  ne  vent  parler  f|uc  de  fondions  (h'^Hnies  dans  un  intervalle,  on  peiit 
prendre  ce  rpi'on  vient  de  dire  pour  la  définition  do  la  continuité  ilans  un 
intervalle  :  il  est  clair  (jue  si  une  fonction  est  continue  dans  un  intervalle  (en 
ce  sens),  elle  est  continue  en  chaque  point  <lo  riiilcr\allo.  La  dénionstraliou  de 
la  réciproque  est  indispensable. 

Tamsery  I.  —  Intruduvtion  à  la  lliéoiii'  de?  roiiclion:'  16 
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iiumulrc  (jiie  toi  n(>inl)ro  j)osilif  £  que  l'on  vomira.  ll('clproi|iicincnl, 
s'il  en  est  ainsi,  la  fonction /(.r)  est  continue  dans  l'intervalle  (a,  h). 

Si  la  fonction  y  (^.c)  est  continue  dans  l'intervalle  (a,  h)  elle  est 
continue  dans  tout  ensemble  clos  (X)  contenu  dans  {a,  h). 

Le  lecteur  se  rendra  compte  immédiatement  de  limporlance 
pratique  des  fonctions  continues  en  pensant  que  ce  sont  les  seules 
dont  on  puisse  calculer  une  valeur  approchée  quand  on  ne  connaît 
la  variable  qu'approximativement. 

165.  —  Les  notions  précédentes  seront  étendues  plus  tard  aux 
fondions  de  deux  variables.  Je  veux  toutefois,  pour  la  commodité 
de  ce  qui  suivra,  définir  de  suite  la  continuité  d'une  telle  fonction 
y(.f,  r)  dans  le  cas  où  celle-ci  est  déterminée  pour  tous  les  sys- 
tèmes de  deux  nombres  x,  y  vérifiant  les  conditions  a  -^x  <a', 
b  <y  <  h'  (n"154). 

La  fonction /(.ç,  y)  est  continue  dans  l'ensemble  (XY)  de  ces 
systèmes,  si  à  chaque  nombre  positif  £  on  peut  faire  correspondre 
un  nombre  positif  7;  tel  que  l'on  ait 

sous  les  conditions 

I  j;  — a;'  I  <r.,         |  }' —  /  |  <  r,, 
«  <  .T  <  a',  b  <y  <b' 

dont  les  dernières  expriment  simplement  que  le  système  de 
nombres  x,  y  appartient  à  l'ensemble  (XY).  En  supposant  toujours 
vérifiées  ces  dernières  conditions,  il  reviendrait  au  même  de  dire 
qu'au  nombre  positifs  on  peut  faire  correspondre  deux  nombres 
positifs  a,  fj  tels  que  l'on  ait  !  f{x',  y')  —  f{x,  y)  \  <i  ^  sous  les 
conditions  |  ./;  —  x'  |  ■<  a,  \  y  — y'  |  <C  [j,  puisqu'on  pouri-ait 
prendre  le  nombre  y;  égal  au  plus  petit  des  nombres  y.,  fj. 

SI  la  fonction  f{x,  y)  est  continue  dans  l'ensemble  (X\)  précé- 
demment défini,  et  si  l'on  attribue  à  y  une  valeur  fixe  y^,,  apparte- 
nant à  rinter\alle(6,  b'),  il  est  clair  que  f[x,  j^,)  sera  une  fonction 
continue  de  la  variable  ./•  dans  l'intervalle  (a,  a').  De  même  si  on 
attribuait  à  .r  une  valeur  fixe  .'-q  appartenant  à  l'intervalle  [a,  a'), 
f{x.y.  Y)  serait  une  fonction  de  y  continue  dans  l'intervalle  (b,  b')  ; 
mais  II  ne  faudrait  pas  conclure  la  continuité  de  la  fonction  de 
deux  Aariablesy*(^.',  y]  de  la  continuité  de  chacune  des  fonctions 
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d'une  variable  /(./•,  J„)/(''^o'  j)'  ^^^"^  même  que  celle  conlinuilé 
auiait  lieu  pour  loules  les  valeurs  cle.r^,  y^  qui  vôrificnt  les  concil- 
iions a  <  .i\  ^  a',  f>  ^  Jo  ^  ^'• 

On  dira(in('  la  foncliony'(./-,y)  est  définie  pourlo  système  (.^u,  V„) 
et  aux  environs  de  ce  système,  s'il  existe  un  nombre  positif  a,  tel 
que  la  l'onction /' (,/;,  y)  soit  définie  pour  tous  les  systèmes  x,  y 
pour  lesquels  on  a 

I  -^  —  -^0  I  <  «.         I  r  —  Jo  1  ^  ='• 

Dans  ces  conditions,  la  fonction  y(.A.')  est  dite  continue  pour  le 
système  .r„,  Jq  si,  quelque  petit  que  soit  Je  nombre  positif  i,  on 
peut  lui  faire  correspondre  un  nombre  positif  y;  tel  que  l'on  ait 

l/(-''.j)— /l-^o.Jo)l<^ 
sous  les  conditions 

I  •''  —  -^0 1  <'^..       Ij  — 7o  I  <^  ; 

le  nondire  y;  doit  d'ailleurs  être  inférieur  ou  égal  au  nombre  7.. 
Il  est  clair  que  si  la  fonction /(x,  y)  est  continue  dans  l'ensemble 
(W)  défini  [»lus  baut,  elle  sera  continue  pour  cbaque  système 
X,  y  tel  que  l'on  ait 

a<x<a',         6  <  j  <  b', 

au  sens  qu'on  vient  de  dire.  On  établira   plus  tard   la  réciproque. 
Revenons  aux  fonctions  d'une  variable. 

166.  —  Soilf{j-)  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  (a,  h) 
et  supj)osons  /fa)  dllfércnt  de /(//).  Soit  G  un  nombre  compris 
entre /(a  j  olJ\b)  ;  je  dis  qu'il  appartient  à  l'ensemble  (V)  des  va- 
leurs distinctes  dcf^x)  dans  (a,  b)  ;  en  d'autres  termes,  il  y  a  une 
valeur  ./■(,  de  .r,  qui  a[)partient  à  l'intervalle  (a,  b),  qui  est  forcé- 
ment dilTércnte  des  bornes  a,  b,  et  pour  laquelle  on  sifix^)  =  G. 

Je  siipposerai,  pour  fixer  le  langage,  a  <i  h  cl  f(a)  -<  G  <<  f[b). 
Pour  les  valeurs  de  .»•  un  peu  j)lus  grandes  ((ue  n,  f[x),  qui  est 
liés  voisin  de  /('')>  'f'^te  pl"^  petit  (pic  G,  Il  y  a  donc  des  iioud)rcs 
a  ajipartenant  à  l'intervalle  [fi,  b),  tels  que  l'on  ait /(  j?)  <<  G  pour 
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loulcs  les  valeurs  de  ./;  (|iii  apfjarlicniienl  à  riiileivalle  (a,  a)  : 
soit  (8)  l'ensemble  des  nombres  a,  ensemble  qui  est  évidemment 
borne  :  sa  borne  supérieure,  que  je  désignerai  par  x^  est  certaine- 
ment moindre  que  h.  car,  pour  x  =z  b,  on  a  f{x)  >.  C,  et  il  en  est 
de  même,  on  vertu  de  la  continuité,  pour  les  valeurs  de  x  un  peu 
jilus  petites  que  h.  On  a  d'ailleurs  certainement  f{x^,)  =  C  :  car  si 
l'on  avait  /(•'■û)-<G,  la  fonction /"(./•),  pour  les  valeurs  de  x  un 
peu  plus  grandes  que  ./•„  serait  encore  inférieure  à  C,  el  si  l'on 
avait  f\x)  >  G,  elle  serait  })lus  grande  que  C  pour  les  valeurs  de  x 
un  peu  plus  petites  que  Xq  :  dans  les  deux  cas  x^^  ne  serait  pas  la 
borne  supérieure  de  l'ensemble  (8). 

La  proposition  que  l'on  vient  de  démontier  s'énonce  souvent, 
d'une  faeon  imagée,  en  disant  qu'une  fonction  continue/' j;i  ne 
peut  passer  d'une  valeur /(o)  à  une  autre  valeur  /'(/>)  sans  passer 
par  toutes  les  valeurs  intermédiaires.  Elle  montre  en  particulier 
que  si /(a)  elfib)  sont  de  signes  contraires,  l'équation /(j?)  =  o  a 
une  racine  comprise  entre  a  et  b. 

Soient  .M,  m  les  bornes  supérieure  et  inférieure  de  la  fonction /'(./;) 
dans  l'intervalle  (a,  b)  ;  il  y  a  deux  nombres  a^,  ^,,  qui  appar- 
tiennent à  cet  intervalle  et  pour  lesquels  on  a  /"(a,)  =  M,  f[b^)  =  m. 
La  proposition  précédente  s'applique  à  l'inlorvalle  ("p^,)  contenu 
dans  rintervallc  [a,  b)  :  il  suit  de  là  que  l'ensemble  (Y)  des  va- 
leurs que  prend  la  fonction /(./•)  dans  l'intervalle  [a,  b)  n'est  autre 
cliose  que  l'intervalle  {m.  M),  puisque,  d'une  part  il  n'y  a  pas  de 
points  de  (Y)  en  dehors  de  cet  intervalle,  et  que,  de  l'autre,  si  a 
désigne  un  nombre  qui  appartienne  à  l'intervalle  (m.  M),  il  y  a  un 
nombres  appartenant  à  l'intervalle 'a,,  /^,).  donc  à  l'intervalle  {a,b), 
pour  lequel  on  a  f{x)  =  a. 

L'ensemble  Ci)  est  bien  clos,  comme  on  le  savait  d'ailleurs  par 
le  n"  162, 

Si  importante  que  soit  la  propriété  précédente  des  fonctions  con- 
tinues, elle  ne  caractérise  cependant  pas  ces  fonctions  ('), 

(')  ^oyc/  le  Mf'moirc  de  M.  U.vrholx  sur  les  fonctions  disconlinuos,  Annales 
scienlifujues  de  l'Ecole  normale  supérieure,  2'  sér.,  l.  IV,  p.  1091.  Il  suffira  de 
signaler   l'exemple  sui\ant,  (pic  (loiiiie   M.   D.vniiOLx  :  une  fonclion  f'^x)  égale 

à  o  pour  X  =  o,  et  à  sin  -  pour  les  autres  \aleurs  de  x,  est  discontinue  pour 
a-  =  o  ;  cependant  il  est  aisé  d(;  Noir  cpicilc  ne  peut  passer  d'une  valeur  à  une 
autre  sans  passer  par  les  valeurs  iiilcrmédiaifcs. 


cirviMTiir  IV.  —  ors  fonctions  en  okm^hal  a'ij 

L,i  clrlinilioii  des  mois  «  lonclinii  cniissaiilo,  non  décroissanlo... /> 
(lui  a  ôlt'  donni'eaii  n"  163  std)>isle  ainsi  (|nescs  conséfiuences  tians 
le  cas  où  la  fonction  csl  driinic  dans  un  inlcivalle  [>i,  h)  :  l'^n  sup- 
posant que  la  lunclion  /(•'")  soit  non-décroissante  ou  non-crois- 
sante, dans  cet  intervalle,  ses  bornes  sont  f{n)  cifiO)  ;  si  l'on  a 
fÇi:)  r-^ /(./;"),  en  désijfnant  par  ./•',  x"  deux  nombres  de  l'inter- 
valle (a,  b),  la  fonction /(./;)  est  constante  dans  tout  l'intervalle 
{x,  x"),  etc. 

167.  —  En  restant  toujours  dans  le  cas  où  la  fonction  /(.'•) 
est  déterminée  dans  l'intervalle  (a,  b),  on  dira  qn'clle  est  croissante 
au  point  ./'y  de  cet  intervalle  si  l'on  [)cut  déterminer  nn  nombre 
positif  î,  tel  que  le  rapport 


soit   positif  pour   toutes   les  valeurs   de    ./•,    autres    que   .i\^,    (|ui 
appartiennent   à   l'intervalle   (a,    />)    et   rpii    satisf(^nt  à  l'inégalité 

I  ^  —  -ï^o  I  <  2- 

Une  fonction  croissante  dans  l'intervalle  (a.  b)  est  croissante  en 
chaque  point  de  cet  intervalle  ;  il  est  aisé  d'établir  la  réciproque. 

Supposons  en  effet  que  la  fonction /(,/)  soit  croissante  en  tout 
point  de  l'intervalle  (a,  b),  au  sens  qu'on  vient  de  dire;  il  suffit, 
pour  prouver  qu'elle  est  croissante  dans  l'intervailc  (a,  b)  au  sens 
qui  a  été  précisé  au  n°  163,  de  montrer  que  si  l'on  désigne  par  x' 
une  valeur  quelconque  appartenant  à  l'intervalle  [a,  b).  autre  que 
la  borne  supérieure  b,  on  a  /(■'")  >>  /(•^'')  pour  toutes  les  valeurs 
de  ./'  qui  ap[)artiennent  à  l'intervalle  (./,  b).  Or  cette  inégalité, 
puisque  la  fonction  /(■'")  est  croissante  au  ])oint  ./•'.  a  certainement 
lieu  pour  les  valeurs  de  x  qui  sont  suffisamment  voisines  de  x' . 
Soit  [8j  l'ensendîle  des  valeurs  de  x,  appartenant  à  l'intervalle  {x\  b) 
pour  lesquelles  on  a /(a?)  ^f(x')  et  x^  la  borne  supérieure  de  (8), 
je  dis,  d'une  part  que  l'on  a/(xj  >>/(ic'),  d'autre  part  que  j-^  est 
égal  à  b.  Si  en  effet  on  avait/(./"„)  <  f(x'),  la  fonction  f{x),  pour 
des  valeurs  de  ./■  un  peu  plus  petites  que  x^  prendrait  des  valeurs 
\)\\\^  petites  (pie  /(■'"„).  puisqu'elle  est  croissante  au  point  ./•,,,  ces 
valeurs  seraient  plus  petites  que  f'x');  les  valcms  de  x  un  peu 
plus  petites  que  Xg  n'appartiendraient  pas  à  l'ensemble  (B),  non 
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plus  que  .r  ,  (\\\'\  no  ponrrail  clro  la  l)orno  siipcriourc  de  cet  cn- 
pnsonil>l(\  On  a  donc  f{.i\)  >/(•'•')•  D'autre  pail,  si  .r^,  n'élait  pas 
C"^i\\  à  /).  pour  les  valeurs  de  ,r  un  peu  plus  grandes  que  .r^,  la 
lonelion  /(•'').  croissanle  en  x^.  serait  plus  grande  que  /(.'.;,),  les 
valeurs  de  x  un  peu  plus  grandes  que  x^  appartiendraient  à  l'en- 
semble (8),  dont  x^  ne  serait  pas  la  borne  supérieure. 

On  définira  de  même  ce  qu'est  une  fonction  décroissante  en  un 
point  d'un  intervalle,  et  l'on  montrera  qu'une  fonction  décroissante 
en  tout  point  d'un  intervalle  est  décroissante  dans  tout  l'intervalle. 

168.  —  Quand  une  fonction /(.'.)  est  à  la  lois  continue  et  crois- 
sante (ou  décroissante)  dans  un  intervalle  {a,  b),  les  choses  se  passent 
d'une  façon  particulièrement  simple.  Rappelons  d'abord  que  si  l'on 
sup()ose  a  <<  ^  et  la  fonction  /(.r)  croissante,  A  =  /(a)  sera  la  borne 
inférieure  de  cette  fonction,  B  =  f[b)  sa  borne  supérieure,  B  —  A 
son  écart  dans  linlervalle  (a,  b).  Si  maintenant  ona  A  ><  G  <C  B, 
la  fonction /(.'■)  prend,  conmie  on  l'a  vu  au  n°  165,  et  comme  on 
pourrait  le  démontrer  dans  le  cas  qui  nous  occupe  d'une  manière 
im  peu  plus  simple,  la  valeur  G  pour  ime  valeur  j^„  comprise  entre 
aelb;  elle  n'atteint  d'ail'eurs  la  valeur  G  que  pour  la  seule  valeur  aî^, 
car  pour  les  valeurs  de.r  inférieures  l\XQ,f(x)  est  plus  petit  que  G  ; 
au  contraire/!.')  est  plus  grand  que  G  pour  les  valeurs  de  ./•  plus 
grandes  que  x^.  Dans  ce  cas  la  correspondance  entre  les  éléments 
de  l'ensemble  (Y)  des  valeurs  de  la  fonction /(./;).  et  de  l'ensem- 
ble (\)  des  valeurs  de  (,/;)  [ou  de  l'intervalle  (a,  b)],  est  parfaite. 

Il  ne  sera  pas  inutile  de  remarquer  en  général  que,  toutes  les  fois 
qu'une  fonction  y  =/(•«)  est  déterminée  dans  un  ensemble  (X)  et 
qiie  les  valeurs  de  y  qui  correspondent  à  deux  valeurs  distinctes 
de  X  prises  dans  cet  ensemble  sont  toujours  distinctes,  en  sorte  que 
la  correspondance  entre  les  valeurs  de  ./•  [les  éléments  de  (\)],  et 
les  valeurs  de  y  fies  éléments  de  Ç\  )]  soit  parfaite,  la  valeur  de  x  à 
laquelle  correspond  une  valeur  de  j  de  l'ensemble  (\)  est  déter- 
minée sans  ambiguïté,  en  sorte  que  .r  peut  être  regardé  comme  une 
fonction  de  y  déterminée  dans  (Y)  ;  cette  fonction  F  (y)  est  dite  la 
fonction  inverse  de  la  fonction /(a;),  et  l'on  a  pour  toutes  les  va- 
leurs de  ./■  qui  appartiennent  à  (X),  et  pour  toutes  les  valeurs  de  y 
qui  appartiennent  à  (\), 

cc  =  F[f(x)],        y=f[F(y)}. 
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169.  —  Dans  lo  cas  qui  nous  orcn[)0,  où  la  r()n(^lion  y  ^^=f>.i-) 
est  continue  cl  croissante  dans  l'intervalle  {a,  h],  la  l'onction  in- 
verse F  (v)  est  délinie  dans  rinlervallo  (A,  H);  il  est  aisé  de  voir 
qu'elle  y  est  croissante  et  continue  :  elle  y  est  croissante,  car  si 
l'on  a  A  <C  y'  <Cy"  <!  H.  ol  si  l'on  suppose  j/  =  F  (y'),  x"  =  F  (y") 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  y'  =z  f[x),  y"  =^ /(■''"},  il  estclair  que 
l'on  ne  peut  avoir  ni  l'cgalitr  .v'^:./^",  qui  impliquerait  /'(.'•')^=/(.'' )• 
ni  l'inégalité  x'^x",  qui  iuq)liquerait/(x')>>/(.ry').  Enfin  la  fonc- 
tion F  (y)  est  continue  pour  toute  valeur  y'  comprise  entre  A  et  l>. 
Car,  si  Ton  suppose  encore  x'  =  F  (y),  j' =/(•'")  et  si  l'on  veut 
déterminer  un  intervalle  (y'  —  /;,  y'  -h  y;)  tel  que  pour  les  valeurs 
de  y  apparlcnaiU  à  cet  inlcrvalle,  la  dilTérencc  F  (y)  —  F  (y)  soit 
moindre  en  valeur  absolue  rpie  le  nombre  positif  £,  dont  on  su[)- 
pose  seulement  qu'il  satisfait  aux  conditions  a  <a;'  —  -  <ix'-\-î<h, 
il  suffira  de  poser 

y  _  It  =/(..■'  —  :),  y'  ^  h  =f{x'  4-  z), 

et  de  prendre  r,  plus  petit  que  les  deux  nombres  [xisilifs  //,  /.•.  En 
effet,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  ./;'  et  .'•'  -+-  i  y  est 
compris  entre  y'  et  y'  -\-  Ir,  inversement,  quand  y  est  compris 
entre  y'  et  y'  -+-  k,  F  (yj  est  compris  entre  .'■'  et  .'■'  -h  1  ;  on 
a  donc  o  <<  F  (y)  —  F  (y')  <  î.  De  même  quand  y  est  com- 
pris entre  y'  —  Ii  et  y',  on  a  o  <C  F  (y')  —  ¥  (y)  «<  z.  Dans  tous  les 
cas,  si  y  est  compris  entre  y'  —  ■/}  et  y'  -h  Yj  on  aura  certainement 
I  F  (y)  —  F  (y')  |  <^  1.  Les  modifications  qu'il  faudrait  apporter  à 
cette  démonstration  si  y  était  égal  à  A  ou  à  B  sont  insignifiantes. 

Si  la  fonction  y  =y'(.r)  est  continue  dans  l'intervalle  (n.  h),  et 
si  ni,  M  sont  ses  bornes  inférieure  et  supérieure,  la  correspondance 
entre  l'intervalle  (a,  b)  des  valeurs  de  ./•  et  l'intervalle  (m,  ^1)  des 
valeurs  de  y  ne  [)eut  être  parfaite  que  si  la  fonclirju  f  x)  est  crois- 
sante, ou  décroissante,  dans  tout  rinlervallo. 

Supposons  en  cITct  que  la  correspondance  soit  parfaite  et  soient 
a  «<  |3  <;  y  trois  nombres  appartenant  à  rintervalie  (a,  l>)  :  d'une 
part  les  nombres/(a),/(j'B),/(y)  sont  distincts,  en  vertu  de  l'by- 
pothèse  ;  d'autre  party'(|3)  est  certainement  conqiris  entrey(a)  et 
/{'/)■  Car,  s'il  en  était  autrement,  c'est  que  /'(a)  serait  compris 
entre  f{fj)  et /(y)  ou  quc/(y)  serait  compris  entre /(a)  et/(.>)  ; 
dans   le  premier  cas,  f{y.)  — fif"^)'   et  /'  a)  —  /('/)  seraient  de 
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si^'-nos  riHilrairos  ;  l'cqualioii  /'(a)- — /*(.'•)  =r^  o  aurait  donc  imc 
riu-ino  r?  (•(im[)iisc  cnlre  fj  d  y  :  ov  la  suppcsilion  /"(ai  ^-^f(fj),  est 
coniraire  à  riiy[)olli('so  iailc  sur  la  lonclion  [f.c)  qui,  pour  des  va- 
leurs disliiicles  delà  variable  doit  prendre  des  valeurs  distinctes;  le 
raisonnement  et  la  conclusion  sont  les  mêmes  dans  le  second  cas. 

Par  conséquent,  f|uand  la  fonction  y  =  /v'")'  continue  dans 
Tintorvalle  i  a, /y)  n'est  pas  croissante,  ou  décroissante,  dans  tout 
l'intervalle,  la  correspondance  entre  les  valeurs  de  ./•  et  celles  de  y 
ne  suffit  pas  pour  définir  ./;  comme  une  fonction  inverse  de  y  : 
cette  définition  exige  qu'on  spécilie,  lorsqu'il  y  a  plusieurs  valeurs 
de  .r  qui  font  acquérir  à  la  f(jnction  y(./-)  la  val(Mir  v,  colle  que  l'on 
choisit. 

Enfin,  il  convient  d'avertir  le  lecteur  que  l'opinion  qui  résulte 
naturellement  de  l'étude  des  fonctions  élémentaires  et  d'a|)rès 
laquelle,  lorstpi'une  fonction  est  continue  dans  un  intervalle  {a,  h), 
on  pourrait  j)arlager  cet  intervalle  en  intervalles  partiels  tels  que 
dans  chacun  d'eux  la  fonction  fût  ou  croissante,  ou  décroissante, 
ou  constante,  n'est  pas  vraie.  On  donnera  plus  tard  un  exemple  de 
fi^nction  continue  qui  n'est  ni  croissante,  ni  décroissante  en  aucun 
point. 

170.  —  Les  propositions  qui  suivent  sont  à  peu  près  é\  identes  ; 
elles  peuNcnl  être  regardées  comme  des  extensions  de  celles  du 
n"  54.  (pii  subsistent  avec  l'extension  qui  a  été  donnée  au  sens  du 
mot  limite  (n"  151). 

Si  les  deux  fonctions y{./;s  7  (./-■)  sont  continues  en  un  j)oint, 
dans  un  ensemble  clos,  ou  dans  un  intervalle,  il  en  est  de  même  des 
fonctions /(./•) -r  ;j  (^':),  f{j')  — !]  {.^'') '  f  {•'-)  X  !J  (^'') '■<  J'  ^n  est  de 
même  encore  de  la  fonction -'-r^  pourvu  que  la  fonction  </  {x),  pour 

les  valeurs  considérées  de  x,  reste  supérieure  en  valeur  abso- 
lue à  un  nombre  positif  fixe.  C'est  ce  qui  arrivera  sûrement  s'il 
s'agit  d'une  fonction,  continue  dans  un  ensemble  clos  (X)  qui 
ne  s'annule  pour  aucune  valeur  de  ./;  appartenant  à  cet  ensemble  : 
car  si  la  fonction  'J  (x)  est  continue  dans  (X),  il  en  est  de  même 
de  la  fonction  1  fJ^Xj  |,  qui  doit  atteindre  par  consé-^uent  sa 
borne  inférieure,  et  celle-ci  ne  peut  être  nulle,  puisque  la  lonc- 
lion  g  {x)  ne  g'annulc  pour  aucune  valeur  de  x  appartenant  à  (X). 
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l!ii  ;i|i|»li(|ii;iiil  plii-^iciiis  (nis  los  |ii( >|>()vilii ms  i(^l;iti\ rs  ;"i  iiiio  soiniiir' 
et  ;i  iiii  |)i()(liiil,  on  Vdil  (|ii(',  si  o  (//,  /",  //')  dt'-sijJinc  ii!i  |)(i1vmomic 
CM  a,  r,  ir  cl  si  u,  o,  ir  Sdul  des  l'oiiclioiis  coiitiiuies  de  ./■  dans  un 
ensemble  clos  (\),  ç^  [u,  v,  iv)  sera  mie  Innclion  continue  de  x 
dans  le  mrme  ensemble.  Il  en  serait  de  même  du  quotient  de  deux 
polynômes  en  u,  v,  w,  pourvu  (pie  le  dénominateur  ne  s'annulât 
pour  aucune  valeur  de  ./•  appartenant  à  (  \).  l"]n  particulier,  un 
polynôme  en  .r  est  une  lunclion  continue  dans  tout  inler\alie  ;  une 
fraction  rationnelle  en  ./;  est  une  lonclion  continue  de  ./;  dans  tout 
intervalle  qui  ne  contient  aucune  valeur  de  .c  pour  laquelle  s'an- 
nule le  dénominateur. 

Soit  '.;  (a)  une  fonction  continue  d(^  la  xariable  ti  dans  l'inter- 
valle [a.  a)  et  •!j{f)  une  fonction  continue  de  la  Nariahie  c  dans 
l'intervalle  [b,  />'),  il  est  clair  que  les  expressions 

o(«)  -f-  ■l{,'),  o(,/)  X  -K") 

seront  des  fonctions  des  deux  variables  u,  v  déterminées  dans  l'en- 
semble (UV)  des  couples  de  valeurs  a.  v  qui  vérifient  les  condi- 
tions 

a  <  u  <a',         b  <v  <  ly 

(n"  164)  ;  il  est  bien  aisé  de  voir  qu'elle  sont  continues  dans  cet 
ensemble.  Considérons  en  clfct  la  seconde,  par  exemple. 

Si  l'on  pose  o  Ui)  =  C/(«)  h-  h,  à  [r')  =  <b{h)  -H  A',  on  aura 
9  («')  ']>  ((.')  —  '^  (u)  'i>[v)  =L  h  'b{r)  +  h^  (u)  --  ///.-. 

Si  l'on  désigne  par  P  un  nombre  positif  plus  grand  que  les  bornes 
supérieures  des  fonctions  I  'b  (u)  \,  |  'b(^v)  j  dans  les  intervalles 
{a,  a),  (1),  b),  par  a  un  nombre  supérieur  à  |  /<  |,  |  h  |,  si  l'on 
suppose  enfin  que  ces  dernières  quantités  soient  moindres  que  i, 
le  second  membre  de  l'inégalité  précédente  sera  moindre,  en  valeur 
absolue  que  (2P  h-  i)  a  ;  il  suffira  donc  de  su[)poser 

*  <  aT^Tl  '       I  "'  —  "  I  <  ^-  I  "'  —  "  I  <  » 
pour  être  sur  que  l'on  a 

I  cî((jV^  (i/)^  o(n)  ■!/  (e)  |<  £. 
En  appliquant,  plubicurs  fois  co  ibéorèmo,  on  voit  de  suite  qu'un 
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polynomo  on  ç  (»)•  '}'('''  psI  une  fonclion  conlinno  dans  IVn- 
sonihlt"  (l  \).  En  jiarlicnlicr.  un  polynôme  en  /;,  v  sera  une  fonc- 
tion continue  dans  l'ensemble  (UV)  et  cela  quels  que  soient  les 
nombres  a,  n' ,  h,  h'  ;  l'extension  de  ces  proprirlés  à  des  fonctions 
de  trois,  quatre,  ...  variables  est  immédiate. 

Si  les  fonctions  y (.r),  fj  {x)  sont  croissantes  dans  l'intervalle 
[d,  I>).  il  en  esl  de  même  de  la  fonction  /(•'•)  +  (/{.r)  ;  il  en  est 
de  même  encore  de  la  fonction  fi.r)  X  g  (-'")'  si  les  fonctions  y(.r) 
et  (/  (./•)  restent  positives  dans  cet  intervalle  ;  le  produity(.r)  x  qÇ"^) 
serait  décroissant  si  les  deux  facteurs  étaient  croissants  et  négatifs, 
on  ne  peut  rien  affirmer  si  l'un  des  facteurs  est  positif  et  l'autre 
négatif.  Si  la  fonction  f[.r)  est  croissante  et  la  fonction  y  (.r)  décrois- 
sante,   la  dilTérence  /*(./•)  —  y  (.r)  est  croissante  ;    il    en   est  de 

même  de  la  fonction-'— 7-7  ,    quand  les  deux   fonctions /(.r),    7  (p) 

restent  positives  ;  elle  est,  au  contraire,  décroissante,  quand  les 
deux  fonctions  y(j-),  7  (x)  restent  négatives.  Le  lecteur  complé- 
tera sans  peine  les  énoncés  de  ce  genre. 

171.  —  Soit  y  1'./)  une  fonction  de  x  définie  dans  l'intervalle 
(a,  b)  et  dont  les  valeurs  restent  comprises  entre  A  et  B  ;  si  ç;  (y) 
est  une  fonction  de  y,  définie  dans  l'intervalle  (A,  B),  il  est  clair 
qu'à  chaque  valeur  de  .r  ap[)arlrnant  à  l'intervalle  [a,  b)  corres- 
]iondra  une  valeur  de  '^  (y)  obtenue  en  regardant  y  comme  ayant 
la  valeur/(./-)  ;  à  ce  point  de  vue  '>  fj)  ou  ç;  [/'(a-)]  est  ce  qu'on 
appelle  une  fonction  de  fonction  de  x.  Si  la  fonction  f{x)  est  con- 
tinue dans  l'intervalle  (a,  b)  et  si  la  fonction  (de  y)  o  [y]  est  continue 
dans  l'intervalle  (A,  B),  il  est  clair  que  la  fonction  'f  [/(.ï;)]  scia 
une  fonction  continue  dans  l'intervalle  (a,  b)  ;  si  la  fonction  /"(■/;) 
est  croissante  dans  l'intervalle  [a,  b)  et  si  la  fonction  (de  y)  (fiy) 
est  croissante  dans  l'inlervallc  (A,  B),  il  est  clair  que  la  fonction 
C'[/'(a:)J  est  croissante  dans  l'intervalle  [a,  b).  Plus  généralement 
si  l'on  sait  partager  l'inlcrvalle  (a,  b)  en  intervalles  partiels  tels 
que,  dans  chacun  d'eux,  la  fonction /(./:)  soit  croissante  ou  décrois- 
sante, et  l'ensemble  (A,  B)  en  intervalles  partiels  tels  que  la  fonc- 
tion C/  {}')  soit  croissante  ou  décroissante,  on  parviendra  à  partager 
l'intervalle  (a,  b)  en  intervalles  partiels  tels  que  dans  chacun  d'eux 
on  connaisse  le  sens  de  la  variation,  c'est-à-dire  le  caractère  de 
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ri'nissanro  Oïl  (le  (ItVroissanro  de   la    rniiclniii   di"  Inm  limi  o|  /(•'';!. 
Ce   sont  li'>  r(iiiai<|iic>  pii'rt'dciilrs  (jiii.  cniimio  on  lésait,  per- 
inctlciit  de  iccon naître  le  sens  de  la  variation  des  lonctions 
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où  a,  h.  r.  n,  !>'  dt'si^ment  des  constantes,//!  \in  nombre  entier;  on 
j)onrra  anssi,  soit  avec  ces  fonctions  mêmes,  soit  avec  d'antres, 
ponr  lesquelles  on  connaît  le  sens  de  la  variation,  former  des  fonc- 
tions de  fonction  cl  mnltiplior  les  exemples.  Mais  on  sent  cond)ien 
l'application   de   ces  remarques  est  limitée  ;  elles  ne  s'api)liquent 

déjà  plus  à  la  fonction  très  simple  x  4-      ,  dont  il  est  d'ailleurs  aise 

de  reconnaître  le  caractère  eu  recourant  à  la  définition  des  fonc- 
tions croissantes  ou  décroissantes.  Des  propositions  générales  qui 
seront  développées  plus  tard,  fourniront  des  méthodes  simples 
pour  reconnaître  le  sens  de  la  variation  d'un  très  grand  nombre  de 
fonctions. 

172.  —  Soit  (\  )  un  enseml)le  de  nombres  ;  soient  a  et  h  deux 
éléments  de  cet  ensemble,  n  étant  le  plus  petit  :  celte  façon  dépar- 
ier ((  r  croît  dca  h  b  en  restant  dans  l'ensemble  (X)  »  ne  présente 
aucune  difficulté  quand  il  n'y  a  entre  n  et  h  qu'un  nombre  fini  de 
valeurs  distinctes  a;,,  x,,  ....  ,r„  de  l'ensemble  (\)  qui  sont  com- 
prises entre  a  et  6  ;  on  imaginera  la  suite  des  nombres  croissants 
a,  Xi,  x.^,  ....  x„,  b  et  on  imaginera  que  la  variable  x  prenne 
successivement  ces  valeurs  :  Lorsqu'il  y  a  une  infinité  de 
nombres  ap[)arlonant  à  (X)  entre  n  et  b,  lorsque  l'enseudjle  (X) 
contient  tout  l'ensemble  (a,  b).  l'esprit  se  refuse  à  concevoir  une 
lettre  x  prenant  successivement  toutes  les  valeurs  intermédiaires 
à  a,  b. 

Même  dans  ce  dernier  cas,  où  l'on  dit  habiluellement  que  .x 
croît  d'une  ftiron  continue  de  n  à  b,  il  n'y  a  aucun  inconvénient  à 
conserver  cette  façon  de  parlor,  rpii  est  commode,  et  cpii,  au  fond, 
n'implique  rien  de  plus  qu'un  orilrc  attriliné-  aux  nombres  '/,  b  et 
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aux  iioiiil)r(^s  inlennrdiaiios.  lo  nombre  ./•  rlaiiL  roj^arih*  rommc 
précétlanl  le  noml)rc  .r"  si  l'on  a  .'•' <  ./;".  Les  façons  de  [)ailcr 
((  X  croît  do  a  à  -t-  x  ,  décroîl  de  -t-  oo  à  n.  cioîl  de  —  x  à  -h  x  » 
peuvent  être  l'objet  d'observations  analogues. 

Si  niainlenanl  v  =  /(■>")  est  une  fonction  continue  de  x, 
l'oxprossion  «  quand  .r  croît  dune  façon  continue  de  n  à  h,  y  croît 
d  une  façon  conlinuo  de  A  à  li  »  sV\[)li([uc  d'elle-nièinc  :  elle  veut 
dire  que  l'on  a 

a<b,        A<B,        \  =  f{n),        B-/(6), 

et  que  dans  l'intervalle  (a,  b)  la  fonction  continue /  (.r)  est  crois- 
sante. Les  expressions  analogues  s'expliqueront  de  même  :  par 
exemple  l'expression  «  quand  ./'  croît  d'une  façon  continue  de  ahb, 
y  décroît  d'une  façon  continue  de  A  à  —  co  »,  veut  dire  que  l'on 
a  fl  <C  ^.  A  =  /(a))  fjne  la  fonction  /'(.r)  est  continue  et  décrois- 
sante dans  tout  intervalle  (a,  b')  où  l'on  suppose  a  <C  b'  <C  b,  et 
que  l'on  a  lim/(;r)  =  —  x  .  Souvent  même,   quand  il  n'y  a  pas 

x  =  b 

d'anibiguité  à  craindre,  on  supprime  les  mots  «  d'une  façon  con- 
tinue »). 

Toutes  ces  façons  de  parler  sont  les  résidus  d'images  où  le 
mouvement  joue  un  rôle  sur  lequel  il  me  parait  inutile  d'insister  : 
l'emploi  de  ces  images  n'offre  pas  d'inconvénient  quand  la  signifi- 
cation des  notions  abstraites  auxquelles  elles  correspondent  a  été 
bien  précisée. 

On  peut  en  dire  autant  des  figures  géométriques,  qui  servent  à 
représenter  la  variation  des  fonctions.  Dans  ce  qui  précède,  un 
nombre  a  été  essentiellement  idenliiié  avec  un  point  sur  un  axe  : 
cette  identification,  ainsi  qu'on  l'a  expliqué,  peut  être  regardée 
comme  une  simple  façon  de  parler  :  en  disant  un  point,  on  entend 
un  nombre,  et  l'esprit  est  en  même  temps  soulagé  par  la  vue  ou  le 
souvenir  d'une  image.  On  n'a  d'ailleurs  jamais  parlé  du />/an,  de 
points  en  dehors  de  l'axe  qui  servait  à  représenter  les  nombres.  Je 
m'efforcerai  de  montrer  ultérieurement  comment,  en  conservant  le 
langage  de  la  géométrie  plane,  en  s'aidant  mêmede  ses  figures,  on 
peut  cependant  rester  dans  le  domaine  du  pur  nombre.  Il  n'y  a  pas 
d'inconvénient,  pour  le  moment,  à  attribuer  une  réalité  concrète 
à  la  représentation  dont  on  va  dire  deux  mots,  et  à  admettre  comme 
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tics  domiros  quelques  notions   cl   pro[)Ositi()ns  simples  de  la  j^éo- 
niéliic  élénicnlairc. 

Concevons  clans  un  pian  deux  axes  reclangulaires  ()\.  ()^,  se 
coupant  au  point  O  (origine  des  abcsisscs  et  des  ordonnées).  Sur  le 
premier  axe  (axe  des./-,  ou  des  abcsisscs), on  regarde  coninic  posi- 
tive la  dircclion  qui  part  du  pjint  0  et  va  vers  la  droite  ;  sur  le 
second  axe  ^a\e  des  y  ou 
des  ordonnées),  la  direc- 
tion qui  part  du  point  ()  et 
va  vers  le  baut.  Sur  les 
deux  axes  on  évalue  les 
longueurs  au  moyeu  d'une 
même  unité  de  lon''-U('ur, 
Les  noudires  x  seront  re- 
présentés, suivant  la  con- 
vention ordinaire  par  des 
points  sur  l'axe  OX,  points 
dont  les  nombres  sont  les  abcisscs.  Pour  l'axe  OV,  on  emploie 
le  mot  ordonner  avec  le  même  sens  que  le  mol  abscisse  pour 
l'axe  0\  ;  les  nombres  y  sont  rc[)résentés  par  des  points  sur  cet 
axe  0\,  points  dont  ces  nombres  sont  les  ordonnées. 

A  un  point  quelconque  ^l  du  plan  correspondent  deux  points  P,  Q, 
ses  projections  orthogonales  sur  l'axe  des  abscisses  et  sur  l'axe  des 
ordonnées,  et  par  conséquent  deux  nombres  .r,  y,  l'abscisse  du 
point  P,  et  l'ordonnée  du  point  Q,  qui  sont  dits  aussi  l'abscisse  et 
l'ordonnée,  ou  les  coordonnées  du  point  M  ;  réciproquement  à 
chaque  système  de  deux  nombres  (.r,  y)  correspond  un  point  M 
dont  l'abscisse  et  l'ordonnée  sont  précisément  .r,  y. 

Ceci  posé,,  si  l'on  considère  une  fonction  y  =y(.r),  elle  fait  cor- 
respondre à  un  point  :c  de  l'axe  des  abscisses  vm  point  y  de  l'axe 
des  ordonnées,  et  cette  correspondance  sera  très  bien  figurée  par  le 
point  M  dont  les  coordonnées  sont  .r,  y  ;  On  dit  que  l'ensemble 
(ou  le  lieu)  des  points  M  re[)résenlc  la  fonction  /(•'"),  ou  l'équation 
y  =f{.i:).  A  la  vérité,  cette  représenlalicn  est,  à  peu  près  inappli- 
cable quand  il  s'agil  de  correspondances  aussi  générales  que  celles 
que  l'on  a  considérées  au  dél)ut  de  ce  clia[)ilie  ;  si  même  il  s'agit 
d'une  fonction  continue  dans  un  intervalle  (a,  h),  cette  représentation 
ne  pourra  être  emplovée  pour  une  fonction  qui,  par  exemple,  ne 
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scrail  jamais  croissanlo,  ni  décroissante.  Elle  commence  a  devenir 
moins  ciMifnse  quand  l'intervalle  (a,  b)  peut  être  décompose  en  \m 
nombre  liiii  trinlervalles  dans  chacun  descpiels  la  (onction  est  crois- 
sante ou  décroissante  :  si.  par  exemple,  la  fonclion  y  ^  f(.r)  est 
croissante  dans  l'intervalle  (a,  h),  on  est  disjiosé  à  ne  pas  refuser 
le  nom  de  conrhc  au  lieu  des  points  M  rpii  (Igurcnt  la  correspon- 
dance entre  ./■  et  y  quand  .v  cr(,)it  de  a  à  b  ;  en  réalité  les  images 
que  nous  nous  représentons  sous  le  nom  de  courbes  impliquent, 
d'ime  façon  plus  ou  moins  obscure,  des  propriétés  qui  peuvent  très 
bien  n'être  pas  réalisées  ici.  par  exemple  l'existence  d'une  tangente, 
au  moins  en  général,  et  d'une  certaine  continuité  dans  la  \arialion 
de  celte  tangente  ;  bien  qu'il  convienne  de  réserver  le  nom  de 
courbe  aux  lieux  géométriques  qui  jouissent  de  ces  propriétés,  que 
l'on  précisera  plus  tard,  emplovons-le  provisoirement,  et  figurons 
un  trait  de  courbe  montant  du  point  a  dont  les  coordonnées 
sont  a,  A  au  point  j^  dont  les  coordonnées  sont  b,  B  ;  il  figurera 
une  fonction  /(c),  continue  dans  l'intervalle  [n.  b)  et  croissant  de 
la  valeur  A  à  la  valeur  B  quand  x  croit  de  a  en  b  ;  on  voit  très  bien 
sur  la  figure  comment  à  un  point  c  de  l'intervalle  [a,  b)  corres- 
pond un  point  G  de  l'intervalle  (A,  B)  et  réciproquement  ;  en 
d'autres  termes  ;  comment  la  correspondance  entre  les  intervalles 
(a,  b)  et  (A,  B  )  est  parfaite  ;  comment,  lorsque  le  point  c  se  meut, 
sur  l'axe  des  abscisses  de  a  vers  b,  en  allant  toujours  de  gauche  à 
droite,  le  point  correspondant  C  de  l'axe  des  ordonnées  monte  de  A 
et  B  et  réciproquement  ;  comment,  en  quelque  sorte,  le  trait  de 
courbe  entre  a,  ^  définit  à  la  fois  y  comme  fonction  de  x  [^'=f(j:)] 
dans  l'intervalle  (a,  b)  et  x  comme  fonction  inverse  de  y  [j:;  =  F(y)] 
dans  l'inbervalle  (A,  li);  comment  cette  dernière  fonclion  est  crois- 
sante. La  conlinuilé  de  la  fonclion  F  (y)  s'aperçoit  par  un  raison- 
nement identique  au  fond  à  celui  du  n'^  169,  mais  qui,  sur  la  figure, 
devient  intuitif  :  si  l'on  marque  deux  points  c',  c"  sur  l'axe  des  x, 
à  droite  et  à  gauche  de  c  et  à  une  même  distance  î  de  ce  point, 
puis  (pie  l'on  figure  les  points  correspondants  G',  G"  de  l'axe  de  y, 
il  est  clair  que  si  l'on  prend  le  point  M  entre  G',  G"  le  point  cor- 
respondant m  de  l'axe  des  x  sera  entre  c'  et  c"  et  par  suite  à  une 
distance  de  c  moindre  que  z  ;  or  le  i)oint  M  sera  sûrement  entre  les 
deux  points  G'  et  G'  si  on  lui  impose  la  condition  d'èlrc  à  une  dis- 
tance du  point  G  moindre  que  la  distance  r,  de  ce  point  à  celui  des 
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(Icii\  |Miiiils  ('/  et  C"  qui  est  le  [iliis  rapitioclir  do  ce  poliU  (J,  eu 
Sdilo  (jiic,  si  l'on  di'sij.'-no  par  .''o.  y,,  l'ahscissc  du  point  c  cl  l'ordon- 
née du  point  C,  ou  les  cooidoiuiées  du  point  y,  par  .r,  y  l'ahcissc 
du  point  m  et  l'ordonnée  du  point  AI,  ou  les  coordonnées  du 
pouil  y.,  on  est  sur  cpic  la  dilVércnce  F  (v) —  Ffyjou  ./•  —  .a-^,  est 
nioindrccn  valeur  absolue  que  :,  si  la  distance  |  y  —  y„  |  est  moindre 
que/;.  On  reconnait  assez  que,  dans  ce  raisoniienienl,  la  li,i,Mircn'a 
été  (pi'une  aide;  l'apparence  seule  est  iréoniélriquc  ;  toutes  les 
[Kulies  de  la  démonstration  du  n"  169  ont  été  inlroduites  dans  un 
aulre  laniiage.  dont  la  commodité  est  é\idcntc. 
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J'aurai  besoin  [)lus  tard  des  résultats  sui\aiils,  (ju'il  sullna 
d'énoncer  : 

Les  fonctif»ns  y  =  o'",  J  "^  '^'•''  +  ^'  O''  ^'?  ^  ^^"''  ^^'^  constantes, 
sont  représentées,  dans  le  systilîmc  qu'on  vient  d'expliquer,  par 
deux  droites  |)arallèlcs  dont  la  première  ])asse  par  l'orii^Mue  :  a  est 
le  coeflicient  augulaire  de  l'une  ou  l'autre  droite;  c'est  l'ordonnée 
du  point  de  la  première  droite  dont  l'abscisse  est  i  ;  6  est  l'ordon- 
née à  l'origine  de  la  seconde  droite.  Réciproquement,  à  toute 
droite  non  parallèle  à  l'axe  des  y  correspond  une  fonction  ax  h-  b 
que  représente  celte  droite  au  sens  précédent  ;  en  d'autres  termes, 
toute  droite  non  parallèle  à  l'axe  des  y  a  une  équation  de  la  i'orme 
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y  =  a.r  -+-  h.  Le  coefficlcnl  an<j:iilairc  de  la  droite  qui  passe  parles 

„         ,,  y"   y' 

poinls  dtnil  les  coordonnées  sont  ./■ .  y  cl ./;' ,  y'  est  —, ^  et  l'équa- 

y      _^   y' 

lion  de  celle  droile  csl  y —  v    =  *^ ^  te  —  x')  :  en  tlaiilres 

x  X   ^  ' 

y"  —  y'           y'x'  —  yx' 
ternies  '—, '—,  .r  H-  — 5 -j-  est  la  seule  fonction  de  la  forme 

./•    .ï"  X     X 

ax  +  h  qui  prenne  pour  x  =  x  et  x  =  x"  les  valeurs  y',  y". 

Après  celte  digression,  revenons  à  l'étude  des  fonctions,  non  plus, 
en  ce  inomenl,  pour  développer  des  notions  générales,  mais  bien 
pour  étudier  des  fonctions  particulières  de  forme  donnée. 
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173.  —  Remarquons  d'abord  que  l'on  peut  toujours  ramener 
réludc  d'une  fonction  f{x),  aux  environs  d'une  valeur  j'„  qui  fait 
partie  d'un  intervalle  où  la  fonction  est  définie,  inx  cas  où  celle 
valeur  csl  nulle  ;  il  suffira  pour  cela  de  poser  x  :=  x^  -+-  /t,  de 
regarder  k  comme  la  variable  et  d'étudier  la  fonction  /^^./'q  -i-  h) 
pour  les  petiles  valeurs  de  cette  variable.  Je  vais  rappeler  rapide- 
mcnl  les  résultais  que  cette  mélliodc  fournit  quand  on  l'applique 
aux  polynômes  en  x  et  aux  fondions  ralionnellcs  ;  la  continuité  de 
ces  fonctions  a  été  établie  au  n"  170  ;  on  va  retrouver  celte  pro- 
priété et  quelques  autres. 

Quant  il  s'agit  d'étudier  un  polynôme  en  x  pour  les  petites  va- 
leurs de  X,  il  convient  d'écrire  ce  polynôme  ordonné  par  rapport 
aux  puissances  croissantes  de  la  variable  sous  ime  forme  telle  que 

A,  -+-  A,x  4- A, .1-2  +  ...  -r  A„.r"; 

cliaque  terme,  en  effet,  pour  les  petites  valeurs  de  x,  est  petit  par 
rapport  à  celui  qui  le  précède,  en  sorte  que  pour  de  telles  valeurs, 
on  obtient  des  expressions  de  plus  en  plus  approcliées  pour  la  va- 
leur du  polynôme  en  prenant  un,  deux,  trois,  ...  termes;  c'est 
d'ailleurs  ce  que  l'on  va  préciser  tout  à  l'heure.  Observons  encore 
que,  si  l'on  suppose  |  ./;  |  <  i,  la  valeur  absolue  du  polynôme  sera 
inférieure  ou  au  plus  égale  à  la  sonune  des  valeurs  absolues  de  ses 
coelficienls. 


cii.vi'iiui:  i\ .   —  roNCiioN   i;vi'om:mii  i.ll  u'o-j 

Sii[)[)()sons  d'abord  que  le  [)ol ynoiiie  .s'annule  pour  x  ==  o,  c'esl- 
à-dirc  qu'il  manque  au  commencement  certains  cocriicicnts  ;  on 
récrira,  en  suj)[»osanl  (juc  le  premier  terme  (jui  ne  manque  pas  soit 
du  degré/)  ^  n, 

\,,.rl'  +  A,,  4.  i-ri'  -'■'  +  ...-<-  A,,./;". 

Si  l'tjn  flésiime  [lar  .'•'  la  valeur  absolue  de  ./•  et  par  S  la  >unuiic 
des  valeurs  absolues  de  A;,,  A^^  ,,  ...,  A„,  et  si  l'on  suppose  jy-<  i, 
la  valeur  absolue  du   polvnome  sera  au   plus  égale  à  S.//'',  et  cette 

valeur  absolue  sera  moindre  que  i  si  l'on  suppose  ./•'  <C  V  ^  ;  la  con- 

linuité  du  polvnome  pour  .'•  =^  u  est  évidente.  On  peut  d'ailleurs 
écrire  le  polynôme  sous  la  l'orme  A^,./;''  [i  H-  o{xJ],  en  posant 

?(•-)  =  ^X+^±^  X^   +  ...   +  ^  .cn->'  ; 

o(x)  est  encore  un  polynôme  (pii  s'annule  pour  x  =  o  ;  pour  les 
valeurs  de  x  moindres  en  valeur  absolue  qu'une  limite  que  l'on 
vient  d'apprentlre  à  fixer,  le  polynôme  reste  moindre  que  i  en  va- 
leur absolue,  et  par  conséquent  le  polynôme  proposé  A;;X'' [  i  -h^s>{.v)] 
ne  s'annule  que  pour  la  seule  valeur  x  =  o  ;  pour  les  autres,  va- 
leurs de  X,  moindres  toutefois,  en  valeur  absolue,  que  la  limite 
dont  on  vient  de  parler,  le  polynôme  est  du  signe  de  son  premier 
terme  A^,.r''  ;  lorsque  p  est  impair,  il  est,  pour  x  =  o,  croissant 
ou  décroissant  suivant  que  A,,  est  positif  ou  négatif;  lorsque/)  est 
pair,  le  polynôme,  pour  x  =  o,  est  plus  petit  que  pour  les  valeurs 
voisines  de  x,  positives  ou  négatives,  si  A,,  est  positif,  plus  grand 
au  contraire  si  A,,  est  négatif;  dans  le  premier  cas  on  dit  ([ue, 
pour  .'■  =  o,  il  passe  par  un  minimum,  dans  le  second,  par  un 
maxinumi.  Ces  résultats  s'ap[)liqucnt  immédiatement  à  un  poly- 
nôme dans  le(piel  le  premier  coefficient  A^  n'est  pas  nul,  [)uisqu'on 
peut  alors  l'écrire  \q  -+-  '\i{x),  'l>{x)  étant  im  polynôme  qui  s'an- 
nule pour  X  =  o  ;  le  polynôme  A^  -h '];(./;)  est  égal  à  A,,  pour 
X  =  o  ;  pour  des  valeurs  de  x  suffisamment  voisines  de  o,  il  est 
très  voisin  de  Ao  et  ne  peut  être  nul  ;  enfin  le  preuiior  terme  de 
'\>{x)  qui  n'est  pas  nul,  permet  de  reconnaître  si  le  polynôme 
\^  -\- 'b(.r''  est  croissant  pour  .r  =  o,  ou  décidissant,  s'il  |)asse 
[)ar  un  uiiiiimum  ou  lui  uiaxiuium.  (Iiivoil  (pi'iui  polynôme  dont 
tous  les  coefficients  ne  sont  pas  nuls,  ne  peut  s'annuler  [xmr  les 
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pclilcs  valeurs  de  x,  sauf  pour  .c  =  o,  quand  son  premier  terme 
manque,  qu'un  ])()lynome,  dont  tous  les  coefficients  ne  sont  [)as 
nuls,  no  peut  s'annuler  pour  une  suite  de  valeurs  distinctes  de  x 
qui  auraicnl  o  [lour  limite,  el,  puisque  la  dilîérence  de  deux  poly- 
nômes est  un  polynôme,  que  deux  polynômes  ne  peuvent  2)rendrc 
des  valeurs  égales  pour  une  telle  suite  de  valeurs  de  x,  sans  être 
identiques  terme  à  terme. 

Il  importe  de  remarquer  que  ces  diverses  propriétés  ne  s'appli- 
quent pas  aux  seuls  polynômes.  En  effet,  l'hypollièse  que  le  dernier 
coefficient  A»  est  une  constante  n'intervient  à  peu  près  pas,  et  les 
conclusions  précédentes  à  peine  modifiées  s'appliquent  aux  fonc- 
tions f[x)  qui,  en  désignant  par  a  un  nombre  positif  que  l'on  sup- 
posera sans  inconvénient  inférieur  à  i,  peuvent,  pour  l'ensemble 
des  valeurs  de  x  appartenant  à  l'intervalle  ( —  a,  a)  être  mises  sous 
la  forme 

/(.r)  =  A,  +  A,;r  -h  ...   4-  A„_i,r"-'  +  A,,r" 

oii  Aq,  Ai,  ...,  A„_i  sont  des  constantes  et  où  A„  est  une  fonction 
de  X  dont  on  sait  seulement  qu'elle  est  bornée  dans  l'intervalle 
( —  a,  a).  On  ne  considérera  que  des  valeurs  de  x  qui  appartien- 
nent à  cet  intervalle  ;  on  regardera  S  comme  la  somme  des  valeurs 
absolues  de  Aj,  A,,  ...,  A„_i  et  de  la  borne  supérieure  des  valeurs 
absolues  de  A„  dans  l'intervalle  ( —  a,  a),  et  les  raisonnements  pré- 
cédents conduiront  aux  conclusions  que  voici  : 

La  fonction  /(.r)  est  continue  pour  x  =  o.  Si  l'un  des  coefficients 
constants  Aq,  A,,  ...,  A„_i  nest  pas  nul,  cette  fonction  ne  peut 
s'annulerpour  un  ensemble  de  valeurs  de  x  admettant  o  pour  point 
d'accumulation.  Si  l'un  des  coefficients  constants  A,,  Aj, ...,  A„_i 
n'est  pas  nul,  le  premier  de  ces  coefficients  qui  n'est  pas  nul  per- 
mettra de  reconnaître  si,  pour  a?  =^  o,  la  fonction y(.y:")  est  crois- 
sante ou  décroissante,  ou  si  elle  admet  un  minimum  ou  un 
maximum.  Le  nombre  naturel  n  étant  donné,  une  fonction  donnée 
de  ./;  no  peut  être  mise  que  d'une  seule  façon  sous  la  forme  précé- 
dente, c'est-à-dire  que,  si  l'on  a,  pour  toutes  les  valeurs  de.r  appar- 
tenant à  l'intervalle  ( —  a,  a) 

A„-hA,.r-J-...-hA„_,.r«-'  +  A,,r":=B„-|-B,./-  +  ...  +  B„_i.r"-'4-B,,r'', 
Bo,  Bi,  ...,  B„_i  étant  constants  comme  Aq,  Ai,  ...,  A„.j,  B,, étant 
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comme  A„  une  foiiclioii  de  x  bornée  dans  l'inlcivallc  ( —  y.,  a),  un 
a  nécessairement 

At  =  B,.  A,  =  B,.  ...,  A„_i  =  B„.. 

et  B„  est  la  même  fonction  de  x  que  A„. 

l']nfin  ce  que  l'un  a  dit  des  polynômes  s'ap[)lique  encore  à  ces 
funcliuns  :  les  pulynomes 

A^.       \  H-  A,.r.        \  +  Al./-  +  X,xK  ... 

fournissent,  ])Our  les  petites  valeurs  de  .r,  des  valeurs  approchées  de 
/"(./■)  :  si  l'on  prend,  par  exemple,  la  dernière,  l'erreur  commise  en  la 
prenant  pour /(.r)  sera  moindre  que  S'./:'^  en  désignant  par  S  la 
somme  des  valeurs  absolues  de  A3,  A^,  ...  A„_ ,  et  de  la  borne  su- 
périeure des  valeurs  absolues  de  A„  ;  cette  errcar  sera  très  petite 
si  X  est  très  petit  en  valeur  absolue  ;  si  le  dernier  terme  conservé 
AoX-  n'est  pas  nul,  elle  sera  infiniment  petite  par  rapport  à  lui, 

cest-à-dire  que  la  limite  pour  .X:=  o  du  rapport'  t-~^  ^^  '/T^  ^^^^ 
nulle. 

(hiand  x  est  très  grand  en  valeur  absolue,  il  convient  d'ordonner 
le  polynôme  que  l'on  étudie  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
santes de  la  variable  et  de  l'écrire 

a^-'T"  +  «i.r"-'  +....-(-«„: 

ce  sont  alors  les  premiers  termes  qui  importent;  en  négligeant  les 
termes  qui  les  suivent  l'erreur  relative  que  l'on  commet  est  très 
petite.  Ce  polynôme  peut  s'écrire  aussi 

A„.r"  [I   +  o  (;)] 


1 

en 


posant  r  r-^  .  et  en  désignant  par  '>  1.:)  un  polynôme  en  ::  qui 
s'annule  pour  c  =  o;  si  .'•  est  liés  grand  en  valeur  absolue,  c  est 
très  petit  en  valeur  absolue  ;  alors  ç;  (-)  est  très  petit  en  valeur  ab- 
solue :  on  reconnaît  aisément  que  lorsque  x  est  très  grand  en 
valeur  absolue,  un  polynôme  est  du  signe  de  son  premier  terme 
et  que  sa  valeur  absolue  grandit  indéliuiment  quand  la  valeur 
absolue  de  ./;  grandit  indéliniment.  Il   est   clair  qiic  ces  dernières 
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conclusions  s'appliquent  à  toutes  les  fonctions  qui  peuveut  être 
mises  sous  la  forme 

Ap-r"  -+■  UiX"-*^  -+-  ...  4-  rt„. 

pourvu  que  le  premier  coelTicient  a^  soit  une  constante  non  nulle 
et  que  a,,  a^,  ...•.  o„  soient  des  fonctions  de./;  qui  restent,  en  valeur 
absolue,  moindres  que  des  nombres  positifs  fixes,  quand  x  est 
très  grand  en  valeur  absolue. 

Le  fait  qu'un  polynôme  ne  peut  être  nul  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  sans  être  identiquement  nul,  que  deux  polynômes  ne  peuvent 
prendre  les  mêmes  valeurs  pour  toutes  les  valeurs  de  x  sans  être 
identiques,  apparaît  aussi  bien  sur  les  grandes  valeurs  de  x  que 
sur  les  petites.  Celte  propriété  des  polynômes  à  une  variable  s'étend 
sans  dilïiculté,  par  voie  d'induction,  aux  polynômes  à  deux, 
trois,  ...  variables.  Un  polynôme  à  n  variables,  dans  lequel  on  a 
réduit  entre  eux  les  termes  semblables,  ne  peut  être  nul  pour  toutes 
les  valeurs  de  ces  variables  sans  que  tous  ses  coefficients  soient 
nuls. 

Supposons  maintenant  qu'on  veuille  étudier  un  polynôme 

f{x)  =  Ag  -I-  A,x  +  ....  -4-  A„x" 

aux  environs  d'une  valeur  donnée  x^  de  la  variable  ;  on  posera 
comme  on  l'a  expliqué,  x  =  Xq  ■+-  h,  et  l'on  étudiera,  pour  les  va- 
leurs de  la  variable  voisines  de  o,  la  fonction  de  h, 

f(x,  4-  h)  =  Ao  -+-  A,  (.r„  -^  h'  -h  A,  (x,  +  /t)2  +  ...  H-  A„  {x,  +  h)"; 

cette  fonction  est  un  polynôme  en  h  que  l'on  ordonnera  suivant  les 
[)uissances  croissantes  de  li 

f{x,  -+-  h)  =  Po  +  \\h  H-  V,h^  4-  .... 

et  l'on  appliquera  à  ce  polynôme  en  h  les  conclusions  précédentes  ; 
elles  impliquent  la  continuité  du  polynomepour  x  =  x^  et  donnent 
le  moyen  de  reconnaître  si  la  fonction /(.c)  est  croissante  ou  dé- 
croissante pour  x  =  Xq,  si  elle  passe  par  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum, suivant  la  parité  et  le  signe  du  premier  terme  (autre  que 
Po)  qui  n'est  pas  nul. 
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Les  expressions 

P,.  P„    ^  P.  (X  -  .rj.  P,  +  P,  u-  -  X,)  +  P,  (.•  -  X,f,   ... 

sont  des  expressions  approchées  de  /(■')  pour  les  valeurs  de  x 
voisines  de  .i-q. 

Si  la  fonction  /(x)  s'annule  pour  x  =  x^,  c'est  que  Po  est  nul  ; 
supposons  que  les  coefficients  P,j,  P,.  ..  Pr_,  soient  nuls  et  que 
Pp  soit  dill'érent  de  o.  (Le  dernier  coefficient  P„,  qui  est  égal 
à  A„,  ne  peut  être  nul).  On  aura  alors 

/(.,-,  -+-  h)  =  rjf  +  p,^  j  /iMi  _|. ...  +  p„/j.. 

=  //^[P,  +  P,4.,/*-f-  ...  -+-  P„/t"-'j. 
/(x)  =  [x  -  .r,r  [P,  +  p. ,.  .  (./•  -  X,)  +...  +  .  P„  (.,•  -  .r,)»-']  ; 

on  dit  alors  que  x^  est  une  racine  d'ordre  de  multiplicité  r  ;  c'est 
une  racine  simple, si  /•  est  égala  i;y'(j?)est  divisible  par  (.r  —.'•„)'■, 
sans  être  divisible  par  (x —  J?o)''"^S  et  cette  propriété  caractérise 
évidemment  les  racines  d'ordre  de  multiplicité  égal  à  r  ;  le  quo- 
tient est  un  polynôme  en  x  d'ordre  n  —  /•,  qui,  sauf  ./•„,  admet  les 
mêmes  racines  que /(x-),  au  même  degré  de  multipUcité,  comme 
on  le  voit  de  suite.  De  là  résulte  immédiatement  la  proposition 
suivante  :  Si  le  polynôme  f{x),  de  degré  n,  admet  les  racines 
distinctes  a,  h,  ...,  /avec  les  degrés  de  multiplicité  a,  ^j,  ...,  ).  et 
n'admet  pas  d'autres  racines,  on  peut  le  mettre  sous  la  forme 

f{x)  =  (x  —  «)*  [x  —  b)?...  (x  —  /)>>  ç  (a-). 

(p  (x)  étant  un  polynôme  de  degré  n  —  a  —  ["i  —  ...  —  À,  qui  ne 
s'annule  pour  aucune  valeur  de  x,  et  se  réduit  à  une  constante,  si 
l'on  aa  -h  j'B  -h  ...  -+-).  =  «.  La  somme  des  ordres  de  multipli- 
cité, et  par  suite,  le  nombre  des  racines  distinctes  dey'(.i)  ne  peut 
dépasser  n. 

En  supposant  toujours 

f{x)  =  Ao  -4-  A,.r  4-  A...r2  -f-  ...  4-  AnX». 
reprenons  l'identité 

/(.r  -+-  h)=P,  4-  Pj/i  -H  l\Ji'  -h  ...  -^  VJi". 

(où  j'écris  maintenant  x  à  la  place  de  x^)  ;  le  se<^ond  membre  est 
ordonné  suivant  les  puissances  de  h  ;  les  coefficients  P^,  P,,  Vi.  ... 
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(1p  co  ]iolynome  on  /;  sont  dos  polynômes  en  x.  Les  raisonnonionis 
précédents  montrent  l'impoiiance  des  premiers  de  ces  cocnicienis 
pour  l'étude  du  polynôme  dans  le  voisinage  d  une  valeur  donnée 
de  x.  Le  premier  coefficient  Pq  est  évidemment  égal  hfÇr).  comme 
on  le  voit  en  faisant  //  =  o  dans  l'identité  précédente,  ou  en  com- 
mençant à  développer  l'expression 

Ap  -h  A,  (.r  +  h)  -4-  A,  (.r  H-  /t)"  -t-  ...  H-  A„  (x  -h  h)"  : 

le  même  calcul  montre  de  suite  que  les  coefficients  de  //  est 

P,  =  A,  +  3A,.T  -+-  SAj.r^  +  ...-+-  /iA„.T"-'  ; 

ce  polynôme,  de  degré  n —  i,  se  déduit  du  polynôme /(.r)  ou 
Pq  par  une  règle  très  facile  à  retenir  et  joue  un  rôle  considérable  ; 
on  lui  donne  le  nom  de  dérivée  du  polynôme  f{x)  :  c'est  une 
notion  qu'on  retrouvera  plus  tard  par  imo  autre  voie  :  on  repré- 
sente habituellement  ce  polynôme  par  f  (x).  Il  a  lui-même  une 
dérivée  que  l'on  représente  par/' (./;),  et  qui  est 

f  x)  —  1.2A,  4-  2.3. A^x  -H  ....  +  (n  —  i)  nA„:r''-2  ; 

j"'  (.x)  s'appelle  aussi  la  dérivée  seconde  àe  f[x)  ;  la  dérivée  de/ "(.c) 
ou  la  dérivée  troisième  de/(j)  est 

f"{x)=  1.2.3A3  -h  2.34A,.r-+-  ...  -h  (n  — 2   (^i  — i)nA„.T»-'; 

la  dérivée  [f  de  f{x),  {p  ^  n)  est 

fp(x)=  1.2  ...p\,,  -i-  2.3  ...  (p  -h  i)  A;,4.,  X  +  ... 
-f-  (n—p-\-i)  {n  — p  -h  2)  ...  nA„.r"-i'; 

la  dérivée  n",  ou  f<'^)[x).  se  réduit  à  la  constante  1.2. 3.  .../iA„. 
Chacun  des  polynômes /(oî),/'  {x),  ...,  f^"')  (x)  se  déduit  du  pré- 
cédent par  la  même  règle  (/). 

L'expression  même  des  dérivées  montre  que  l'on  a 

A   =_/iK2L, 

''  10  n 


I 


(')  Il  est  commode  de  regarder  les  dérivées  suivantes /""•" '^  (a*)./     "^^^  C^)--- 
comme  identiquement  nulles. 
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on  ili'signaiU  [)aiy"' (u),  ce  (jnc  ilc\iriil  /■0'>(./;)  quand  un  y  roni- 
l)lacc  ./;  par  o,  et  conduit  à  la  lormule  suivante 

/;.r)  =  /(o)-h -/(o)+  •••  +       •'"'       p)(o)-+-  ...H ■^:l—f<")(o.. 

>  ^    '      j  \  ''   '    jJ  '^  ^  1.2...  /)'  I .  :i " 

La  formule  fondamentale 

OÙ  a  est  un  nombre  quelconque,  ne  difl'ère  pas  au  fond  de  colle  qui 
précède.  11  suffit,  pour  s'en  rendre  compte,  de  remarquer  que  les 
dérivées  successives  du  polynôme  (en  ./•) /(a  H- £c),  s'obtiennent 
en  remplaçant  x  par  a  -h  x  dans  les  dérivées /'  {x'),  f"{x),  ...  du 
polynôme /(jî).  Or  cela  résulte  de  ce  que,  si  dans  l'idenlilé 

f(.v  -^h)  =  ]\  (x)  +  P,  (y  //  +  ...+  P„  (.r)  h\ 

on  remplace  .r  par  a  -\-  h,  elle  devient 

f{n  4-  X  -+.  h)  =  P(,  (a  -H  x]  +  P,  (a  -+-  .r)  /t  +  ...  -4-  P„(n  ^-  x)  h"  ; 

P,  [a  -h  x)  ouf{n  -+-  x],  est  le  cocflicient  de  h  dans  le  développe- 
ment de/(a  -h  X  -h  h)  suivant  les  puissances  de  h  ;  c'est  la  défini- 
lion  même  de  la  dérivée  du  polynôme  f{a  -+-  x)  ;  la  dérivée  du 
polvnome  /"'  (a  -+•  x)  est  de  même  /"(a  -+-  x),  etc.. 

La  formule  (i)  appliquée  au  polynôme /(.r)  =  .r",  fournit  la  for- 
mule connue  sous  le  nom  de  formule  du  binôme,  laquelle  inverse- 
ment, quand  on  l'a  démontrée  directement,  permet  d'obtenir  aisé- 
ment la  formule  (i). 

Celle-ci  montre  en  particulier  que  le  polynôme  P,.  (.r)  n'est  autre 
chose  que  la  dérivée  r"  de  J\.r)  divisée  par  le  produit  des  r  premiers 
nombres  naturels. 

Elle  donne  aussi  l'expression  d'un  polynôme  de  degré  inférieur  ou 
égal  ànquiprend,ainsique  ses  n  dérivées,  des  valeurs  données  pour 
une  valeur  donnée  a  de  la  variable.  Si  l'on  veut  que  le  polynôme  soit 
cflectivement  du  degré  n,  il  faut  que  la  valeur  donnée  de  la  if  dé- 
rivée ne  soit  pas  nulle  ;  si  les  valeurs  données  des  dérivées,  à  partir 
de  la  (/)  -h  i)".  étaient  nulles,  le  polynôme  serait  de  degré />. 
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174.  —  La  même  mt'lhode  que  pour  les  polynômes  s'applique 
aii\  iVaciions  ralionncllos. 

Ou  comuicuccra  par  les  éluJlor  pour  les  valeurs  de  ./;  voisines 
de  o  ;  soit 

/(■t)  Qq  h-  »|.t  -t-  n.p--  H-  ••• 

wno  telle  fonction,  dans  laquelle  le  numérateur  /(r)  et  le  dénomi- 
nateur 7(.r)  sont  des  polynômes  en  ./;.  Supposons  d'abord  que  fj[x) 
ne  soit  pas  nul  pour  x  =^  o,  c'est-à-dire  que  b^  ne  soit  ])as  nul  ;  on 
pourra,  comme  on  l'a  c\[)liqué  plus  haut,  fixer  un  intervalle 
( —  y;,  Yj)  dans  lequel  on  ait  |  y  (x)  >•  |  />„  |  —  i,  i  étant  un  nombre 
jwsilif  donné  à  l'avance;  dans  l'intervalle,  la  Iraclion  sera  bornée. 
Csci  posé,  les  règles  de  la  division  algébrique  pormellent  de  la 
mettre  sous  la  forme 

c„  -+-  i\x  -+-  c^x^  -\-  ...  (:„T", 

en  désignant  par  Ce.  r,,  c.,,  .  ,  Cn—i  des  constantes,  et  par  c,,  une 
fraction  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  des  poly- 
nômes ;  le  dénominateur  est  [/  (.-c)  :  la  fraction  c„  est  donc  bornée 
dans  l'intervalle  ( —  /;,  r^)  ;  dès  lors  les  conclusions  du  numéro  pré- 
cédent s'appliquent  :  on  voit  que  la  fraction  rationnelle  est  continue 
pour  X  =  o,  et  l'on  sait  reconnaître,  pour  cette  valeur,  si  elle  est 
cr(Mssante  ou  décroissante,  si  elle  admet  un  minimum  ou  un 
maximum.  Les  expressions 

sont,  pour  les  petites  valeurs  de  x,  des  expressions  approchées  de  la 
fraction  rationnelle.  Il  n'est  pas  inutile,  pour  le  calcul  de  ces  ex- 
pressions, d'observer  que,  si  l'on  veut  obtenir  l'une  d'elles,  où  x  ne 
figure  pas  à  un  degré  supérieur  à  j),  on  peut,  avant  de  faire  la  di- 
vision, négliger  au  dividende  et  au  diviseur,  les  termes  de  degré 
su[)érieur  à />,  qui  n'interviennentpas  dansla  partie  du  quotient  que 
l'on  veut  avoir. 

Supposons  maintenant  que  b^  soit  nul,  et  que  a^^  soit  différent 
de  o  ;  on  pourra  mettre  y{x)  sous  la  forme  x'''ii(x),  en  désignant 
par  à  [x)  un  polynôme  qui  ne  s'annule  pas  pour  x  =  o,  qI  mettre 
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ZM  =  Ao  -f-  A,.r  +  ...-+-  A,./--  -h  ...  H-  A,,r" 

on  (U'sifrnant  par  n  uti  entier  dont  je  suppose  seulement  cpi'il  soit 

supérieur  à  r,  par  A, A„_i  des  constantes  dont  la  première 

n'est  pas  nulle,  el  i>ar  A„  une  fraction  dont  le  dénominateur  est 
•bi-c),  ([ui,  par  conséquent  est  bornée  dans  un  intervalle  con- 
venablement cboisi  ( —  r,,r,)  :  on  en  déduira 

i-—  =  -?■+-   -r^rr  -h  ...  -t-  A,  +  •  ■•   +  A„.r''      '  ; 
q  I  .r)         ./■'  ./■'^     '■ 

la  première  partie 

Ao  -,  -+-  A,  -y—^  H-  ...  -^  A, 

est  un  pDlynome  en  -  qui,  pour  les  petites  valeurs  de  |  ./•  |,  c'est-à- 


dire  pour  les  «rrandes  valeurs  de 


est  une  expression  appro- 


cbéede  la  fonclinn  donnée  ;  celle-ci  est  très  grande,  en  valeur  abso- 
lue, pour  les  petites  valeurs  de  I  :c  |;  elle  est  du  si|/nc  de  son  premier 

terme  -,°  • 

On  dit  qu'elle  est  infinie  pour  x  =  o.  Si  r  est  pair,  son  signe  est 
le  même  que  celui  de  Ar  ;  on  dit  qu'elle  passe  par  -i-  x  ,  ou  par  — oc  , 
suivant  que  A^  est  positif  ou  négatif.  Si  r  est  impair,  on  dit,  sui- 
vant que  \r  est  positif  ou  négatif,  et  en  supposant  que  x  croisse  en 
passant  par  o,  que  la  fonction  passe  de  —  oo  à  -I-  oo  ,  ou  de  -h  co 
à  —  X  . 

Il  importe  de  remarquer  le  rôle  que  joue  le  polynôme  en  - 
^  (-)  =  Aç  -\  -i-  A,  -^j  -+-  ...  -+-  A,_i  - 

(oïl  l'on  n'a  pas  fîiil  figurer  de  terme  constant);  c'est,  en  quelque 
sorte  la  partie  de  la  fraction  qui  devient  inlinie  pour  ./;  =  o  ;  la 
différence 


g{x) 


a) 
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ntliiiol  niio  liniilo  finie  pour  ./•  =:  o.  el  peut,  on  lui  attribuant  cette 
valeur  liniili>  pour  vraie  valeur,  être  regardée  conune  continue 
pour  j:  ==  o,  comme  bornée  dans  un  petit  intervalle  dont  o  fait 
partie.  D'après  les  propositions  concernant  les  polynômes,  que  l'on 

a  établies  plus  haut,  f  (- ]  est  le  seul  polynôme  en  -, ,  s'annulant 

quajid  on  remplace  -  par  o,  qui  jouisse  de  cette  propriété. 

Si  enfin /(.r)  et  g(x)  s'annulent  pour  x  =  o,  on  mettra  ces  deux 
polynômes  sous  les  formes 

f(x)  =  xi<f  (.r),        g  (.r)  =  x^'i^  [x) , 

g(j?)  et  6(x)  ne  s'annulant  plus  pour  x  =  o,  et  l'on  aura 

/(.r)  xi  o  (x) 

K^)  ~  ■r''b{x)' 

Si  l'on  a  ^/  >  /■,  on  voit  que  la  fraction  pourra,  pour  les  valeurs 
de  X  voisines  de  o,  se  mettre  sous  la  forme 

Ik)  ^  B,x9-'-  +  B,.r«-'  +  »  -+-  ...  ; 
g{x) 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  n'a  plus  do  sons  pour  .x  r=;  o; 
il  est  naturel  de  lui  attribuer,  même  pour  cette  valeur,  le  sens  du 
second  membre  :  c'est  ce  qu'on  appelle  la  vraie  valeur  de  la  frac- 
tion ;  elle  est  o  si  ^  est  plus  grand  que  r,  elle  est  égale  à  Bq,  c'est- 
à-dire  au  rapport  des  premiers  coefficients  de  ^(jî)  et  de  'ii{x),  si  q 
est  égal  à  /'.  En  adoptant  cette  convention,  on  voit  que  la  fraction 
est  continue  pour  x  =  o  ;  on  sait  d'ailleurs  reconnaître  si  elle  est 
croissante  ou  décroissante. 

Si  l'on  a  fj  <i  I',  on  mettra  la  fraction  sous  la  forme 

et  l'on  aura  encore,  au  commcncomont  du  second  membre,  un 

polynôme  en  -,  s'annulant  quand  on  y  remplace  -  par  o,  et  tel  que 

la  différence  entre  la  fraction  et  ce  polynôme,  puisse  être  regardée 
comme  une  fonction  continue  de  x,  pour  a:  =  o. 


I 
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Il  ronvioiil  tl(^  iPiniii(|n(T  que  celle  inrlhiKlo.  ([ui  pcnnci  d  l'iii- 
(licr  nue  fiju iioti  rationncllo  pour  1rs  [)olites  valeurs  de  ./",  s'applique 
au  (luolienl  de  deux  fonelions  /(./),  (jÇi')  susceptibles,  pour  les 
valeurs  de  .r  voisines  de  o,  d'èlre  mises  sous  une  forme  pareille  à 
celle  d'un  polynôme,  où,  toutefois,  le  coefficient  de  la  plus  haute 
puissance  de  ./•,  au  lieu  d'être  une  constante,  est  une  fonction  de  .'• 
bornée  dans  un  intervalle  tel  que  ( —  /j,  y;).  Pour  obtenir  les 
expressions  approchées,  on  procéderait  comme  dans  le  cas  des 
polynômes,  en  négligeant  les  termes  qui  ne  doivent  jws  intervenir 
dans  la  formation  du  quotient  partiel  dont  on  a  besoin. 

11  suflit,  pour  reconnaître  comment  une  fonction  rationnelle  se 

comporte  pour  les  grandes  valeurs  de  x,  de  poser  :r  =  -  ;  on  est 
alors  ramené  à  l'étude  d'une  fonction  rationnelle  de  r  pour  les 
petites  valeurs  de  :.  On  voit  de  suite  que  si  le  numérateur  de  la 
fraction  proposée  est  de  degré  inférieur  ou  égal  au  dénominateur, 
la  fraction  a  une  vraie  valeur  pour  z  =  o,  ou  pour  x  =  ±:x  ,  et 
que,  si  le  degré  du  numérateur  l'emporte  sur  le  degré  du  dénomina- 
teur, 11  existe  un  polynôme  !P(x)  toi  qucy-^J  —  îî(r)  puisse  être 

regardé  comme  une  fonction  continue  de  r  pour  c  =  o  :  Ce  poly- 
nôme, qui  est  en  quelque  sorte  la  partie  de  la  fraction  qui  devient 
infinie  avec  x,  peut  être  obtenu  par  la  division  du  polynôme /(j.) 
par  le  polynôme  g{x),  les  deux  polynômes  étant  ordonnés  suivant 
lespu'ssances  décroissantes  dex. 

Enfin,  si  on  veut  étudier  la  fraction  pour  les  valeurs  de  x  voi- 
sines de  Xq,  on  posera  x  =  x^^  -i-  h,  el  l'on  sera  ramené  à  étudier, 
pour  les  petites  valeurs  de  h  la  fraction 

/•(■r„  -f-  /Q  _  P,   4-P,A-^P,A^-f-.... 

que  l'on  traitera  comme  il  a  été  expliqué.  La  continuité  est  évi- 
dente, si  Xq  n'est  pas  une  racine  du  dénominateur.  Si  x^  est  une 
racine  de  ^(.r),  la  fraction  aura  une  vraie  valeur,  au  sens  précé- 
demment expliqué,  dans  le  cas  où  x^  est  aussi  racine  dey(.r)  avec 
un  degré  de  multiplicité  égal  ou  supérieur.  Dans  le  cas  où  Xq  est 
d'un  ordre  de  multiplicité  plus  grand  pour  (/{x)  que  pour  f{x),  la 
fraction  c<l  Inlinle  pour  x  =  x^,  et  l'on  peut  retrancher  du  second 
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membre  un  polynôme  en  ,  (sans  terme  indépendant  de  t],  ouplu- 

tùl  do  la  fraction  un  polynôme  en  (     .    ) ,  '£q  ( —),  telle  que 

la  dilTérence 

puisse  être  regardée  comme  une  fonction  continue  pour  a:  =  a^^  ; 
'fo( )  est  la  partie  de  la  fraction  qui  devient  infinie  pour 

fi(x] 
Cette  difîérence  est  une  fraction  rationnelle  -^-7—  ,  dans  laquelle 

le  dénominateur  ^,(.i")  n'est  autre  chose  que  le  quotient  de  (j{x) 
par  {x  —  A"o)^%  en  désignant  par  a.o  le  degré  de  multiplicité  de  la 
racine  Xq  du  polynôme  g  (x)  ;  On  peut  appliquer  le  même  mode  de 
raisonnement  à  cette  fonction  rationnelle,  et  l'on  parvient  ainsi  à 
cette  conclusion. 

Si  l'on  a,  en  désignant  par  \une  constante  et  par  a,,, ai, ...,  (Z„_i 
des  entiers  naturels, 

g{x;  =  A{x  —  x^'f^  {x  —  x^)''i  ...  {x  —  a'„_,)='"-i 

f(x) 
on  pourra  mettre  la  fraction-^ — !  sous  la  forme 

(  -Hff(.r); 

$i(c)  désigne  en  général  un  polynôme  en  z,  sans  terme  indépendant 
de  z,  de  degré  inférieur  ou  égal  à  a;  :  ce  polynôme  n'existe  pas 
si  Xi  est  une  racine  def{x)  d'un  ordre  de  multiplicité  égal  ou  su- 
périeur à  a,  ;  si  Xi  est  une  racine  d'ordre  de  multiplicité  jj,  inférieur 
à  a;,  ff,(-)  est  de  degré  a;  —  l^i.  Si,  comme  on  peut  toujours  le 
supposer,  Xi  n'est  pas  racine  def{x),  '£^(2)  est  de  degré  a.  ;  enfin  'I(x) 
est  un  polynôme  en  x,  qui  n'existe  que  dans  le  cas  où  le  degré 
de  g(x)  n'est  pas  supérieur  à  celui  de/(j),  qui  peut  s'obtenir  en 
faisant  la  division  de/(j;)  et  de  ^ (,/;',  ordonnés  par  rapport  aux  puis- 
sances décroissantes  de  Xi  et  en  ne  gardant  que  la  partie  entière- 
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L'expression  :P,( -73;;^)  esl  la  partie  tl»'  la  fraction  proposée  cpii 

devient  inlinie  quand  x  s'approche  de  .i\.  i'(')  esl  la  partie  de  la 
fraction  qui  devient  inlinie,  ou  qui  reste  constante,  quand./'  devient 

f(x) 
inlini.  f(.x)  s'appelle  aussi  la  partie  entière  de  la  fraction '-—^  • 

Chacun  des  polvnonics  i',(-*),  f (')  est  entièrement  ([(-Icrininé 
fiuand  on  se  donne  la  fraction-'-—,  ;  en  d'autres  termes,  celle-ci  ne 

peut  se  mettre  que  d'ime  seule  façon  sous  la  forme  (  i). 

Les  résultats  qui  précèdent  conduisent  de  la  faron  la  plus  simple, 
à  la  solution  d'un  problème  important. 

Soient  a,,  a^,  ...,  a,,,  p  nombres  distincts  donnés  ;  à  chacun  de 
ces  nombres  Oi  correspond  un  nombre  naturel  a^  également  donné  : 
On  propose  de  trouver  un  polynôme  de  degré  inférieur  à 
y.^  -^  (/-i  -h  ...  -h  a^,  tel  que  les  valeurs  de  ce  polynôme  et  de 
ses  a,  —  I  premières  dérivées  pour  ./■  =  ai  soient  des  nombres 
donnés  (/  =  i,  2,  ...,p).  Dans  le  cas  où  %  serait  égal  à  i,  il  fau- 
drait entendre  que  la  valeur  du  polynôme  pour  x  =  ai  est 
donnée,  mais  non  celle  de  ses  dérivées. 

Soit/f.c)  le  polynôme  cherché  et  considérons  la  fraction  ration- 
nelle 

M 

[x  —  aiY^  [x  —  ay^-  ...   [x  —  a,,)'"'-  ' 

on  peut,  comme  on  vient  de  l'expliquer,  mettre  cette  fraction  sous 
la  forme  d'une  somme  de  fractions  simples  ;  il  n'y  aura  pas  de 
partie  entière,  puisque  le  numérateur  est  de  degré  inférieur  au  dé- 
nominateur ;  considérons  par  exemple  la  partie  du  développement 
qui  correspond  à  la  racine  ai  de  ce  dénominateur,  que  l'on  peut 
écrire  (./;  —  ai)^'  (j{x),  en  désignant  par  ^(.r)  le  produit  des  facteurs 
autres  que  {x  —  a,)^'  ;  pour  obtenir  la  partie  cherchée  du  déve- 
loppement, on  posera,  d'après  la  règle  précédente  x  =  a,  -+-  z  et 
l'on  devra  elTectuer  la  division  de  /[ai  -+-  z)  par  g  {ai  -+-  z),  en  or- 
donnant par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  z,  et  en  s'arrè- 
tant,  dans  le  quotient,  au  terme  en  r*'~';  le  polynôme  f/{.r) 
ou  ijiai  -+-  z)  est  entièrement  connu,  par  les  données;  quant  au 
polynôme 

fi'h  +  z)  =J{n,)  +  \na^  H-  ...  -\-   ,     l~\       /^'--'k-O  +  ■•.. 
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on  n'a  besoin,  pour  faire  la  division,  que  d'en  connaître  les  a.  pre- 
miers coefficients  ;  or  c'est  précisément  ces  a,  premiers  coefficients 
que  les  données  font  connaître  ;  donc  la  division  fera  connaître  la  partie 

ifi  (  — — — I  de  la  fraction  rationnelle  qui  correspond  à  la  racine  a,  et 
Ton  voit  que  le  polynôme  f[.r)  sera  le  produit  de 

(.r  —  «,)*'  (.r  —  n;i'2  ...  (j-  _  «^,)='r 

par 

^^.  (t^J  -^  -^  (.T^ib:)  +  -  +  ■^^"  [7^} 

Un  cas  particulièrement  simple  et  intéressant  est  celui  oi'i  tous 
les  nombres  y.i  sont  cgau\  à  i  ;  il  s'agit  alors  de  former  un  poly- 
nôme de  degré  inférieur  à  p  qui  prenne  des  valeurs  données 
A,,  Ao,  .-.,  A,,  pour  des  valeurs  données  a^,  a,,  ...,  a,,  de  j:. 

La  règle  précédente  donne  ici 

^,  ^  ^   (.r—a,)(x  —  a.;)...(:r—a,)  _^  ^   (.r  — r/,V.r  — a,)  ...(.r  — rr,.) 
.      (x  —  a^)(.T  —  a.,)  ...  {.r  —  n,,-i)  ^ 

"^  ■  "  ''   {fi,.  —  «1)  (^y-  —  f'o)  .  •  •  [flp  —  (l,,  -1)  ' 

et  cette  formule  même  met  bien  en  évidence  la  propriété  du  poly- 
nôme/(x). 

Le  lecteur  reconnaîtra  sans  peine  que  cette  formule  est  équiva- 
lente à  celle-ci 

f(.r,  _  f(a,)        I        _^  ./Y^        I        _^         ,    fia,) 


-h-^ 


<i{x)       o';fli)./-  —  ((i        ^  ('^'2^  •'■  —  ^2         "*        'f(^'i')-''  —  '^p 

où  '^'("^i),  'f  {fti)}  •••  sont  les  valeurs  pour  jj  =  Oj,  a^,  ...  de  la  dé- 
rivée ':!  {x)  du  polynôme 

ç(.-r)  =  (.r  —  aj  {x  —  a_)  ,..  {x  —  fl^)  ; 

elle  suppose  seulement  que  les  nombres  a,,  a,,  •••>  «/.  sont  dic- 
tincts  et  que  le  polynôme  f{.r)  est  de  degré  inférieur  à  />. 

175.  —  La  fonction  a\  où  a  est  un  nombre  positif  que.  dans  ce 
qui  suit,  je  supposerai  pins  grand  que  i,  est  définie  dans  l'ensemble 
des  valeurs  rationnelles  de  .c  (n"  27 j.  Il  reste  à  la  définir  pour  les 
valeurs  irrationnelles.  Il  convient  d'abord  d'en  établir  les  propriétés 
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siihaiilcs,  cil  Ile  consiilcranl  (jiio  ces  valeurs  raliomiclles  pour  les- 
quelles elle  est  dclinie  :  La  l'onclion  a"  est  contiinic  [)Our  chaque 
valeur  rationnelle  de  ./;  :  colle  conliiiuitc-  doit  êlre  entendue  au 
sens  du  n"  152.  on  so  rappolanl  (juo  chaque  nombre  ralionnol  est 
un  [)i>inl  d'accuniulalion  do  ronscinble  dos  nombres  ralionncls; 
en  (raulios  lormes,  cet  onseiublc  est  dense  dans  loiil  iiil(i\allo. 
Si  .1;  et  j  sont  des  nombres  rationnels  l'inôgalilé  j;  >  j  cnlraînc 
l'inégalilé  a^  ^  a'J  ;  on  peut  dire,  si  l'on  veut,  que  dans  l'ensemble 
des  nombres  ralionnels.  a'^  croît  avec./;  (n"  146). 
L'identilé 

où  ./-j  et  h  sont  supposés  ralionncls,  permet  de  ramener  l'étude  de 
la  fonction  a^  aux  environs  de  j-^,  à  colle  même  élude  pour  les 
valeurs  de  h  voisines  de  o. 

Supposons  d'abord  que  h  soit  jiosilif  et  soit  m  un  nombre  natu- 
rel loi  que  l'on  ait  h  <.      .  on  aura 

a''<^n"'      ou       v"; 

il  est  aisé  de  voir  que  l'on  peut  prendre  ni  assez  grand  pour  (pic 
y'âsoit  aussi  voisin  de  i  qu'on  le  voudra.  Soit  on  cKcf^/a^z  i  +  a, 
en  désignant  par  a  un  nombre  positif  ;  on  en  conclut 

a  =  (i  -h  y.)'"  >>  I  -h  my.        ou       my.  <i  n  —  i  ; 

si  donc  on  veut  que  a  soil  plus  petit  que  le  nombre  positifs  donné 
à  l'avance,  il  suffit  de  prendre  ni  >>  — : — ;  c'est-à-dire  ni  supé- 

,  ,           .          . ,       ,    fl  —  I 
rieur  a  la  [)artic  entière  de  — ^ 

On  aura  d'ailleurs,  que  1i  soit  positif  ou  négatif, 

1  a''  —  I  |<  £, 

pourvu  que  l'on  ait  \h\  <i  -  ,  m  étant  déterminé  comme  on  vient 
de  le  dire  :  car  si  /i  = —  A-  est  négatif,  on  aura 

(!*■  I 

I  —  o!'  =  — r —  <;  fl*  —  I  <C  e 


puisque  a'-  est  plus  grand  que  i.  Ainsi  il  suffit  de  prendre  li  plus 
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petit,  en  valeur  absolue  que  l'inverse  d'un  cnlicr  supérieur  à  la 
partie  entière  de pour  être  siir  que  l'on  a  |  a''  —  i  |  <  £  ;  c'est 

dire  que  la  fonction  a^  est  continue  pour  ./•  -.=  o,  puisque  i  est 
précisément  la  valeur  de  cette  fonction  pour  ./;  =r  o  :  la  conlinuilc 
de  la  (onction,  pour  une  valeur  rationnelle  quelconque  x^,  résulte 
de  l'identité  qui  a  servi  de  point  de  départ. 

On  voit  même  sur  celte  identité,  que,  comme  on  le  savait  d'après 
le  n"  162,  la  continuité  de  la  fonction  a-^  est  uniforme  dans  tout 
intervalle  ( —  /,  ).)  dont  les  bornes  sont  des  nombres  rationnels  ; 
si  en  effet  a'„  et  Xj,  -+-  h  appartiennent  à  cet  intervalle,  comme  on  a 
certainement  a^»  g  a^.  on  voit  que  la  différence  entre  a^o  +  i^  et  a^» 

sera  moindre  en  valeur  absolue  que  î,  pourvu  que  l'on  ait  \h  \  <;  — 

et  que  m    soit    un  nombre  naturel  supérieur  à   la   partie  entière 

1    a  —  I 
de  — -V 

Soit  maintenant  X  un  nombre  quelconque,  rationnel  ou  non. 
Soit  (E)  l'ensemble  des  valeurs  de  a"  pour  les  valeurs  rationnelles 
de  X  inférieures  à  X,  (Ei)  l'ensemble  des  valeurs  de  cf  pour  les 
valeurs  rationnelles  de  x  supérieures  à  X.  D'après  ce  qu'on  vient 
de  dire  tous  les  éléments  de  (E)  seront  inférieurs  aux  éléments  de 
(E,)  ;  il  n'y  a  pas  dans  le  premier  ensemble  de  nombre  plus  grand 
que  tous  les  autres  éléments  de  cet  ensemble,  ni  dans  le  second 
de  nombre  plus  petit  que  tous  les  autres  éléments  de  ce  même 
ensemble  :  il  y  a  dans  les  deux  ensembles  des  éléments  dont  la 
différence  est  moindre  que  c. 

La  borne  supérieure  de  (E)  est  égale  à  la  borne  inférieure  de  (Ei) 
et  elles  sont  toutes  deux  égales  à  a"  si  X  est  rationnel  :  c'est  celle 
borne  commune  que  l'on  prendra  pour  définition  de  «%  quand  X 
est  irrationnel. 

L'extension  de  l'identité 

a"  .  0)1  =  o^  +  V 

au  cas  011  X,  y  ne  sont  pas  tous  deux  des  nombres  rationnels  est 
une  conséquence  du  n"  45  ;  le  fait  que  l'inégalité  «  >  }'  entraîne 
œ  >>  aP  s'aperçoit  immédiatement  en  intercalant  un  nombre  ra- 
tionnel -  entre  ./;  et  v.  on  a  alors 


ruAPirnF  iv. 
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■^■1" 


coninio  il  ic'siillc  ^\(^  l.i  (If-liiiitiori  pi  rci'dciili'.  \a\  liinil(^  clos  va- 
lons lie  I  /;  I  aii-dossous  lie  l.ujucllo  un  [wul  ariiriucr  que  l'on  a 

I  ""  -  <  l<  ^. 
rcsle    la   luriiio  pulscjiio     la    i)nip(>sition    d'après    laqnolle    on    a 

rt'' ■<  a '"  quand  le  nondjic  [)ositif  A  est  [>Ins  pclil  cpio  l'invoiso  du 
nombre  naturel  m  subsiste  ainsi  que  les  conclusions  qu'on  on  lire. 
La  continuité  de  la  l'onction  n''  pour./'  -- (j,  cl  pour  toute  valeur 
de  ./•,  subsiste  donc  aussi. 
On  a 

lim.  a''  =  -f-  X  ,         lim.  a'^  =  o  ; 

la  première  proposition  résulte  de  ce  que,  en  pesant  a  =  i  -i-  a, 
et  en  désignant  par  m  la  partie  entière  de  x,  cr  qui  est  égal  ou 
supérieur  à  a  •  est  certainement  plus  grand  que  i  -i-my.  et  de  ce  que 


Fie.  8 


m  grandit  indéfiniment  avec  x  ;  la  seconde  résulte  de  la  première 


et  de  l'égalité 


Ainsi,  quand  x  croît  de  —  td  à  -r-  oo  .   la  fonction   a"-  croît  de 
o  à  4-  X)  .  Cette  variation  est  représentée  par  la  figure  ci-dessu.-,. 

Lorsque  n  est  plus  petit  que  i,  on   posera  a  =  j  ^b  étant    plus 
grand  que  i.  cl  l'on  définira  W  par  l'égalité 
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'roules  les  piopriélés  subsislonl,  si  oc  n'est  que,  dans  ce  cas, 
a'  décroît  de  -+-  x  à  o  quand  .c  croît  de  —  x  à  -+-  ce  .  Si  aestéyal 
à  1,  n'est  par  déiinilion  aussi  égal  à  1. 

Afin  de  délinir  a''  pour  toutes  les  valeurs  de  ./',  on  s'est  appuyé 
sur  ce  que  la  fonction  a%  définie  dans  l'ensemble  des  nombres  ra- 
tionnels, était  à  la  fois  continue  et  croissante  dans  cet  ensemble.  La 
continuité  seule  aurait  permis  d'arriver  à  celte  définition,  en  s'ap- 
puyaiil  sur  la  règle  du  n"  158,  qui  permet  de  reconnaître  si  ime 
ioiiction  définie  dans  un  ensemble  (ici  l'ensemble  des  nombres 
rationnels;  admet  une  limite  pour  nn  point  d'accumulallon  X  de 
cet  ensemble.  11  est  clair,  en  raison  de  la  continuité,  que  l'on  peut 
faire  correspondre  au  nombre  posllil  £ua  nombre  positif  y^  tel  que 
l'on  ail 

1  a^  —  a"'  I  <  £, 

sous  la  condition  que  x,  x'  soient  rationnels  et  vérifient  les  condi- 
tions 

|X  — :/■!  <r.,        I  X-.r'l  <  r.  ; 

qui  ciilraînenl  la  cuiidition  ]  ./;  —  ./;  |  <<  av;  ;  c'est  la  condition 
nécessaire  et  sullisanle  pour  que  la  fonction  a'  ait  une  limite  pour 
£C  =  X,  au  sens  du  n"  151  ;  celle  limite  est,  par  définition,  la  valeur 
de  a''.  L'extension  des  propriétés  établies  pour  l'ensemble  des 
nombres  rationnels  se  fait  sans  dilliculté  quand  on  se  place  à  ce 
point  de  vue. 

Va\  raii^onnanl  de  la  même  façon,  le  lecteur  établira  sans  peine 
la  proposition  suivante  : 

Si  f{x)  est  une  lunclion  de  ./;  définie  dans  un  ensemble  (E) 
dense  dans  l'intervalle  (a,  h)  et  si  elle  est  continue  dans  cet  en- 
s'iujjle.  on  peut  la  délinir  comme  une  fonction  continue  dans 
tout  rinlervallc  (a,  li). 

176.  —  La  fonction  a  étant  définie,  continue  et  croissante  dans 
tout  intervalle  (y.,  ^j),  on  \o\\.  que  x  peut  être  défini  comme  la 
functiun  inverse  de  y,  par  l'équation 

dans   l'intervalle  [a^,  a^j  ;  x  sera  une  fonclion  de  y  continue   et 
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crnissantc  (en  sii[)pt>aiil  a  >  i)  :  on  l.i  dt'>if;iic  [)ar  I"g„  v  (lo^a- 
rilliiiic  (le  V  dans  la  hase  n)  ou,  lorsqu'il  n'y  a  pas  d'ambij^milr  à 
craindro.  i»ar  lo"-  v.  Les  l)nirins  n^,  tif"  do  rinlcrv.allc  où  celle  lV)nc- 
lion  csi  délinie  sont  doux  nombres  [)ositirs  ([uelcon(jues  ;  en  d'aulics 
termes  log  y  est  tiéliiii  [)our  Ujules  les  \aleurs  pcjsilixes  dey,  log  j 
est  positif  pour  y  >.  i,  nul  [)our  y  -^  i,  néj-'alif  pour  y  <^  i,  et 
croit  de  —  >o  à  -h  ^  fiuand  y  varie  de  o  à  i  ;  la  \  aria  lion  de 
log  y  se  lit  sur  la  liyure  tic  la  page  27.)  en  regardant  y  comme  la 
variable  et  x  connue  la  fonction. 

La  fonction  log  ./•  [leulèUe  rcgardi'e  cdiiuuo  délinie  [)ar  ré([ualiou 

i\h  il  est  enleudu  (jue  ./;  est  un  nombre  [losilil". 

A  la  propriété  a'  .  rt"  =  rt'  r  ;/,   corres[)()iid    j.i   [iro[)riété   londa- 
menlale  des  logarillmics 

à  Ia(pirlle  nu  peut  raltaclier  les  suivantes 

X  \ 

lo-'  *-  --  Io:r  ./•  —  loi:  y,  Iolt  ~  .^^  —  loj;  x  : 

X,  y  sont  toujours  sup[)osés  positifs. 

177.  —  La  propriété  fondamentale 

dont  jouit  la  fonction  a',  caractérise  celle  foncticju  ;  loute  fonc- 
lion  c<(x"),  continue  pour  toute  valeur  de  x  et  rpil  jouit  de  la  pro- 
[)rieté  (i),  est  de  la  forme  a*^  ;  ji'mprunle  la  démonstration  de  celle 
proposition  à  Caucliy  ('). 

X 

V.w  reniplaiant  d'abord  dans  l'égalité  ''r)  ,/:  et  j  par  ,^ .  on  trouve 

ce  qui  montre  que  la  fonction  '>(./•)  doit  être  [)ositlvequel  que  soito:. 
(1)  Cours  d'analyse  de  VEcolc  royale  polytechnique,  [k   io(i. 
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Puis,  la  supposilion  r  =  o  donne 

o{.t)o{o)  =  o{x); 
on  a  ilonc 

(-0  ?(o)=i; 

si  l'on  110  A  ont  pas  supposer  que  la  fonclion  '^(.r)  soit  constamment 
nulle. 

En  faisant  y  =  —  x  dans  (  i),  on  trouve 

(3)  o  (x)  «>  (—  x)  =  o  (o^  =  I . 

L'égalité  fondamentale  ii)  conduit  innnédialement  à  la  suivante  : 

?l'^.)  'f  (•'^i)  •■•  9(-'^")  =  ?(-^i  -+-  -^2  -+-  •••  +  ^i). 
d'où,  en  supposant  toutes  les  quantités  ./;,,  .c^,  ...,  x„,  égales  à  x 
C)  cp(n.r)  =  ro(.r)r; 

cette  égalité,  établie  pour  un  nombre  entier  lu  s'étend  aux  nombres 
quelconques. 

Elle  s'étend  d'abord  aux  nombres  positifs  n  de  la  forme  -,  oùp 

est  un  nombre  entier,  car  l'égalité  (4),  quand  on  y  remplace  n  par/j 

X       , 

et  X  par  -  ,  devient 
d'oii 

(5)  ?(^)=i^)  =  [?(-r)]'; 

c'est  bien  la  détermination  arilliniétiqne  qu'il   faut  prendre  pour 
V^'j^  {x) ,  puisque  o  (-  )  doit  être  positif:  l'égalité  (5)  n'est  autre  que 

l'égalité  Cl),  011  -  remplace  n. 

Si  maintenant  on  élève   à  la  puissance  cj,  q  étant  un   nombre 
naturel,  les  deux  membres  de  l'égalité  (5),  on  a 


[o  (,-)]'= WW]-; 
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mais  en  ver  lu  do  IV'galiU'  (1),  on  a, 
par  suite  on  a 

,(;/.,■)=,, Mil 

Ainsi  l'(''f?alilé  ('i)  csl  ('lenduc  à  tous  les  nombres  rationnels  po- 
sitifs ;  en  tenant  compte  de  (3),  elle  s'étend  immédialenient  à  tous 
les  nond^rcs  rationnels  négatifs  :  elle  est  vraie  pourn  =  o,  en  vertu 
de  (2). 

Juscpi'ici,  on  ne  s'est  pas  servi  de  cette  supposition  que  la  fonc- 
tion o(.'')  est  continua.  Cette  supposition  intervient  pour  étendre 
aux  nombres  irratiiMincls  l'égalité  (4). 

Soit  en  elVet 

n^,       n^,  ...,       II,.,  ..., 

une  suite  infinie  de  nombres  rationnels  ayant  pour  limite  le  nombre 
irrationnel  ii  ;  on  aura,  quel  que  soit  l'indice  /•, 

lorsque  /'  augmente  indi'finimeiit,  n,.r  tend  vers  n.r,  el  piiisc[iie  la 
fonction  ^j  est  continue,  'j;(«,a")  a  pour  limite  rr^[n.r)  ;  de  même 
['>(.r)]"'-  a  pour  limite  ['f  (x)]",  à  cause  de  la  continuité  de  la  fonc- 
tion a''  ;  les  limites  des  deux  membres  sont  égales  et  l'on  a  ainsi, 
quel  que  soil  le  nombre  n, 

(6)  o(n.r)=['^(.T)Y. 

Si  maintenant,  dans  celle  ('galilé.  on  rcnqijace  .r  [)ar  i  et /(  par,/-, 
il  vient 

?(•'■)  =  L?(i)J'; 

en  désignant  par  a  la  constante  positive  o  (i),  on  aura  finalement 
Observons  que  le  mode  de  raisonnement  qui  a  [icrmis  d'établir 
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l'r-^alilô  (()),  njiplifjMÔ  il  la  fonction  a',    prouvo  qno  l'on    a,    quels 
que  suicnl  les  nombres  n  el  ,r 

fi'"-  =  fa'l". 

el  qnc  celle  même  égalilé,  lorsqu'on  y  ronqilacc  ./■  |iar  log.r,    puis 
^log  r  pjjj.  y^  clevicnl 

d'où  l'on  conclul  l'éiralitr 

n  loi;  X  =  log  .r", 

qui  est  \raie  quels  que  soicnl  le  noml)re  n  cl  le  nombre  posilif  .r. 
La  même  mclbodc  qui  a  permis  d'clablir  que  la  propriélc 

'i  (■'■)  ?  (y)  =  ?  (-f  -^  j)  ' 

lorsqu'oh  suppose  la  fonclion  o  (.r)  conlinuc.  nappnrlient  qu'à  la 
fonclion  a' ,  permcl  de  monlrcr  que  la  propriélc 

?  (-'0')  ^  ?  i-^)  +  'f  0')' 

lorsque  Ton  suppose  la  fonclion  o(x)  continue  n'appartient  qui  la 
fonclion  log X  ;  au  reste  l'une  des  propositions  peut  être  raltachéc 
à  l'autre. 

178.  —  Lorsque  m  est  un  entier  positif  ou  négatif,  la  fonc- 
lion ./•  "  0^-1  enlicrc  ou  rationnelle.  Si  m  est  un  nombre  fraction- 
naire ou  irrationnel,  la  fonclion  ./;'"  est  définie  pour  toutes  les 
valeurs  positives  de  x;  comme  on  peut,  en  remplaçant  .r  par 
a'"'-^,  et  en  utilisant  les  remarques  du  numéro  précédent,  la  mettre 
sous  la  forme 

on  voit  en  se  repoitanl  an\  propriétés  des  funclions  log./',  a"  et 
aux  remarques  du  n"  171  sur  les  fonctions  de  fonction,  qu'elle  est 
continue  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x,  à  l'exclusion  de  la 
\aleur  (j  ;  que,  lorsque  x  croît  de  o  à  +  20  ,  elle  croît  de  o  à  +  20  , 
ou  décroît  de  -H  ^  à  o  suivant  que  m  est  posilif  ou  négatif.  Au 
reste  il  ne  serait  pas  bien  dinicilc  d'établir  ces  propositions  direc- 
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Iciiicnl,  en  se  l)ornant  au  cas  (u'i  m  est  posilif.  d  en  s'apiuiyaiiL 
d'une  part  sur  1  egalilé 

(.r  +  h)'"  — .. —  .'•■■'  F/' I  _u  'iw  _  ,  1 . 

d'aulre  [)arl  >nr  la  remarque  suivanle  :  si  M  esl  lui  nombre  naturel 
plus  grand  que  ///,  on  a  en  dési_:,Miant  par  Y)  un  nombre  positif 
moindre  que  i 

I    <  ('    +  -^J  '  <.  Il    -^  V)"  <    I    -f-   MTi(t   +  T./'-'  <  l     H   •'•'-'Mr,. 

La  fonclion  .r'"  jouit  évidemment  de  la  propriété 

?  (•^)  ?  (j)  =  ?  i'-^t). 

et  un  raisonnement  analogue  à  celui  du  numéro  précédent  montre 
qu'elle  est  la  seule  fonction  continue  qui  jouisse  de  cette  pro- 
priété ('). 

Les  fonctions  particulières  que  l'on  a  considérées  jusqu'ici  se 
sont  présenl('es  naturellement  ;  les  OiUi^lions  circulaires  dont  il  va 
bientnt  être  ([ucstion  ont  assurément  leur  origine  dans  la  géomé- 
trie :  l'étude  des  propriétés  de  ces  fonctions  a  conduit  à  des  repré- 
sentations analytiques  qui  peuvent  être  prises  pour  définitions  de 
ces  fonctions  et  permettent  de  retrouver  leurs  propriétés  :  ces  défi- 
nitions se  rattachent  à  la  considération  de  suites  dans  lesquelles  les 
termes  ne  dépendent  pas  uniquement  de  leur  rang  mais  bien  d'ime 
variable. r.  C'est  sur  la  considération,  très  importante  en  elle-même, 
de  ces  suites  que  je  vais  m'arrèter  maintenant. 

(')  Le  ni'" me  mode  de  raisnnncmoiilpcrmclcncorc  «l'r'lylilir  que  la  (oncûon  a.r, 
où  a  csl  une  constante  qiiclcorKjuc  est  la  seule  funclion  conlinuc  qui  jouisse  de 
la  propriété 

C'est  celle  proposition  qui  scrl  liahilucllemcntà  élaljlir  la  [iroporlionnalilé  di 
grandeurs. 
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SUITES    INFINIES     A    TERMES     VARIABLES 

CONVERGENCE     UNIFORME 

DÉFINITION     DES    FONCTIONS    ÉLÉMENTAIRES 


I.  _  CONVERCENCE  IMEORME 


179.  —  Désignons  en  général  [)ar  /"„(•'')  une  fonction  delà 
variable  x,  qui,  [)Our  chaque  valeur  du  nombre  naturel  n  soit  déter- 
minée dans  un  ensemble  (X),  par  exemple dansun  intervalle  {a,  h). 
Supposons  que,  pour  chaque  valeur  de  x  appartenant  à  l'ensemble 
(X), y!, './•)  ait  une  limite  quand  n  augmente  indéfiniment  :  cette 
limite,  étant  ainsi  déterminée  pour  chaque  valeur  de  x  qui  appar- 
tient .à  l'ensemble  (X)  peut  être  regardée  comme  une  fonction  de  x 
déterminée  dans  rcnsomJjle  (X)  ;  je  désignerai  celte  fonction  par 
f  (x)  et  je  poserai 

llm./„(.T)=/(.x). 

II  est  naturel  de  dire  que  la  fonction  f  (.r)  est  la  limite  de  f,,  (x) 
pour  n  infini.  Si  l'on  se  donne  une  valeur  de  .'•.  appartenant  à 
l'ensemble  (X)  et  un  nombre  positifs,  il  existera  certainement  une 
valeur  de  n  telle  que  l'on  ait,  pour  cette  valeur  de  x 

Cette  valeur  de  n  dépend  en  général  de  x  et  de  z  ;  le  cas  où  elle 
ne  dépend  que  de  £  est  particulièrement  intéressant.  En  effet,  dans 
ce  cas,  la  fonction/,,  (.c)  fournit  une  expression  approchée  de/(j:), 
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avec  un  degR'  crapproxiinalion  qui  csl  li^  jnriuc  quoUc  que  soit  la 
valeur  de  ./;,  appailcnant  à  rcnseuihlc  (  \)  ;  elle  renseignera  ainsi, 
dans  une  certaine  nicsuie,  sur  les  [iropriélés  et  l'allure  de  la  fonction 
y  (.#;),  (jui,  tlans  l)ien  des  cas,  n'est  connue  que  par  les  fonctions 
f„  (./•;  dont  elle  est  la  limite.  Au  contraire,  si  afin  d'avoir  le  même 
degré  dapproximalion,  du  [)eut.  jutur  certaines  \aleurs  de  x, 
s'arrêter  à  une;  fonclinn  /„  (./;)  où  ii  n'est  [)as  très  grand,  tandis «pi'il 
faut,  pour  d'autres  valiMirs  de  ./•,  aller  très  loin  dans  la  suite 

le  l'ail  que  celte  suite  a  |)our  limite;  /  (/')  constitue  un  renseigne- 
ment beaucoup  moins  précieux. 

.le  dirai  (jue  la  funclidn  /'„  (./•),  déterminée  pour  cliacpie  \alour'  du 
nombre  naturel  ii  et  pour  chaque  valeur  ./•  de  l'ensemble  (X),  tend 
ou  converge  uniformément  dans  ;\),  au  sens  hinjc,  vers  sa  limite 
f  {.r),  lorsqu'à  chaque  nombre  positifs,  si  petit  qu'il  soit,  corres- 
pond un  nombre  naturel  n  tel  que  l'on  ait 

l/(--0-7n^-'OI<^ 

pour  toute  valeur  de  .a;  ap[)artenant  à  (\).  .le  dirai,  dans  les  mêmes 
conditions,  que  la  suite /",  (•'*)•• /o  (•'-'),  •••  est  uniformément  con- 
vergente mi  sens  large. 

Celte  délinition  large  de  la  convergence  uniforme  permet  en 
quelque  sorte  dans  la  suitey,  {.r),  f..  (./•).  ...,  stq:)posée  convergente 
(sans  épithète)  une  certaine  irrégularité,  qu'il  est  soidiaitahle 
d'exclure.  On  peut  bien  avoir,  pour  une  certaine  valeur  de  n,  et 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  (X), 

l/W-A^-'OK- 

en  sorte  que,  pour  toules  ces  \aleurs  de  ./',  f,,  'x)  re[)résenle  /'(.'') 
avec  une  erreur  moindre  (pie  i,  sans  que  celle  ap[)ro\imalion  se 
conserve  quand  on  va  plus  loin  dans  la  suite,  sans  que  l'on  ait 
|/(.r)  — /,.  (./•)  I  <C  i  pour  m  >>  n.  Aussi  convient-il  d'ado[)ter  pour 
la  définition  de  la  convergence  uniforme,  proprement  dite,  la  sui- 
vante, évidemment  plus  restiictive  que  celle  cpii  pr('cède. 

La  fonction /;,  ^z')  déterminée  pour  chaque  valeur  du  nond)re 
naturel  n  et  poiu'  charjuc  valeur  de  x  a[)partcnant  à  (X),  tend  ou 
converge  imiformi-inent   dans   cet  ensemble  vers  sa    limite  /"  (.'•) 
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lorsqu'à  chaque  nombro  positif  î,  si  petit  qu'il  soit,  correspond 
un  nombre  naturel  />  tel  que  l'on  ait  |/(.'')  —  f»  {•'T')  |  <  £,  quels 
que  soient  le  nombre  ./•.  appartenant  à  l'ensemble  (\),  et  le  nombre 
naturel  /(  supérieur  ou  éfral  à  /). 

Cest  celte  déliuition  qui  sera  adoptée  dans  la  suite,  à  moins  que 
l'on  ne  dise  converg'ence  uniforme  ((  au  sens  large  ». 

On  peut  réunir  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
/'„  (./■)  ait  une  limite,  et  tende  uniformémeni  vers  cette  limite,  en 
disant  : 

La  fonction  /'„  (.'•)  a  une  limite  pour  n  infini  et  tend  uniformé- 
ment vers  sa  limite  dans  l'ensemble  (X)  si  à  chaque  nombre  posi- 
tif £  on  peut  faire  correspondre  un  entier  y?  tel  que  l'on  ait,  pour 
toutes  les  valeurs  des  nombres  naturels  n,  m  supérieures  ou  égales 

quel  que  snil  le  n(>nd)re  .'•  do  l'ensemble  (X). 

I.a  condition  est  nécessaire,  car  si  la  fonction /„  (.r)  tend  unifor- 
mément vers  sa  limite/ (.c),  on  peut  faire  correspondre  au  nombre  ' 
un  nombre />  tel  que  l'on  ait  pour  les  nombres  n  et  m  supérieurs 
ou  égaux  à  p, 

\J„  (.r)  -  /  (.-';  1<  -' ,       I  /,.  (,-^)  -  /  i-^)  l<  I . 

et,  par  suite 

|/„,  (.-)-. A  (.-OK- 

l']llc  est  suffisante  ;  car,  si  elle  est  vérifiée,  rexistence  d'une 
limite  /(•'"),  pour  chaque  nombre  :c  appartenant  à  (X),  résulte 
d'abord  du  théorème  du  n"  56  ;  puis  l'inégalité  précédente,  si  l'on 
y  fait  croître  m  indéfiniment,  donne  |/"„  {x)  — /  (.^)  |  ^  £,  pour 
toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  p. 

On  sera  certainement  dans  ce  cas  si  l'on  connaît  une  suite  infinie 
de  nombres  a,,  a^,  ...,  a».  ...,  admettant  une  limite  et  tels  que  l'on 
ait,  pour  toutes  les  valeurs  des  nombres  naturels  n,  m  et  pour 
toutes  les  valeurs  de  :r  qui  appartiennent  à  l'ensemble  (X), 

l/m  (•^)  — /»  (-^j  I   ^   1  '^m  —  a«  I, 

puisque,  si  l'on  se  donne  le  nombre  positif  3,  on  peut  lui  faire  cor- 


I 
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rrspondrc    un   noiiil)i(^  iiahircl  p  loi  que  l'on  ;iil  |  a,„  —  y.n\<^i, 
sous  les    rondiliiitis  m  y- p,    ii  ^  •  />.    J.c  cas  où   les  nombres  a,, 

7.. 7.,,,  ...    sont  posilil's   ot  foiiui'nL  une    stiile  rroissanle   (ou 

tiérroissante)  se  présente  fréqueuMucnl. 

Notons  encore  la  remarqua  évidcnle  (pic  voirl  ;  si  la  suite 
./i  (•'■)*./:!  (■'')•  •••  f^l^  unifonuéiucnl  convergente  clans  l'enseuihlc  (\), 
elle  est  uniforniéuiciil  convergente  dans  tout  ensemble  (X,  i  contenu 
dans  (\). 

Voici  maintenanl  fiuchnics  exemples  :  soit  /],  (x)  = :    la 

lonclioii  /'„  (.r)  est  définiepoiir  tonte  valeur  positive  ou  nulle  de  ./;  ; 
on  a  évidemment 

liin.  f„  (.r)  :^^  I  ou  o, 

suivant  que  ./*  est  nul  ou  positif  :   la  fou'^lion  /'(•'■)  est  égale  à  i 
[tour  .'•  rrr:  (),  clIc  cst  égalo  à  o  pour  les  valeurs  [)osilives  de  .r.  Pour 

■'■  =  -  .  la  fonction  /'„  (x)  est  d'ailleurs  égale  à  -;   dans  l'intervalle 

(o,    i),  elle  ne  tend  pas  uniformément   vers   sa  limite.  En    effet, 
quelque  soit  le  nombre  naturel  n,  il  y  a  dans  l'intervalle  considéré 

une  valeur  x  ^=  -,  pour  laquelle  la  dilîérence  | /',  (.'■)  —  /'(■'')  |  est 

égale  à  -.  On  observera  ici  que  la  fonction  /"(.a-)  n'est  pas  continue 

dans  l'intervalle  (o,  i),  quoique  chacune  des  fonctionsy,,  (.c),  dont 
elle  est  la  limite  soit  continue. 

Dans  tout  intervalle  [a,  h)  limité  par  deux  nombres  positifs 
a,  />  {a  <C  h),  la  fonction  /'„  [.r\  lend  uniformément  vers  sa  limite  o, 
en  effet,  pour  avoir 

t 


n.r  -+-   I 


il  suffira  de  prendre  n  su[i('iienr  à  l;i  partie  entière  de : —  . 

Considérons  maintenant  les  fonctions  f,,  (./•)  définies  par  les  éga- 
lités suivantes  : 

f{x     =  o,  flm(x)  —    T, 7-^ Tô, 

'■{m  =--  1 ,  3 ,  3 ,  . . .  )  ; 
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il  csl  ihiir  (juo  l'on  a  lim.  yô,„(cf)  =  o,  quel  que  soit  x  et,  par  consc- 

ni  =  ce 

qucnl.  quel  que  suit  encore  x, 

lim. /„(.,■)  =/(.r)  =  o. 

Considérons  l'intervalle  (o,    i).   Pour  .r  =  -  ,  on  a /^2.ii  (.r)  =  i . 

La  fonction/, (.'•;  tend  uniformément,  au  sons  large,  vers  sa  limite, 
puisque,  pour  toutes  les  valeurs  impaires  de  n  la  dilTcrence 
1./''  {•'')  — ./\'")  I  ^^^  uuile  ;  mais  elle  ne  tend  pas  uniformcuienl  vers 
celte  limite,  au  sens  qui  a  été  adopté  (inalement,  puisque,  quelque 
grand  que  soityj,  il  y  a  des  nombres  pairs  2  m  plus  grands  que  p 

i 

m 


et  des  valeurs  —  de  ./;,  telles  que  la  dilïérence  |  /m  (■'■)  -r-  f[x)  |  soit 


égale  a  i. 

Les  exemples  qui  précèdent  mettent  en  évidence  la  différence 
entre  la  convergence  sans  éj)illirte,  la  convergence  unift)rme  propre- 
ment dite  et  la  convergence  uniforme  au  sens  large.  Les  considéra- 
lions  générales  qui  terminent  le  présent  numéro  contribueront  à 
éclaircir  la  notion  capitale  de  la  convergence  uniforme  ;  toutefois  le 
lecteur  peut,  sans  inconvénient  pour  la  suite,  les  laisser  de  coté. 

Supposons  qu'à  chaque  valeur  du  nombre  positif  s  corresponde 
un  nombre  naturel  /)  tel  rpic  l'on  ait,  pour  toute  Aaleur  de  x  appar- 
tenant à  (\),  I  /*(./■)  —  /"„  (.'•)  I  <C  £  :  à  ce  nombre  i  j)euveiit  d'ailleurs 
correspondre  plusieurs  nombres  n,  même  une  infinité  :  soit  en  géné- 
ral, 8  (s)  l'ensemble  des  inverses  des  nombres  naturels  n  qui  cor- 
respondent ainsi  à  £  ;  on  aperçoit  de  suite  que  l'ensemble  8  (0)  satis- 
fait aux  conditions  du  n''156;  il  y  a  donc  un  ou  plusieurs  points  A-, 
formant  un  ensemble  8  (o),  dont  chacun  appartient  à  tous  les 
ensembles  8^c)  ou  est,  pour  chaque  ensemble  8(c),  un  point  d'accu- 
mulation. D'autre  ]iart.  par  sa  nalure  même,  l'ensemble  8  (c)  ne 
peut  avoir  d'autre  point  d'arcunuilation  que  le  point  o  ;  il  y  a  deux 
cas  à  distinguer  suivant  que  o  est,  ou  non,  un  point  d'accumula- 
tion pour  tous  les  ensembles  8  (s).  Dans  le  cas  où  o  n'est  pas  un 
point  d'accumulation  pour  tous  ces  ensembles,    ceux-ci    doivent 

avoir  au  moins  un  point  conniuu)  /,•  ;  si  l'on  pose  ti  =  -r,  le  nombre 

naturel  n  jouira  de  la  propriété  suivante;  quel  que  soit  le  nombre 
positif  c  on   aura,  pour   chaque   valeur  de  x  uppar tenant  à  (X), 
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\ /(■'')  — /„  (./:)  I  ■<  £,  cl  par  suite/,,  (./;)  =  /'(./;).  Dans  ce  cas,  l'un 
des  termes,  au  moins,  de  la  suite  /',  {x),f-î{x),  ...  sera  la  fonction 
liniile  ollc-mème.  Cette  circonstance  s'est  présentée  dans  l'un  des 
exemples  précédents.  Supposons  maintenant  que  o  soit  un  point 
d'accumulation  pour  tous  les  ensembles  8  (£),  c'est-à-dire  qu'il  y 
ait,  quel  que  soit  le  nombre  positif;,  des  nombres  naturels  n,  aussi 
grands  qu'on  le  veut,  tels  que  la  dilTérence  f{x) — /"„(>«)  soit 
moindre  que  £  en  valeur  absolue,  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
appartenant  à  (\)  ;  on  va  montrer  qu'on  peut  alors  extraire  de  la 
smW  f^{x],  J\[x),  ...  une  autre  suite  ©,  (.r),  çi^  (x),  ...  qui  soit 
uniformément  convergente,  au  vrai  sens  du  mot. 

Donnons-nous,  en  elïet,  une  suite  infinie  de  nombres  positifs 
décroissants,  £,,  c^,  ...,  £,-,  ....  tels  que  l'on  ait  lim.  £,.  ^=  o,  et  soit 

en  général  /?,.  l'inverse  d'un  nombre  qui  ligure  dans  renseud)lc 
8  (£,.),  précédemment  défini  ;  on  prendra  o,-  (x)  =//i,  [x)  ;  la  suite 
c;,  ix).  0=,  (x),  ...,  sera  bien  uniformément  convergente,  puisque, 
si  on  se  donne  le  nombre  positif  £,  et  si  l'on  prend  dans   la  suite 

I,,  i..,.  un  nombre  cr  <C  î.  on  aura  pour  toutes  les   valeurs   de 

l'indice  s  supérieures  ou  égales  à  /*, 

Ainsi  les  suites/,  {^)^f>  {■'-)•  •••<  que  l'on  a  appelées  plus  liant 
«  uniformément  convergentes,  au  sens  large  »  peuvent  être  divi- 
sées en  trois  catégories. 

1°  Celles  qui  sont  uniformément  convergentes  au  vrai  sens  du 
mot  ; 

2"  Celles  d'oi'i  l'on  peut  extraire  une  suite  uniformément  con- 
vergente, et  qui  peuvent  ainsi  être  regardées  comme  provenant 
d'une  telle  suite,  où  s'intercalent  des  termes  irréguliers  cpii,  toute- 
fois, n'enq)ècbenl  pas  la  convergence  (sans  épilliète)  de  la  suite  ; 

3'  Enfin  celles  d'où  l'on  ne  peut  pas  extraire  de  suite  uniformé- 
ment convergente,  mais  où  la  fonction  limite /(./•)  figure  comme 
terme  :  c'est  la  seule  présence  de  ce  terme,  laquelle  n'a  évidem- 
ment rien  d'essentiel,  qui  rapproclie  la  suite  /',  {xi,  /',  (./•),  .  ., 
d'une  suite  uniformément  convergente. 

Soit  /,  (./;), /i  {x),  ...,  une  suite  infinie  de  fonctions  déterminées 
dans  l'ensemble  hornr  (\)  :  je  suppose  qu'il  y  ait  une  fonction 
/(./•),  déterminée  dans  le  môme  ensemble,  telle  que  l'on  ait,  pour 
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chaque  valeur  de  ./•  appai  leiiaiU  à  (\),  lim.  /'„  (./•)  =  f  {.r)  ;  je  sup- 

/i  =  00 

pose  en  outre  que  la  suile  n'est  [las  uniformément  convergente 
dans  cet  ensemble,  c'est-à-dire  (ju'il  ne  correspond  pas  à  tout 
nombre  positif  a  un  nombre  naturel  p  tel  que  l'on  ait 

[)Our  tous  les  nombres  ./;  appartenant  à  (\\  et  tous  les  nombres 
naturels  n  >/*.  En  d'autres  termes,  il  y  a  un  nombre  positif  a  qui 
jouit  de  la  propriété  suivante  :  quel  que  soit  le  nombre  naturel  p, 
pour  un  certain  nombre  j:  appartenant  à  (\)  et  un  certain  nombre 
naturel  n  >•  y>  on  a  |/(.f) — /,,  [x)\  ^  a.  Soit  ÏL^,  l'ensemble  des 
valeurs  de  x  appartenant  à  (X)  auxqiielles  on  peut  ainsi  associer 
un  nombre  naturel  n  >/>,  en  sorte  que  l'inégalité  précédente  soit 
vérifiée. 

La  suite  des  ensembles  [t,)  ip=  ^'  '^o  ^'  •••)>  tous  contenus  dans 
(X),  est  de  la  nature  de  celles  que  l'on  a  considérées  à  la  lin  du 
n"  156  ;  d'un  autre  côté,  il  ne  peut  pas  y  avoir  de  point  k  com- 
mun à  tous  ces  ensembles^  car  un  tel  point  appartiendrait  à  (X)  et 
l'inégalité  |/(/'")  —  ^  (A)  |  à  y  qui  devrait,  pour  ce  point,  se  trou- 
ver vraie,  quel  que  fut  j»,  pour  une  valeur  de  n  supérieure  à  p, 
est  incompatible  avec  la  supposition  lim.  J],  (A)  =f[k).  Soit  (8^) 

l'ensemble  (fini  ou  clos)  des  points  d'accunmlation  communs  à 
tous  les  ensembles  B^, (p  =  i,  2,0,  ...). 

Tout  point  A-  de  cet  ensemble  (Bu)  est  un  point  d'accumulation 
de  (X),  appartenant,  ou  non,  à  (X).  Un  telpoint  A  est  caractérisé  par 
la  propriété  que  voici  :  il  y  a  des  couples  de  nombres  x,  n  dont  le 
premier  appartient  à  (X)  et  est  aussi  voisin  de  A  qu'on  le  veut, 
dont  le  second  est  un  nombre  naturel  aussi  grand  qu'on  le  veut, 
pour  lesquels  on  a  \f{x)  — /„  {x)  \  ^  a.  Cet  ensemble  Bw  dépend 
du  nombre  positif  a  ;  pour  marquer  cette  dépendance,  désignons-le 
par  8(0  (a).  Si  ^j  est  un  nombre  positif  plus  petit  que  a,  l'ensemble 
Boj  (a)  est  contenu  dans  l'ensem])!:;  Bw  {[y)-  Soit  (bL)  l'ensemble  des 
points  qui  appartiennent  à  quelque  ensemble  Cu  (a)  011  a  est  un 
nombre  positif  :  en  d'autres  termes,  un  point  h  de  (Bu)  est  caracté- 
risé par  cela  même  (ju'il  correspond  au  nombre  A  un  nombre  po- 
sitif a  tel  que  A  appartienne  à  l'ensemble  précédemment  défini 
8u>  (a).  C'est  aux  points  de(8'oj)quc  se  manifeste,  en  quelque  sorte  le 
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(It'l'aiit  (riuiilnniiil(''  dans  la  cunvor^M'iice  cU;  la  snilc  /\(.i-),  /'.(.r),  ... 
(v'cllr  l'i  csl  iiiiilni  iiK'iiH'iil  coinci-^'.Mile  dans  Idiil  ciisciiiMc  (\  ), 
CDiiloiui  dans  (\).ilonl  aniun  point  d'accnniulalion  n"aj)|)arlicnt 
à  (}.,'„).  en  [)arlicnlicr  dans  loul  ensemble  dus,  cunlenu  dans  (\) 
(jui  n'a  aucun  point  commun  a\ec(!-'.w). 

180.  — Supposons  que  l'ensenihlc  (\)  des  valenis  de  ./•  clans 
letpicl  les  loïKiions  /'„  (.<)  sont  délerminées  soit  clos.  Si  la  fonction 
J'i,  (./•)  est  continue  (n'  162)  dans  rensend)le  (\)  el  si  elle  cunNci-i^e 
uniroruiéiucnt  (même  au  sens  lariic)  \eis  sa  limite  /"  (.'),  celle-ci 
est  aussi  continue  dans  l'ensemble  (\). 

Soit  en  clVet  £  un  nombre  positif  cpiclcon(|uc  ;  on  pourr.i,  en 
raison  de  la  ccinvergencc  unilorme,  lui  faire  correspondre  un 
nombre  naturel  ii  tel  que  l'on  ait.  quels  que  soient  les  n(ind)res 
j:,  X  de  l'enscud)lc  (X), 

puis,  en  raison  de  la  continuité  de  la  fonction  /i,  (./•),   un  nombre 
positif  y;,  assez  petit  pour  (|uc  l'on  ait 

|/.(x-')-/,(-r)|<3. 

sous  la  condition  \x'  —  x  |  •<  /;.  Comme  on  a 

|/(x')  -J{x)  I  â  |/>')  -f,^:c')  I  +  |/,(.r')  -/,(.v)  |  +  1/,  .■)  -/(x)|. 

on  aura,  sous  la  seule  condition  que  x  et  x  ap[)arlieiHient  à   l'en- 
sembl  •  (\)  et  vrrilient  l'inéi^alilc  [ .//  —  A'  |  <C  "^> 

!/(-') -/(•'■)!<- 

La  continuité  d(;  la  fonction y"(.r),  dans  l'ensemble  (\)  est  démon- 
trée. 

Ainsi  (ju'on  l'a  vu  [)ar  un  exemple,  cette  continuité  n'est  pas 
assurée  par  la  seule  continuité  des  fonctions  /],  (./). 

Dans  le  cas,  signalé  plus  haut,  où  la  fonction  limite  /"(.')  fait 
partie  de  la  suite  y",  (.c),  y'^  (.'■),  ...,  le  théorème  précédent  est  un 
sim[)Ie  truisme. 

De  même  l'inégalité 

1/.  (^•;  -/(■^')  I  â  1/.  (•^•)  -/(•'■)  I  +  \JV)  -A^-'.  1. 
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poimct  lie  nionlror  on  supposanl  Iqu jours  que  (\)  soil  clos  et  que 
la  ronotion/;,  (.r).  continue  clans  (\),  londc  unifoiinéinenl  vers  sa 
limite  /'(.»•).  aussi  continue  dans  (X),  que,  quel  que  soit  le  nombre 
positif  1,  on  peut  lui  faire  correspondre  un  n(_)mlne  positif  v;  cl 
nn  nombre  naturel  n  lois  que  l'on  ait 

Un  [^-l-f  {■■■')  \<'^ 

pourvu  que  ./■  et  ,;■'  apparlionnont  à  l'ensoniLlo  (\)  et  qu'on  ait 

La  proposition  qu'on  vient  d'établir  est  très  importante  ;  il  im- 
porte toutefois  d'observer  que,  lorsqu'on  suppose  lim. y),  (,c)  =f{x), 

et  que  l'on  supi)0se  continues  les  fonctions /]j  (.c)  (/i  =  i,  2,  ...), 
la  convergence  uniforme  de  la  suite  /",  (.r),  /",  (,r),  ...,  n'est  pas  une 
condition  nécessaire  pour  la  conlimiilc  do  la  fonclion  /'(.r). 

181.  —  11  convient  de  remarquer  en  passant  qu'une  fonction  de 
X  telle  que/„(x),  définie  dans  l'ensemble  (X.)  pour  chaque  valeur 
du  nombre  naturel  n,  est  au  fond  une  fonction  de  deux  variables 
X  et  n  définie  pour  chaque  couple  de  nombres  x  et  n  dont  le  pre- 
mier appartient  à  (X),  le  second  à  l'ensemble  des  nombres  naturels. 
11  est  clair  qu'on  peut  étendre  quelque  peu  les  notions  qui  pré- 
cèdent en  remplaçant  ce  dernier  ensendjle  par  un  autre  ensemble. 
Considérons  une  fonction  f[x,  y)  de  deux  variables,  déterminée 
pour  chaque  couple  de  nombres  x,  y,  dont  le  premier  appartient 
à  l'ensemble  (X)  et  le  second  à  l'ensemble  (Y).  Pour  chaque  valeur 
de  y  appartenant  à  l'ensemble  (\),  f[x,  y)  est  une  fonction  de  x 
déterminée  dans  (X).  Soit  h  un  point  d'accumulation  de  (\)  et 
supposons  que  x  étant  regardé  comme  un  nombre  déterminé, 
d'ailleurs  quelconque,  pourvu  qu'il  appartienne  à  l'ensemble  (X), 
f(x,  y)  ait  une  limite  pour  y  =z  b,  quand  y  s'approche  de  b  en 
restant  dans  l'ensemble  (Y),  en  sorte  que  l'on  puisse,  en  désignant 
pary(a;)  cette  limite,  déterminée  ainsi  pour  chaque  nombre  j:  de 
l'ensemble    X),  écrire  l'égalité 

lim./(a-,  y)  =  f{x), 
y  =  b 

à  laquelle  on  donnera  le  sens  du  n"  151  ',  J  {^')  peut  être  regardé 
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comme  uni'  rnuclion  do  ./  (li'-liiiic  par  colle  l'^Mlil»'-  (Liiislon- 
semble  (\). 

On  pourra  dire,  on  eiiloiidanl  lotijours  quo  y  s*ap[)rocliodc  h  en 
restant  dans  (Y)  : 

J{x,  y)  tend  unlforniénient  vers  sa  limite  J'{j:)  si  à  chaque 
nombre  positif  c,  quelque  petit  qu'il  soit,  correspond  un  nombre 
positif /î  tel  que  l'on  ait  \f{x,  y)  — f[x)  \  <  £,  pour  tout  système 
de  nombres  (./•,  y)  dont  le  premier  appartient  à  (X),  dont  le  second 
appartient  à  (V)  et  vérifie  la  condition  [y  —  b\  -<  /;. 

A  côté  de  celte  définition,  on  pourrait,  comme  au  n*^  179, 
placer  une  définition  delà  convergence  uniforme  «  au  sens  large  ». 
Au  surplus,  la  plupart  des  [)ropositions  et  considérations  déve- 
loppées au  n°  179  pourraient  être  reprises  de  ce  nouveau  point  de 
vue,  je  ne  m'y  arrêterai  pas  et  je  me  contente  de  signaler,  en 
raison  de  sa  grande  importance,  le  théorème  correspondant  à 
celui  du  n"  189. 

La  fonction /(.r,  y)  peut  être  regardée  comme  une  fonction  de 
X  définie  dans  l'ensemble  (X)  pour  trouver  les  valeurs  de  y  qui 
appartiennent  à  l'ensemble  (Y).  Supposons  que  l'ensemble  (X)  soit 
clos  et  que,  pour  chaque  valeur  de  y  appartenant  à  l'ensemble  (Y"), 
la  fonction  f(x,  y),  considérée  comme  une  fonction  de  x,  soit  une 
fonction  continue  de  x  dans  l'ensemble  (X).  Si  f{x,  y)  tend  uni- 
formément vers  sa  limite /(a;)  quand  y  s'approche  du  point  d'accu- 
mulation b  de  (Y)  en  restant  dans  cet  ensemble,  on  peut  affirmer 
la  continuité  de  la  fonction / (a;)  dans  (X).  La  démonstration  est  la 
même  qu'au  n"  180. 

Inversement,  si  f{x,  y)  est  une  fonction  continue  des  deux 
variables  ./;,  y  dans  l'ensemble  (XY)  dont  les  éléments  sont  les 
couples  de  valeurs  de  x,  y  qui  vérifient  les  conditions  A  ^  x'  ^  A', 
B  <  y  ^  B'  ei  si,  en  regardant  x  comme  un  nombre  fixe  de  l'in- 
tervalle (A,  A),  on  suppose  que  y,  toujours  assujetti  à  appartenir 
à  1  intervalle  (B,  B')  tende  vera  une  valeur  y^,  appartenant  aussi  à 
cet  intervalle,  il  est  clair  que  l'on  aura 

Yim  J\x,y)=f{x,y,), 

et  que /(.r,  j)  tendra  uniformément  vers  sa  limite /(.r.  jg)  pour 
toutes  les    valeurs  de  .r  qui  a[)parliciiriont  à  rinicrvallc    (\,  A), 

Tan!»kry  I.   —  liilroiluclion  k  la  Ibéorie   des  foliotions  ly 
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[Miis(|tic.  en  vcrln  de  la  di'linilion  do  la  conlinuitc  (n°  164)  la 
dllVôrcnce  /'(.'•,  y)  — f\.c,  Vq)  peut  être  supposée  moindre  en  valeur 
absolue  que  tel  nombre  positif  s  que  l'on  voudra,  pourvu  que 
y — Vo  soit  moindre,  en  valeur  absolue  qu'un  nombre  positif  >7, 
convenablement  choisi,  et  cela,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x, 
pourvu  qu'elle  appartienne  à  l'intervalle  (A,  A'). 

Laissons  de  cùté  celte  généralisation,  et  revenons  au  cas  de  fonc- 
tions /i,  (.f)  déterminées  dans  un  ensemble  (X)  pour  chaque  valeur 
du  nombre  naturel  n. 


182.  —  Considérons  une  suite  infmie  Ui,  1I2,  .■■,  «n,  •••  de 
fonctions  de  x  dont  chacune  est  une  fonction  déterminée  de  a?  dans 
l'ensemble  (X)  et  supposons  que,  pour  chaque  valeur  de  x  appar- 
tenant à  cet  ensemble,  la  série 


(«) 


«., 


soit  convergente  :  la  somme  de  cette  série  pourra  être  regardée 
comme  une  fonction  /(.r)  déterminée  dans  l'ensemble  (X)  et  cette 
fonction  pourra  rire  regardée,  au  sens  qui  a  été  expliqué  au 
n"  179,  comme  la  limilc,  pour  n  infini,  de  la  somme 


fn(^ 


a„ 


des  n  premiers  termes  de  la  série,  somme  qui  est  déterminée  dans 
(X).  Soit  d'ailleurs  R»  =f{x)  — Jn{x)  le  reste  de  la  série  limitée 
au  n"  terme  ;  R»  est  aussi  une  fonction  de  x  déterminée  dans  (X). 

La  série  [n]  sera  dite  uniformément  convergente  dans  (X)  si  à 
chaque  nombre  positif  s  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  na- 
turel /:*  tel  que  l'on  ait  |  R«  |  <<  s  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui 
apparliennent  à  (X)  et  pour  toutes  les  valeurs  du  nombre  naturel  n 
supérieures  ou  égales  h  p.  Si  la  série  (u)  est  uniformément  conver- 
gente^ il  en  est  de  même  de  son  reste  R„,  considéré  comme  la 
somme  de  la  série  u„  _|.  1  h-  «„  _(.  0  -h  . . . ,  et  cela  quel  que  soit  n . 

On  définira,  si  l'on  veut,  la  convergence  uniforme,  au  sens 
large,  en  disant  qu'à  chaque  nombre  positifs  doit  correspondre  un 
nombre  naturel  n  tel  que  l'on  ait  |  R„  [x)  j  <;  c,  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  (X). 

Il  n'y  a  aucune  dillcrence,  même  au  point  de  vue  de  la  généralité, 
entre  ces  nolions  el  celles  que  l'on  a  exposées  au  n°  179,  puisque, 
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iriiiir  |i;ul.  si  l'on  se  tldiinc  les  foiiclioiis  //,,  il,,  ...,  tin,  ....  l'H 
peut  en  déduire  les  fonctions  fi,  f..,  ...,  /'„,  et  que,  ti'aulre  pari,  si 
l'on  se  donne  ces  dernières  ibnclions,  on  peut  eu  déduire  les  pre- 
mières (n*^  89),  en  sorte  (jue  les  exemples  donnés  au  n**  179,  per- 
mettent de  construire  des  séries  (jui  ne  seront  pas  uniforuiémenl 
conver^^cnlcs,  soit  au  sens  large,  soit  au  sens  propre. 

Si  l'ensemble  (\)  est  clos,  si  la  série  (a)  est  uniformément  con- 
vergente, même  au  sens  large,  dans  cet  ensemble,  et  si  ses  termes 
«,,  H^,  ...,  Un,  ...  sont  des  fonctions  continues  de  x  dans  (X),  il 
en  sera  de  même  des  fonctions  /"„(x';,  sommes  d'un  nombre  fini  de 
CCS  termes,  et  la  somme  f[x)  de  la  série  sera  continue  dans  (X). 

183.  —  Soit 

(«)  «i  -h  a^  H-  ...  -h  a^  -I-  ... 

une  série  convergente  dont  les  termes  sont  des  nombres  positifs. 

I.  —  Soit,  comme  plus  haut  {11)  une  série  dont  les  termes 
»,,  n,,  ...,  u^,  ...  sont  des  fonctions  de  x  déterminées  dans 
l'ensemble  (\).  Supposons  (ju'on  ait  [  "^^  1  ^  a^  pour  loules  les  va- 
leurs de  X  appartenant  à  cet  ensemble  et  pour  toutes  les  valeurs  du 
nombre  naturel  a  ;  on  peut  affirmer  que  la  série  (a)  est  absolument 
et  uniformément  convergente  dans  l'ensemble  (X)  :  la  convergence 
absolue  de  la  série  (a)  est  évidente,  l'uniformité  de  la  convergence 
résulte  évidemment  de  ce  que  le  reste  de  la  série  [11)  est,  en  valeur 
absolue,  au  plus  égal  au  reste  de  la  série  (a),  qui  peut  être  supposé 
aussi  petit  qu'on  le  veut.  D'ailleurs,  cette  proposition  a  été  déjà 
énoncée,  sous  une  autre  forme,  au  n"  179,  à  propos  des  limites. 
Pourvu  que  les  fonctions  u^,  u.,,  ...,  soient  bornées  dans  (X),  la 
proposition  subsiste  évidemment  si  l'inégalité  [11^)  ^  a^  n'a  pas 
lieu  pour  les  premiers  ternies  de  la  série,  en  supposant,  bien 
entendu,  qu'elle  soit  vérifiée  par  tous  les  termes,  à  partir  d'un  cer- 
tain rang. 

Si  l'ensemble  (X)  est  clos  et  si  les  fonctions  a,,  u^,  ...,  «^,  ... 
sont  continues  dans  cet  ensemble,  il  en  est  de  môme  de  la  somme 
de  la  série  (a). 

II.  —  On  a  parfois  à  ap[)liqucr  le  théorème  précédent  dans  un 
cas  particulier,  sur  lequel  il  convient  de  s'arrêter  un  peu,  afin  de 
voir  qu'il  est  bien  compris  dans  le  cas  général. 
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Conservons  à  la  sc'ric  (n)  la  même  siijfnificalion  ;  r'csl  une  série 
convergente  dont  les  termes  sont  des  nombres  positifs. 

Supposons,  en  désignant  par  jn  un  nombre  naturel,  qu'on 
veuille  chercher  la  limite  pour  m  infini,  d'une  somme 

S  (m)  =  v^  (m)  -h  v.^  (m)  -4-  ...  -f-  u^  (m), 

dont  chaque  terme  c^  (/n)  a,  pour  m  infini,  une  limite  v^. 
L'existence  et  la  valeur  de  la  limite  apparaissent  immédiatement 
quand  /•  est  un  nombre  fixe.  Il  n'en  est  plus  de  même  quand  le 
nombre  naturel  r  dépend  de  ni  et  croît  indéfiniment  avec  m  :  pour 
indiquer  cette  dépendance  je  poserai  r  =  o{m)  :  on  a,  d'après  la 
supposition  précédente,  lim.  ©  {m)  =  -+-  oo  .  Jl  est  tout  naturel  de 

m  =  co 

rechercher  si  la  somme  S  (m)  n'aurait  pas  pour  limite,  quand   m 
croît  indéfiniment,  la  somme  8  de  la  série 


lorsque  cette  série  est  convergente.  Mon  but  est  de  démontrer  qu'il 
en  est  ainsi  lorsqu'on  a,  quel  que  soit  le  nombre  naturel  a, 
i'    {m)  I  S  a^,  ce  qui  implique  évidemment  |  v^  |  ^  «j^- 

Il  convient  d'abord  d'observer  que,  jusqu'à  présent,  v^  [m)  n'a, 
pour  une  valeur  donnée  du  nombre  naturel  a,  de  sens  que  si  m  est 
assez  grand  pour  que  o  (m)  soit  au  moins  égal  à  a.  ce  qui  finit 
toujours  par  avoir  lieu  en  vertu  de  l'hypothèse  lim.  9  (m)  =  -f-  00  . 

m  =  00 

Afin  que  la  fonction  v^  [m)  soit  définie  pour  chaque  valeur  du 
nombre  naturel  m,  je  conviendrai  de  poser  v^  (m)  =  o  pour  toute 
valeur  de  m  telle  que  '^  (m)  soit  inférieur  à  a  :  cette  supposition 
laisse  évidemment  subsister  les  conditions 

lim.  v^  (m)  =  v^,  |  v^  (m)  |  ^  a^  ; 

m  =  co 

la  somme  S  (m)  apparaît  alors  comme  la  somme  d'une  série  con- 
vergente dont  tous  les  termes  à  partir  de  celui  qui  occupe  le  rang 
/'  =-  'S  {m),  sont  nuls.  Nous  nous  rapprochons  évidemment  du  théo- 
rème démontré  dans  la  première  partie  du  présent  numéro. 
Considérons  maintenant  l'ensemble  clos  (X)  dont  les  éléments  sont 
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lo  nombre   o  et  les  inverses  des  nombres  naturels  ;    cet   ensemble 
(\)  admet  pour   point  unique  d'accunmiation  le  point  o  :  [)osons, 

pour  j;  =  —  et   pour   toutes    les  valeurs  du  nombre   naturel  a, 

t'a  ("')  =  "a  i^)'     puis     lim.  v^  (m)  =  v^  =  ii^  (o). 

m  =  00 

La  fonction  ii^  {.c)  est  définie  dans  l'ensemble  (X),  elle  y  est  con- 
tinue au  point  d'accumulation  o  ;  on  a  d'ailleurs  |  ii^  {x)  |  <  a^  pour 
cbaquc  nond^rc  naturel  a  et  cbaquc  valeur  de  x  appartenant  à  (X)  ; 
le  tbéorèinc  I  s'applique  donc,  la  somme  de  la  série  [a),  qui,  pour 

X  =  -,  est  égale  à  S  {m),  est  une  fonction  continue  de  x  dans  (X), 

sa  valeur  pour  a;  =  o  est  la  somme  S  de  la  série  l'j,  +  yg  H-  ...  et  il 
est  bien  prouvé  qu'on  a 

lini.  S  (m)  =  S. 


184.  —  Je  vais  donner  immédiatement  une  application  impor- 
tante de  la  proposition  I  du  numéro  précédent  aux  séries  de  la 
forme 

(l)  «0  "+-  "i^  +  "2^'  +  •••  +  ^"^"  +  •••• 

qui  ont,  en  analyse,  une  importance  considérable  :  «„,  a,,  ...,  a„,  ... 
sont  des  coefficients  numériques  et  x  une  variable  :  on  dit  qu'une 
telle  série  est  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives 
de  x;  on  la  désigne  encore  sous  le  nom  de  se'rie  entière  en  x,  ou 
de  série  de  Taylor.  Lorsqu'elle  est  convergente  pour  toutes  les 
valeurs  de  x,  on  dit  que  sa  somme  est  une  fonction  (transcendante) 
entière  de  x  (*). 

Soit,  en  général,  aï,  la  valeur  absolue  du  coefficient  a„  de  la 
série  (i)  :  supposons  que  l'on  connaisse  un  nombre  positif  A  tel 


(')  Conformf'ment  à  l'usage  adopté  par  plusieurs  auteurs,  je  supprimerai  à 
1  occasion  l'épithète  '(  transcendante  ».  Il  y  a  toutefois  lieu  de  prévenir  une 
confusion  possible  :  en  disant  série  entière  en  x,  je  ne  supposerai  pas  que  la 
série  soit  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  ;  en  disant  fonction  entière 
de  X,  je  suppose  essentiellement  cpie  la  série  (entière  en  x)  (jui  représente  cette 
fonction  soit  convergente  quel  que  soit  x. 
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que  la  série  à  loniios  positifs 

(2)  n;  +  a;  A  H-  «;  A^  +  ...-!-  «'„  A"  -f-  ... 

soit  convergente  :  on  est  sûr  alors  que  la  série  (1)  est  al)solunicnt 
et  iiniforménicnt  convergente  dans  l'intervalle  ( —  A.  A),  où  sa 
somme  est  ime  fonction  continue  de  x.  Cette  fonction  peut  se 
mettre  sous  la  forme 


(3) 


n„_ix" 


O.r"  + 


analogue  à  celle  d'un  polynôme  :  0  désigne  une  fonction  de  x, 
donc  on  peut  affirmer  qu'elle  reste,  dans  l'intervalle  ( —  A,  A)  in- 
férieure ou  égale,  en  valeur  absolue,  à  la  somme  de  la  série  conver- 
gente 


0/1  +  1 


'n  4- 


,A 


A^ 


On  a  insisté  au  n°  173  sur  diverses  propriétés  des  fonctions  de 
la  forme  (3)  où  0  reste,  comme  ici,  inférieur  en  valeur  absolue  à 
im  nombre  fixe.  En  particulier,  on  sait  que  deux  expressions  de 
cette  forme^  qui  se  terminent  à  une  même  puissance  de  x,  ne  peu- 
vent sans  être  identiques  terme  à  terme,  être  égales  pour  une 
infinité  de  valeurs  de  x  voisines  de  o.  On  en  conclut  que  deux 
séries  entières  en  x,  qui  seraient  toutes  deux  absolument  conver- 
gentes pour  X  =  A,  ne  peuvent  sans  être  identiques,  terme  à  terme, 
représenter  la  même  fonction  de  x  dans  l'intervalle  ( —  A,  A).  C'est 
là  une  proposition  que  l'on  complétera  plus  tard. 


185.  —  Enfin  je  veux  dire  un  mot  des  séries  telles  que 

?i  {^^  y)  +  ?2  (^>  j)  H-  •••  +  ?«  {■''"  y)  +  ••■ 

dont  les  termes  sont  des  fonctions  de  deux  variables,  en  me  bornant 
au  cas  où  ces  fonctions  sont,  comme  on  l'a  expliqué  au  n"  165, 
définies  dans  l'ensemble  (W)  dont  les  éléments  sont  les  couples  de 
valeurs  x,  y  qui  satisfont,  aux  conditions 


(0 


a  s  X  ^  a'. 


b  ^y  ^b'  ; 


si  pour  cbacun  de  ces  couj)les,  la  série  est  convergente,  il  est  clair 
que  sa  somme  définit  une  fonction /(x,  y)  dans  (XY)  :  la  série  sera 
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dite  iiiiirornK'nienl  convergente,  clans  ce  même  ensemble,  si  à  cliaf|nc 
nonihrc  positif  £  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  naturel  p 
.tel  que  l'on  ait,  en  désignant  par  /'„  (.r,  y)  la  somme  des  n  premiers 
termes  de  la  série  proposée, 

sous  la  condition  n'>p,  et  sous  les  conditions  (i).  C'est  ce  qui 
arrivera,  en  particulier  si,  la  série  à  termes  positifs 

«1  -t-  a.,  -1-  ...  -]-  a„  -\-  •.- 

étant  convergente,  on  a_,  sous  les  conditions  (i),  et  quel  que  soit  n, 

I  '-?„  {x,  y)  1  ^  a„. 

Si  la  série  proposée  est  uniformément  convergente,  dans  l'en- 
semble (\Y)  et  si,  en  outre,  les  fonctions  !p„  (x,  y)  sont  continues 
dans  le  même  ensemble,  la  somme  f(x,  y)  sera  aussi  continue 
dans  (XY),  et  l'on  pourra,  à  cbaque  nombre  positifs  faire  corres- 
pondre un  nombre  natiuol  p  et  un  nombre  positif  y^  tel  que  l'on  ait 

\fix,y)■-fn{x'.y')\<^, 

sous  les  conditions  n^  p,  \  .■;'  —  x\<ir,,  |  y'  —  y  |  <C  "/;  et  sous 
les  conditions  (  i). 

La  démonstration  est  la  même  que  pour  les  séries  dont  les  termes 
ne  dépendent  que  d'une  variable. 

186.  —  Il  est  à  peine  utile  de  dire  que  la  considération  des  pro- 
duits infinis  donne  lieu  à  des  propositions  toutes  pareilles  à  celles 
qu'on  vient  de  développer  pour  les  séries. 

Si  «,,  ;/,.  ....  Un,  ...  désignent  des  fonctions  de  x  déterminées 
dans  l'ensemble  clos  (X),  et  si.  pour  cbacune  des  valeurs  de  .r  qui 
appartiennent  à  cet  ensemble,  le  produit 

/l  =  00 

n  =  I 

est  absolument  convergent,  il  délinll  une  fonction  de./;,  déterminée 
dans  (X),  qui  pourra  être  regardée  comme  la  limite,  pour  n  infini, 
du  |)ioduit  7„  (./■)  des   n   premiers  facteurs  du    produit   infini.   Ce 


<.f)Ç> 
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(liMiiicM-  sera  ilit  uiilformcmcnt  convorgcnl  dans  l'ensemble  (\)  si, 
à  chaque  nombre  positifs,  on  peut  faire  correspondre  un  nombre 
naturel  y)  tel  que  l'on  ait, 

1 9»  (••*•)  —  9  (^)  I  <  ^. 

pour  toutes  les  valeurs  du  nombre  naturel  n  >-p  et  pour  toutes  les 
\aleurs  de  .r  qui  aj)partiennent  à  (X). 

Si  le  produit  est  uniformément  convergent  dans  (X)  et  si,  dans 
le  même  ensemble,  les  fonctions  «,,  ii.^,  ...,  u,,,  ...  sont  conti- 
nues, il  en  est  de  même  de  la  fonction  g  (.v). 

Si,  en  particulier,  on  connaît  une  suite  infinie  de  nombres  posi- 
tifs a,,  a.2,  ....  a„,  ...,  tels  que  la  série  >  a,,  soit  convergente,  et 
que  l'on  ait  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  (X) 
I  Un  I  <C  a»,  on  est  assuré  que  le  produit  infini  est  absolument  et 
uniformément  convergent. 

n  ^  00 

En  effet  le  produit  infini  à  termes  positifs  1  1  (i  +  «»)  t^sl  alors 

convergent,  et  si  l'on  désigne  par  A„  le  produit  de  ses  n  premiers 
facteurs,  il  est  aisé  de  voir  (n"  119)  que,  si  l'on  suppose  m  >  n, 
on  a  I  gm  {.v)  —  (j„  (x)  \  ^  A,,,  —  A«  ;  on  est  ramené  à  la  proposi- 
tion du  n'  179. 

Par  exemple  le  produit  j  î (  i  —  '~>)  est  absolument  et  unifor- 

n  =  I 

mémcnt  convergent  dans  tout  intervalle  :  il  définit  une  fonction 
de  X  continue  dans  tout  intervalle. 

La  proposition  II  du  n"  183  a  aussi  sa  correspondante  ici.  En 
reprenant  ks  hypothèses  et  les  notations  de  ce  n"  183,  on  peut 
affirmer  que  le  produit 

P(m)  =  [i  +  r,  (/»)]  [i  -H  v..{m)]  ...  [i  +  v,.{m)] 


ment  convergent 


a  une  limite  et  que  cette  limite  est  la  valeur  du  produit  absolu- 

a  =  co 
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Les  explications  que  l'on  a  données  au  n"  183  suriiscnt  à  luon- 
Ircr  que  celle  proposition  est  un  cas  pailiculier  de  celle  qui  pré- 
cède. 


II.  —  FONCTIONS  KLÉ.MEMAIUES 


187.  —  Après  avoir  établi  ces  propositions  générales,  je  vais 
ni'arrèler  un  peu  sur  quelques  fonctions  particulières,  qui  serviionl 
d'exemples,  et  qui  tiennent  d'ailleurs,  en  analyse,  un  rôle  essentiel. 

Considérons  d'abord  la  série 


f{x)=i    ^    ^ 


I  1.2  l.  li   ...  Il 

on  a  vu  au  n"  95  que,  si  A  était  un  nombre  positif  quelconque,  la 
série 

A        A^  A» 

I  H 1 h   ...  + 


I  1.2  l.  2  ...  Il 


était  convergente.  La  série  proposée  est  donc  absolument  et  uni- 
formément convergente  dans  l'intervalle  ( —  A,  A),  c'est-à-diie 
dans  tout  intervalle  :  sa  somme y(j?)  est  une  fonction  continue  dans 
tout  inlorvalle.  La  règle  de  multiplication  des  séries  permet 
(n'  115)  de  reconnaître  que  cette  fonction  jouit  de  la  propriété 

/(.r)x/(y)^=/(x+j). 

en  sorte  que  la  fonction  /'(.c)  est  de  la  forme  a'^  (n"  177).  en  dési- 
gnant par  a  un  nombre  positif,  que  l'on  déterminera  en  remarquant 
qu'il  duit  être  égal  à  /'(i),  c'est-à-dire  à  la  sonnne  de  la  série 

I  I  I 

I  H-    -  H h  ...  H +-  .... 

I        1.2  1. 2  ...  n 

Cette  somme  est  un  nombre  que  l'on  désigne  habituellement 
par  c  et  qui  joue  un  rôle  considérable  en  analyse  :  on  a  calculé  au 
n"  95  une  expression  approchée  du  reste  des  séries  de  l'espèce  con- 
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sidérée,    cl   l'on   coiichil  dv   siiilc   tic   celte   forme  que  ron  peut 
écrire 

1,1  1  0 

C  =  1  H 1 h  ...  H 4- 


I  1.2  1 .  2  . . .  /i         1 .  2  . . .  /i .  /i 

0  étant  un  nombre  compris  entre  o  et  1  ;   celte   formule  permet 
de  calculer  c  avec  telle  approximation  que  l'on  veut  :  on  a 

e  =  2,71828182845904523536... 

La  même  formule   montre  que  c  est  irrationnel  ;  si  en  elTct  il 
était  é'vil  à  la  fraction  irréductible—,  on  aurait 

;?(  I  I  I  0 
I 


n  I         1.3  1 ,  3  . . .  n        1 .  2  . . .  /i .  /i 

en  multipliant  les  deux  membres  par  i.  2  ...  /i,  le  premier  devien- 

drait  entier  ;  le  second  se  réduirait  a  -  quantité  qui  ne  peut  jamais 

être  un  nombre  entier,  même  nul.  On  doit  à  Cli.  Ilermite  d'avoir 
établi  que  e  est  un  nombre  transcendant,  c'est  à-dlre  c[ue  e  n'est 
racine  d'aucune  équation  algébrique  entière  à  coclïicients  ration- 
nels. 

11  résulte  de  ce  cjui  précède  que  l'on  a 


X          x^ 

x." 
.  -+- 

1.2.. 

,.  +  ••■■ 

X          X- 

e-^=  I i . 

I         1.2 

-+- 

I.  2  .. 

,n-^- 

ces  égalités,  valables  quel  que  soit  x,  sont  particulièrement  avanta- 
geuses quand  on  veut  calculer  e""  pour  de  petites  valeurs  de  x.  On 
voit  par  exemple  qu'on  peut  prendre  0,9  pour  valeur  approchée  de 

— P ,  avec  une  erreur  par  défaut  moindre  que  — . 

10/  *■  ^      200 


V^' 


e 

Je  reviendrai  bientôt  sur  cette  fonction  e"". 

188.  —  Considérons  encore  la  série 


(1)    l-i-jX- 


m 


(in  —  i)  ,    m(m— i)...(m  — »-4-i)^^ 


.T" 


1,2  1,2  ...  n 
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qui,  lorsque //?  csl  un  nombre  naturel,  se  n'ihiit  à  un  [)o|\nome 
en  X,  le  développement  de  (i  -+-  x)'".  Si  l'on  rcfrardc./;  cl  ni  connue 
des  variables,  ses  lennes  sont  des  |)olv nomes  par  lapport  à  ces 
deux  variables. 

Soient  A  im  nombre  positif  (juelconque  et  a  un  nond)rc  positif 
plus  jielil  que  i.  la  si'rie  à  termes  positifs 

I  --! —  an — 5 a  -L  ...  -\ — i — ■ — '  7."-^  .... 

i  i,a  T  ,;<  ...  /i 

est  convergente,  car  le  rapport  du  {n  -\-  i)"  terme  de  cette  série  an 
n"  tend  vers  o  quand  n  augmente  indéfiniment.  Or,  pourvu  que 
l'on  ait  I  /?J  I  <  A,  ]  jî  |  <  a.  les  termes  de  la  série  proposée  sont, 
en  valeur  absolue,  inférieurs  ou  égaux  aux  termes,  tous  positifs,  de 
la  série  qu'on  vient  d'écrire.  D'où  les  conclusions  suivantes  : 

La  série  (i)  est  uniformément  convergente  dans  l'ensemble  (MX) 
des  couples  de  valeurs  de  m  et  de  .r  qui  vérifient  les  conditions 
I  /?j  I  <  A,  I  -^  I  ^  ^-  ;  elle  est  continue  dans  le  même  ensemble.  Elle 
est,  par  conséquent,  continue  quand  on  fixe  l'une  des  variables  et 
qu'on  la  regarde  comme  une  fonction  de  l'autre.  Enfin  si  l'on  veut 
avoir  la  valeur  de  la  somme  pour  un  système  particulier  de  valeurs 
x' ,  m  ,  satisfaisant  aux  conditions  imposées,  il  suffii'a  de  prendre 
assez  de  termes  et  de  donner  aux  variables  x,  m  des  valeurs  suf- 
fisamment approclices  de  x'  et  de  m'  pour  obtenir  une  valeur 
aussi  voisine  qu'on  voudra  de  la  somme  cherchée. 

Je  vais  montrer,  d'après  Abel  (^)  que  la  somme  de  la  série  (i) 
est  égale  ù  (i  -^x)'",  pourvu  que  la  valeur  absolue  de  x  soit 
inférieure  à  i. 

Regardons,  en  effet,  x  comme  une  constante,  inférieure  à  i  en 
valeur  absolue  ;  la  somme  de  la  série  (i  j  est  alors  une  fonction  de 
m  définie  pour  toute  valeur  de  m,  et  continue  dans  tout  intervalle, 
puisque  dans  les  raisonnements  précédents,  A  est  un  nombre 
positif  quelconque.  Multiplions,  en  appliquant  la  règle  du  n"  114, 
la  série  (  1  )  par  la  série 

(2)  o  {n    =  i  -\-  ~  X  +  -5^ .r-  4-  ..., 


(*)  Œuvres,  2*  édilioii,  l.  I.  j).  2i(). 
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l'applicalion  ilc  cette  règle  est  légitime,  puisque  les  deux  sciios  (i), 
(y)  sont  absolument  convergentes  ;  on  aura 

'j  {m)  X  9  (")  =  I   H-  A,.r  +  \^x-  -j-  ...  +  A,,3^''  H-  ..., 

A|,  A, A;,  étant  des  fonctions  de  m  et  de  n   qu'il  est  facile  de 

former.   Si   la  proposition  énoncée  est  vraie,  il  est  clair  qu'on  doit 
avoir 

(3)  ç  [m)  X  O  (n)  =  9  (m  +  n). 

kj,  doit  donc  être  égal  au  coefficient  de  x''  dans  ©  [ni  H-  n),  c'est-à- 
dire  qu'on  doit  avoir 

o.  A     (m  +  n)  (m  -h  n  —  i)  ...  (m  -h  n  —  p  -\-  i) 

^  ^  ^  1.2  ...  p 

C'est  ce  qu'il  est  bien  aisé  de  vérifier  pour  les  petites  valeurs  de 
n,  et  de  démontrer  ensuite  par  induction.  Mais  cette  démonstration 
n'est  pas  nécessaire.  En  effet  d'une  part,  l'égalité  (3)  est  certaine 
quand  m  et  n  sont  des  nombres  naturels,  puisque  dans  ce  cas, 
o  f m),  o  (n),  o  (m  +  a)  ne  sont  autre  chose  que  les  développements 
(limités)  de  (i  -i-  x}'",  (i  -f-  £c)",  (i  +  x)'"  +  ",  et  le  coefficient  de 
x^'  dans  le  développement  de  (i  +  »;)'"  +  "  doit  être  égal  au  coeffi- 
cient de.r''  dans  le  produit  du  développement  de  (i  +  a;)'"  par  le 
développement  de  (i  +  x)". 

Dans  le  cas  général,  les  deux  membres  de  l'égalité  (3)  sont 
comme  il  est  aisé  de  le  voir,  des  polynômes  en  m,  n,  de  degré/)  ; 
cespolvnomes  prennent  des  valeurs  numériques  égales  pour  toutes 
les  valeurs  entières  et  positives  de  m,n  :  il  est  bien  aisé  d'en  con- 
clure qu'ils  sont  identiques. 

L'égalité  (3)  est  donc  établie. 

Donnons  à  x  une  valeur  fixe,  plus  petite  que  i  en  valeur 
absolue;  o{m)  est  une  fonction  de  m  continue  dans  tout  intervalle 
et  la  propriété  de  cette  fonction  qu'exprime  l'égalité  (3)  montre 
(n"  177),  que  l'on  a  (^(m)  =  A'",  A  étant  une  certaine  constante 
positive  qu'on  déterminera  immédiatement  en  faisant  /??  =  i  ;  on 
trouve  ainsi  A  =  <p  l'i)  =  i  -h  se,  l'égalité 

(l    -h  jr-)'"   = 

m        ,     m  (m  —  0     .  ^  ,    m  (m  —  i)  ...  (m  — /?  +  i) 

I  1.  2  1.2   ...  p 
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osl  ilonc  dt' mon  liée,  quoi  que  sdîI  ///.  jiouivi^  que  la  valeur  absolue 
tic  .1-  soil  inférionrc  à  i,  C'est  la  fonnulc  connue  sous  le  nom  de 
fornmle  ilu  hinume. 

Notons,  comme  cas  particuliers,  les  égalités 

(i  —  a-)~"»  = 

,    m    ,        in(m-\-i)    .,                 m  fm-(- i)...(nn- n — i)     _    , 
I  H —  -+■  X  — i ^  x--i- ...  -4-  — ■ — '- — ^ '- a-P  -h  .... 

I  1.3  1.2.../) 

ou,  lorsque  m  est  entier. 

— ■ r- —  =\.v>..6...(m — i)H-2.3./|...Hi.r-h3./i.  J...fA«  +  i  a;--f- 

[i  —  xy"  ^  '  ' 

-^  (P  ^  ^)  (P  -^  ^)  (P  +  3)  ...  {p  -h  m  —  i)  xi'  -+-  ...  ; 


,1     9    ,    1-3    ,    ,    1.3.5    ,  1.3. 5. ..(an —  i)    ,„ 


^,    _  2.>  2  2.^1  2.4.6  *■■  2.  '|-(i   •••    3/) 

La  première  a  été  utilisée  aux  n°'  131,  133 
189.  —  On  parvient  à  la  série 


'  ^  ^  I         1.2  1.2  ...  n 

dont  on  a  prouvé  plus  haut  qu'elle  était  égale  à  e^,  en  cherchant  la 

limite,  pour  n   infini,  de  (  i  -h  -)    .Je  n'invoquerai  pas,  dans  ce 

qui  suit,  le  fait  que  la  somme  '^  ./:   de  cette  série  est  égale  à  e''  :  ce 
fait  résultera  à  nouveau  de  la  démonstration  même. 

Si   l'on  suppose  [  /i  [  >■  x,   on  peut    appliquer  la  formule   du 
binôme,  et  écrire 

/        .r\"  nx      n(n — i)x/^  n(n — i)...{n — p-i-i)xP 

\        II)  m  1. 2      n^  1. 3  ...  p  nf 

Si  n  est  un  nombre  nnlurel.  tous  les  lormos  de  degré  supérieur 
à  n  ont  des  coefficients  nuls,  mais  la  formule  est  valable  dans  tous 
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les  cas  ;  en  itMii[)I;traiil  //  par     ,  cllodevienl 

en  posant 

^i  +  ^+fi-.)— +...  +  (i-c)(.-2:)...[i-0.-r)c]:^-^-^^  +  . 

Si  l'on  désigne  par   a,  h  deux  nombres   poeitifs  fixes,  la  série  à 
termes  positifs 

(2)  i-h-4-(i+6)^---+-...-f-(i+6){i+26)...[i+(/)— 1)6]-^-^^  4- 

est  convergente  pourvu  que  l'on  ait  a6  <<  i,  puisque  le  rapport  du 

(/)  -i-  2)"  terme  au  (/>  +1)"  est  ^ — —  et  que  la  hmite  de  ce 

rapport  pourjD  infini,  est  a6.  En  supposant  donc  ah<^\,  on 
voit  que  la  série  (i)  est  absolument  et  uniformément  convergente 
dans  l'ensemble  (XZ)  dont  les  éléments  sont  les  couples  de  valeurs 
de  X  et  de  2  qui  satisfont  aux  conditions  |  a;  |  <  a,  [  :r  |  ^  6.  Dans 
ce  même  ensemble  la  fonction  des  deux  variables  f[x,  z)  est  con- 
tinue ;  sa  limite  pour  z  =  o  s'obtient  simplement  en  faisant  2  =  0 
dans  les  coefficients  delà  série,  elle  esto(x').  De  plus,  quelque 
petit  que  soit  le  nombre  positifs,  on  peut  lui  faire  correspondre 
un  nombre  positif  r,  tel  que  l'on  ait.  pourvu  que  x,  x'  soient 
moindres  en  valeur  absolue  que  a, 


(p{x)-  [l  -t-  zx')     < 


sous  les  conditions  \x  —  x-'  |  -<  /^ ,  |  2  |  <;  y; . 

Il  revient  au  même   de   dire  qu'on  peut  faire  correspondre  à 
chaque  nombre  positif  £  deux  nombres  positifs  /;  et  P  tels  que  l'on  ait 


< 


sous  les  conditions  |  a;  |  ■<  a,  |  x''  [  •<  a  I  ic  —  aï'  !<;"/:.  |  /i  I  >  P  ; 
on  peut  prendre  P  égal  ou  supérieur  à     • 
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La  démonslrnlinn  précédente  subsisterait  si  l'on  voulait  scl)orner 
à  considérer  des  valeurs  ualurcllcs  de  n,  de  manière  à  n'ulilis^er  la 
lorinule  du  binôme  (|ue  [)Our  ce  cas.  Seulement,  alors,  la  variable 
::  ne  peut  prendre  cpie  des  valeurs  appartenant  à  l'ensendjlc  des 

fractions     .  ensemble  qui  admet  u  pour  point  d'accumulation  ('). 

On  pourrait  aussi,  dans  ce  cas  appliquer  la  proposition  II  du  u'  183. 

190.  —  Si   a,  |j  tendent  vers  o  de  manière  que  le  rapport  g 

tende  vers  une  limilc  ).,  l'expression  (14-  c/.)  ?  tendra  vers  la  limite 
o(/)  :  il  suffit,  pour  le  voir,  de  supposer  dans  la  proposition  qui 
précède 

^'  =  h       -  =  P.       ^  =  ^'• 

Enfin  dans  tout  ceci,  on  ne  s'est  point  servi  de  ce  que  'p{x)  était 
égal  à  c^,  et  cette  proposition  peut  être  regardée  comme  une  con- 
séquence de  ce  que  l'on  vient  de  dire. 

l'^n  efTet,  si  l'on  regarde,  comme  on  l'a  fait  plus  liant, 'j;(  i)  comme 
la  définition  du  nombre  e,  il  est  clair  que  l'on  aura 

lim.  /  I  -+-  -  1     —.  liui.  (i  +  ;)'=  0(1)  r=  e. 
On  a  d'ailleurs,  en  posant-  =  a, 


(,H-^)"=[(,+,)i]     ; 


si  n  augmente  indéfiniment,  ou  si  a  tend  vers  o,  la  quantité  entre 
crochets,  dans  le  second  membre,  tend  vers  e,  et  le  second  membre 
tend  vers  e'^,  à  cause  de  la  continuité  de  la  fonction  x'"  ;  on  a  donc 


o  (x)  =  lim.   (14 ) 


(1)  Dans  l'introtluction  dos  Eléments  de  la  théorie  des  Jonctions  elliptiques  qge 
j'ai  [)ul)liée  avec  M.  Molk  (t.  I,  p,  loij,  j'ai  rciiroduit  une  (lûiuoiislration  Irôs 
simple,  relative  au  cas  où  n  ciuil  par  \aleiirs  ciilièrcs  et  positives,  qui  est  duc 
à  M.  DARboux. 
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191.  —  On  a  vil  roiiiiiKMit  la  proprirlr  fondanionlale 

gx  f  y  _-   g.r_    gy 

de  la  fonction  c'^  apparaît  sur  la  série 

X  X^  X" 

e'  =  1  H h 


I  I.  Q  1.2 


Sur  cette  même  snrie,  la  continuité  apparaît  aussi  facilement 
(n"  184)  ;  enfin,  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x  étant 
positifs,  on  voil  que  e''  est  une  fonction  croissante  pour  x  positif;  il 


en  est  de  même  pour  x  négatif,  à  cause  de  l'égalité  e— ^  =  -^  ;  quand 


X  croît  de  —  oc   à  -f-  oo  ,  e'  toujours  positif,  croît  de  o  à  +  oo  ; 

e^,  lorsque  x  croît  par  valeurs  positives,  croît  plus  vite  que  n'im- 

q  (x'] 
porte  quel  polynôme  (j  (x)  ;  on  entend  par  là  que  le  rapport  "^j- 

tend  vers  o  ;  il  suffit,  pour  le  voir,  de  remplacer  &"  par  la  somme 
des  /)  -i-  I  premiers  termes  de  la  série,  en  supposant  p  supérieur 
au  degré  de  (j  (x)  ;  on  a  ainsi  une  fraction  rationnelle,  plus  grande 

Q  (X) 

en  valeur  absolue  que  -~^  ,  et  qui  tend  vers  o.  Cette  dernière  pro- 
priété s'étend  évidemment  à  loute  fonction  de  x  qui  serait  définie 
par  une  série  entière  en  x,  convergente  quel  que  soit  x,  et  ayant 
ses  coefficients  positifs.  On  voit  aussi  que  l'on  a  quelque  soit  le 
polynôme  g  {x) 

lim-     \q(x)e-'']  =  o. 

On  verrait  de  même  que,  quel  que  soit  le  nombre  positif /n, 

l'expression  —  ou  x"'e— ^  tend  vers  o  quand  x  augmente  mdetiiu- 

ment. 

Il  résulte  de  là  qu'aucune  relation  de  la  forme 

Ae**  _)_  B?^  +  ...  4-  Le''^  +  M  =  o, 

où  7.,  fi,  ...,  /  sont  des  constantes  et  A,  B,  ...,  L,  M  des  poly- 
nômes en  X,  ne  peut  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  En 
effet,  il  est  permis,  sans  diminuer  la  généralité,  de  supposer  dans  la 
relation  précédente  que  tous  les  nombres  7.,^,  ...,  ).  sont  négatifs, 
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puisqu'on  r.iinrnLMMil  l;i  iclalinii  iiicct-dciilr  ,"i  rc  cas  en  <li\isaiil  les 
(lt'ii\  mt'inhros  ilc  la  rolali(»ii  précédciih'  par  relie  ilos  fonclions 
e^' ,   c"""^..    ...,  s'"'^.   qui    ciirresp.iihl    au    plus    j^Mand    des    nombres 

a.  fj,  /.  On  peut  aussi  supposer  a  <^  fj  <^  ...  ^C  /..  En  faisant 

croître  ./•  indéliniuiont,  on  voit  (juo  si  l'égalilé  précédente  était 
vraie,  M  de\rail  tendre  vers  o.  lela  n'est  [xjssible  que  si  \l  est  iden- 
tiquement nul  ;  en  n)ulli[)liant  ensuite  l'idenlitc''  précédente  par 
c'  — Xx  et  en  raisonnant  de  la  même  façon,  on  voit  que  L  doit  être 
identiquement  nul.  etc.  En  particulier,  on  voil  (pi'il  ne  peut  exister 
aucun  polynôme  J\.r,  y)  entier  en  ./•  et  v  qui  devienne  nul  pour 
toutes  les  valeurs  de  .'•  ([uand  on  y  renq)lace  y  par  e'.  c'est  ce 
cju'on  exprime  en  disant  que  c'  n'est  pas  une  fonction  algébrique 
de  ./•,  (lu  que  r'  est  une  fonction  Iransrendanle. 

192.  —  On  appelle  logarithme  naturel  ou  logarithme  népérien 
d'un  nombre  positif  x  l(i  logarithme  de  ce  nombre  pris  dans  la 
base  ('  :  le  symbole  log  sera  réservé  désormais  aux  logarithmes 
naturels;  on  a  air.si,  par  définition. 

e  °     =  .' . 

En  désignant  par  log„  x  le  logarithme  du  nombre  ./;  dans  la 
base  a  et  en  prenant  les  logarithmes  naturels  des  deux  mendjres 
de  la  formule 

on  trouve 

,  logjr 

S"^  —  log  a' 

et  l'on  voit  comment   on  peut  passer  du  système  de  logarithmes 
naturels  à  un  système  de  logarithmes  quelconques. 

Le  nombre  17,    -  ,  par  lequel  il  faut  multiplier   les  logarithmes 

naturels  pour  avoir  les  logarithmes  vulgaires  (à  base  10)  est 

M==:o,'j3429i/,8i9...; 

(>n    passe  des   logarithmes  vulgaires  aux  logarithmes  naturels  en 
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inullipliaiil  les  |iioini<Ms  p;\i- 

^  =  2,3o3585o93o 

(valeur  approchée  par  excès). 

On  a  en  désignant  par  m  un  nombre  positif  quelconque  et  en 
supposant  que  la  variable  x  reste  toujours  positive, 

lini.  .r'"  log  .V  r-  o.  lim.      ~-~-  =  o  : 


comme  on  le  voit  de  suite  en  posant  x  =  e%  et  en  faisant  tendre 
z  vers  —  GO  ou  vers  -l-  x  .  Le  même  changement  de  variable 
montre  aisément  que  log  x  ne  peut  être  une  fonction  algébrique 
de  X. 

L'identité 


qui  devient  évidente  en  prenant  les  logarithmes  naturels  des  deux 
meinliros,  montre  que  l'on  a,  quel  que  soit  le  nombre  positif  a, 


X  los  a         (x  loar  aY 

I  1.2 

De  cette  égalité  on  déduit  la  suivante 

n'  —  I        ,               X  (log  n)2 
=  lo£f  a  -I — - — \-  ... 


(^logo)^ 

I.  2  ...p 


xf  —  ^  (log  a)}' 


dont  le  second  membre  est  une  fonction  continue  de  x  ;  en  faisant 
tendre  x  vers  o,  on  voit  que  le  second  membre  a  pour  limite 
log  a  ;  telle  est  donc  aussi  la  limite,  pour  aï  =  o,  de 


a^ — I 


En  remplaçant  x  par  —  et  a  par  x,  on  arrive  à  la  conclusion  sui- 
vante :  lorsque  m  augmente  indéfiniment  par  valeurs  naturelles, 
l'expression 

m  (  y/'a;  —  i  j , 

où  x  est  un  nombre  positif  quelconque,  a  pour  limite  log  x.  Cette 
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propriéli'  Ju  lugaillliiiu'  lu'jn'nt'ii  n''[)riii(l  ;'i  la  [)if)[)il('f('  île  t"  d'èlre 
la  limiU'  de 


(•-^y 


quand  m  augmente  indéfininicnt. 

193.  —  Soit.'.;  un  nombre   positif  |)lus    petit   que   i  en   valeu.i 
abscjluc,  on  vient  de  voir  qu'on  a 

log  (i  H-  x)  =  Inn.  ; ; 


la  quantité,  dont  il  faut  prendre  la  liniile  pour  c  =  o,  n'est  autre 
(n"  188)  (pie  la  somme  de  la  série 

=  (rr,  z)  =  ï  -  (,  -  .-)  ^'  +  (.  -  -■)  (.  -  f  )  ^  +  ... 

+  -.)-(.~=)(.-i)...(.~^-3rT)^'--- 

Or,  si  l'on  désigne,  par  n.  h  deux  nombres  positifs  dont  le  pro- 
mier  est  plus  petit  que  i,  on  voit  de  suite  en  comparant  le//' 
terme  au  précédent,  que  la  série  à  termes  positifs 

a        ,  , ,  a^  /  b\  a^ 

-(■-'')(-î)-(--,-^)7-- 

est  convergente  ;  on  en  conclut  que  la  fonction  'p  (x,  z)  est  continue 
dans  l'ensendile  (XZ)  dont  les  éléments  sont  les  couples  de  valeurs 
de  ./;,  r  (jui  vérifient  les  conditions  |  .c  |  ^  «   I  ~  1  ^  ^• 

En  particulier  la  limite  de  sa  somme,  pour  z  ^=  o,  s'obtiendra 
en  remplaçant  simplement  r  par  o  dans  les  coefficients;  on  aura 
donc 

(i)         loiîfi  +.r)=.?_^ +  :£._...  +  (_  i)/^-!-  +  .... 

^  '  1  2  0  l' 

Le  second  membre  est  encore  convergent  pour  5c  =  i  ;  il  résulte 
d'une  proposition  qui  sera  établie  plus  tard  que  la  somme  de  la 
série 

III  (—  iV'— ' 

1  2  o  p 
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osl  l)i(Mi  lot;-  •)  ;  poiif  .r  =  —  i  lo  second  iiUMiihjc  de  l't^^alih''  (i) 
csl  une  S('ii(*  diveri^eiilt  ;  an  surplus  log  (  i  -f-  x).  [lour  ./•  -  —  i, 
n'a  pas  île  sens. 

Si  dans  la  loiiuule  (  i  )  on  remplace  ./•  par  —  ./•.   (in   Irouve,   en 
supposant  toujours  |  .^  ]■<  i. 


los  (  I 


X        X- 
I  2 


8 


on  a  donc 


en  rcMuplacanl  dans  celle  fornuile  .r  par r.  nn  ohlient  la  for- 

mule  suivante  qui,  lorsqu'on  y  regarde  n  comme  nn  nombre  natu- 
rel et  h  comme  un  nombre  plus  petit  que  i,  permet  de  justifier  la 
règle  bien  connue  pour  linterpolation  el  qui,  lorsqu'on  y  iait 
/<  =  1 ,  permet  de  calculer  de  proche  en  proche  les  logarithmes 
des  nombres  entiers 


I         /( 


lo"  (n  -+-  II)  lo"  /)  =  î! 7    -+-   r,  


h 


(â/i  +  /t)'        5  (:in  -+-  II)- 


194.  —  Lorsque  .r  est  positif  et  plus  petit  que   i,  log  (i    -t-  .-r) 
est  compris  enln*  .r  et  ./■ (n"  137).  On  peut  donc  ecru-e 


loL-  (i  + 


X  —  Ox-, 


0  étant  une  certaine  fonction  de  x,  dont  la  valeur  reste  comprise 
entre  o  et  7;  en  désignant  par  //  un  nombre  naturel  et  en  rempla- 
çant dans  cette  formule  .r  par  ~  el  0  par  0„,  elle  devient 


log(/j  +  i; 


1  '  "h 


d'où.  en  remplaçant  successivement  n  par  i,  2,  ...  et  en  ajoutant,      ï 


I        I 
I         a 


\o<j;{n  +  I)  =  -^  H 


si  l'on  fait  croître  //  indéfiniment,  le  second  membre  tend  évidem- 
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iiKMil  vers   une   liiiiilr,   [)iii.s(|ii('  la  s<'iic   ^      '■.  doiil  les  Icniics  muiI, 

posilils  et  inuiniln>s  que  les  Iciincsdc  la  sciic  ^  -:,  es^t convergente. 
Le  premier  membre  ou,  si  l  on  \eul,  la  (.lillércncc 


1         I 

-t-     -+-  . 

1 

i         :i 

/( 

lontl  par  ctinx'-iniciit  vers  iiiic   liniilo,   ('Niclrmmenl  jiosilive.   Celle 
liinilr  [)(>rle  If  nom  de  c^nï^lanlc  d'Iùiler  :   sa  valeur  est 

G  =   (),r)773i5(J()/|()oi533... 


(  ]el  imporlanl  résnllal  mel  bien  en  lumière  la  [)()ssibilité  d'ajipro- 
clier  il'nne  limite  {[uelcon([ue,  en  intervertissant  lorflre  îles  termes 
de  la  série  mm  absolument  converj^^ente  ; 


I        I         I 


si  l'on  pose  en  ell'ct 


S„  =  V     '  ^  log  «  +  C  -i-  o  (n), 
l>—  ' 

S'        -   V        >  S"  —   V   _L  -  i  s 

r  =  I  ;■  ^  i 

on  aura  lim.  c-  (n)  =^  o,  puis 

n  =  ce 

—        loir        -t-   loy  2   +0(2/1)—        '^  ('0  —        ^  ili)^ 

cl  il  est  clair  cpic  si  n  dp  augmentent  indérmimcnl  de  façon  que 
le  rapport      tende  vei's  une  limite  //,  l;i   limite  du    secoiul   membre 

sera  lo"^  2  -\-     1<  >'j:  h . 

195.  —  On  a[)[)elle  cosinus  hyperbolique^   sinus  hyperbolique, 
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lan^'cnte  hyperbolique  de  x  les  fonctions  définies  par  les  fonnnles 
cli.r  =       — ,  sua;  = , 

■2  2 

shar        e^  —  e~^ 


Ih 


X  - 


dix        e''  -h  e  ~  ^ 
qui,  en  posant  t'"^  =  y,  deviennent 

cIkt  r=  -  f  y  H —  ).         sli.c  =  -  (  y  —  -  1.         lli./-  -=  ^, . 

■2  \'         yl  2  y         yj  y-   ^  i 

Les  fonctions  û\x,  dix,  tli.r  sont  continues  dans  tout  intervalle  ;  en 
se  rappelant  que  lorsque  j:  croit  de  o  à  +  x  ,  y  croit  de  i  à  H-  20  , 
on  voit  de  suite,  que  dans  les  mêmes  conditions,  dur  croit  de 
I  à  H-  X  .  sh./-  de  o  à  -l-  x  ,  th.r  de  o  à  i .  Les  fornuiles 

eh  ( —  x)  =  cli.f,  sli( —  x)  ^  —  sli.T,  tli( — x)  =  lliaf, 

achèvent  de  faire  connaître  la  façon  dont  varient  ces  mêmes  fonc- 
tions quand  x  est  négatif. 

Des  définitions  de  ces  fonctions  on  tire  de  suite  les  relations 

e^  =  cli.r-}-  sli.T,  e^^=  cha*  —  ûïx; 

d'oîi  l'on  déduit 

e^  +  y      =  (cha-  +  sli.r)  (chj  H-  shj)  =  ch  [x  -\-  y)  -+  sli  {x  -f-  y). 
e~^~~"  =  (cli.r  —  sli.r)  (clij  —  sîij)  r^  cli   x  +  y)  —  sh  (.r  —  y); 

en    ajoutant,    retranchant,    divisant   membre   à   membre,    faisant 
j;  =r  —  y,  ...,  on  obtient 

di  (x  +  j)  =  du:  cil  y  -I-  sha;  slij, 

sh  (x  -+-  y)  =  sh.Tchj  -t-  cha-  slij, 

.,   .  ,        thx  -h  thy 

^^(^  +  y)=i+tha:th/ 


ûi'-x  —  sli^.r 
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Notons  cncoio  les  lonnulcs 


cha-  —  I  H 1 — 

i.  j       I.  3. 3. a 


I            a*  X  X 

slirc  =- h 


i.:j.;5         \.-A.6.li.b  "    •■■' 
qui  mellont  aussi  en  évidence  le  sens  de  la  variation  de  c1i.a-,  sh  .r. 

196.  —  De  l'étude  des  variations  des  fondions  sh.r,  iji.r,  il  ré- 
sulte qu'il  existe  une  valeur  de  ,/;  et  une  seule  (|ui  lail  acquérir  à  la 
première  une  valeur  donnée  r  quelconque,  à  la  seconde  une  valeur 
donnée  -  (•onq)ri>e  (Milre —  i  et  -f-  i .  ces  \aleurssont  respecti- 
vement 

en  donnant  aux  radicaux  la  sii^nification  arithmétique  :  telles  sont 
les  Ibnctions  inverses  de  sh.r,  l\\  x  ;  ces  fondions  inverses  sont  du 
même  signe  que  r  et  croissent,  de  —  x  à  -i-  >^  ,  quand  -,  pour  la 
première,  croît  de  —  x  à  +  x  ,  et  pour  la  seconde,  de  —  i  à 
-t-  I.  (^)uant  àcli.c,  il  y  a  deux  valeurs  symétriques  de  x  qui  lui 
font  acquérir  une  valeur  donnée  z,  que  l'on  doit  supposer  plus 
grande  que  i  ;  la  valeur  positive  est 

log  iz  -+-  v/z^— i), 

en  donnant  toujours  au   radical  sa  signilication  arithmétique  :   on 
peut  choisir  la  fonction  précédente  comme  étant  la  fonction  inverse 
de  cil  X  ;  elle  croit  de  o  h  -f-  x  ,  quand  z  croit  de  i  à  -h  oo  . 
Si  l'on  veuf  rap[)eler  l'origine  des  fonctions  de  z 


log  '  :  -    \^:^  +  I  j,  log  \/f^-  '  log{z-^\/-J-  i  ), 


^o 


que  l'on  vient  de  délinir.  on  pourra  les  désigner  respectivement  par 
les  symboles 

asli  X,  alh  x,  ach  x. 

197.  —  Une   iiiélhndo    analogue  à  celle  que   l'on  a   suivie  au 
n"  189    pour   obtenir  l'expression  de  la    limite  de  (  i  -H  -  )    peut 
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scr\ir.  ainsi  (ju'lùilor  l'a  iiiundv  \  '  ,  à  tlôdtiircdcs  propositions  les 
plus  élémcnlaircs  de  la  IrigononicHiic  les  développements  en  série 
des  fonctions  cos  ./•  et  sin  ./■  ;  tout  en  suivant  la  même  marche, 
c'est  à  un  jioint  de  vue  im  [)cu  dill'crcnt  que  je  me  placerai. 

On  définit  les  fonctions  sin  x  et  cos  j;,  au  début  de  la  trigono- 
métrie, par  des  considérations  géométriques  ;  il  y  a  un  intérêt 
évident  à  introduire  dans  l'analyse  le  moins  possible  de  données 
expérimentales,  el  il  importe  par  conséquent  de  donner  des  fonc- 
tions sin  .r  el  cos  x  une  définition  qui  repose  uniquement  sur  la 
notion  de  nombre  et  n'emprunte  rien  à  l'idée  d'es[)ace. 

On  établit  encore  par  des  considérations  géométriques  les 
formules 

y    cos  [a  -h  6)  ==  cos  a  cos  b  —  tiu  a  siii  b, 

0  .  . 

'    sui  [a  -\-  b)  =1  sin  a  cos  b  -h  cos  a  slu  b. 

Je  vais  montrer  (en  supposant  d'abord  leur  existence)  comment 
on  peut  déterminer  toutes  les  fonctions  continues  c;  (;r),  ^{j')  qui 
jouissent  des  propriétés  définies  par  les  formules 

y    <^  [a-h  b)  =  o  (a)  o  (b)  -^  'l;  (a)  <l  (b), 

(2) 

'     'L  («  -h  6)  ^  <!/  («)  'f  (i')  +  '\  {b)  o  (a), 

et  satisfont  en  outre  à  une  autre  condition  cpii  sera  introduite  plus 
tard. 

Sij  après  avoir  élevé  au  carré,  on  ajoute  les  équations  {2]  membre 
à  membre,  on  obtient 

o'  (a  +  b)  -1-  Ç-  (a  -+-  b)  r^  I  o2  (a)  4-  ,\/-  (a)]  [f  {b)  -^  J/'^  (b)]. 

Cette  égalité  montre  que  la  fonction  /(•'')  =  '^^  (x)  -+-  'b-  {x) 
jouit  de  la  propriété  /(./;  -+-  y)  ^=  f{x)  x  f  {y)  ;  si  on  exclut  le  cas 
oi!i  cette  fonction  serait  identiquement  nulle,  on  voit  (n'J  177; 
qu'elle  est  de  la  iorme  A',  ou,  ce  qui  revient  au  même,  e'^,  (j  étant 
une  certaine  constante  numérique. 

Mais  il  est  clair  que,  si  les  fonctions  ©  (a"),  'b  (./)  jouissent  des 
propriétés  qu'expriment  les  équations  (a),  il  en  est  de  même  des 

fonctions  e~'l^  <i>  (x),  e~î'-'  <b  (x)  :  si  l'on  pose 

1/  ti  . 

e      '1^  o  (t')  rz=  cos  x,  e      ï  '  •!/  (x)  ^r^  SMl  X, 

(')  Inlroduclio  in  analysiu  injiiiiloruin,  -i  134. 
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Cil  clc'siyiiaiil  par  cos  .;•  cl  siii  .»_^  clrs  loiiclidus  tlont  oii  siipiiose 
sculcmenl  (jii'cllcs  sont  cuiiliiiiics  cl  qu'elles  salislonl  aux  équa- 
tions (i),  ou  tlcMa,  à  cau>e  delà  lelalidU '^-(./.•)  -h 'i>'' (.f)  ^^  e"'', 
avoir 

(3  sia-  ./•  -r  tos-  ./•  ^  I  ; 

tout  revient  à  déterminer  les  fonctions  inconnues  sin  ./•  et  cos  ./•  |»iu- 
les  relations  (i)  cl  (3'.  Si  d'ailleurs  on  fait  h  =  o  dans  les  équa- 
tions (i)  et  que  Ion  résolve  par  r;q)[)ort  à  cos  o  cl  à  sin  o  1rs 
équations   que    l'on  obtient,    on   trouve   cos   o=  i,   sin  o        o; 

...  .  ...  ,  sin  ./• 

j  ajoute  maintenant  cette  condition  que  le  rap[iort  ,  (piand  on 

lait  tendre  ,/•  vers  zéro,  ait  l'uiiilé  pour  limite. 

L'application  ré[)élée  des  formules  (i)  conduit,  pai-  un  piocédc 
Ijicn  connu,  aux  relations  suivantes  : 

cos  (a  -t  l>  -h  ...  -{-  l)  =  cos  a  cos  h  ...  cos  /  j     i  —  1.,   -f-  i:^  —  ...  I» 
sin  [a  -t-  t  -H  ...  -h  /^  =:  cos  a  cos  6    ..  cos  M-,  —  -j  +  -^  —  •••  1» 

où,  en  sup[)usanl  Ig  .c  mis  pour  abréger  à  la  [»lacc  de  '  .  on  rc- 
j.'arile  1,,  1,,  X,,  ....  comme  la  somme,  la  somme  des  i)roduits 
deux  à  deux,  la  somme  des  produits  trois  à  trois,  ..  ,  des  quan- 
tités iL.'^a,  l'^h,  ...,  {\:l;  en  supposant  les  quantités  a,  h^  ...,  l  en 
nombre  égal  à  m,   en  les  prenant  toutes  égales  et  en  remplaçant 

cnlin  a  par  -  ,  les  formules  précédentes  deviennent  (S  : 

-=,_f,_',(!!^^(,_iy._^)/,_3)(!<)'_... 

,„.'■  \  "'/        i  ■  ■■'.  \         inj\         mj^  mjl.i.ô.^ 


cos 

m 


.r 
cos'"  — 


1  \  mj  \  mj      1.2.3 


(';  Cc>  lurmiilcs,  à  la    \<'rilû,  n'aiiraiciil    pas  de  sens  si  cos  —  élail  nul  ;  mais 
on  \a  l'aire  frrandir  m  indélinimenl  ;  quel  que  suit  s,  le  nombre  -  linil  [lar   lic- 


Les  seconds  inembics,  quand  on  )  remplace      [)ar  :  et  m  Ig  —  par 
n,  doxionnenl  respeilivonient 

*(:.»)=  i-(i-:)^-+-(i-c)(.-2:)(t-3:)-p-^^-..., 

U'(z.«)  =  "-(i-:)(i-3:)-^  +  («-0(i-2--i('-3:)(i-/i:),-^^-5^ 

si  r  représente  l'inverse  d'un  nombre  naturel,  les  développements 
ainsi  obtenus  sont  essentiellement  limites  :  mais  rien  n'empêche 
de  regarder  z  comme  étant  quelconque,  les  développements  qui 
figurent  dans  les  seconds  membres  comme  des  séries  contenant  une 
infinité  de  termes  qui  suivent  la  même  loi  que  les  termes  écrits,  el 
*  (z,  «),  ^'  {z,u)  comme  les  sommes  de  ces  séries,  pourvu  qu'elles 
soient  convergentes  :  en  regardant  r  comme  l'inverse  d'un  nond^rc 
naturel,  ces  séries  se  réduiront  aux  développements  limités  que 
l'on  a  particulièrement  en  vue.  Or,  il  résulte  du  n"  189  que  si  l'on 
désigne  par  A,  B,  des  nombres  positifs  (|iielconr|ues  satisfaisant  à 
la  condition  AB  <;  i,  les  séries  <1>  {z,  ii),  H  (z,  a)  seront  absolu- 
ment cl  imiformémont  convergentes,  et  représenteront  des  fonctions 
continues  des  deux  variables  z,  îf  dans  l'ensemble  (Zl)  dont  les 
éléments  sont  les  couples  de  valeurs  z,  ii  qui  vérifient  les  conditions 
I  r  I  ^  B,  I  u|  ^  A  ;  si  r  tend  vers  o  et  n  vers  une  limite  ./;,  les 
fonctions  <I>  (z,  u),  M'  {z,  u)  tendront  respectivement  vers  des  limites 
que  l'on  obtiendra  simplement  en  remplaçant  dans  les  séries  -  par 
o  et  u  par  x,  et  qui  seront 

OC  '*  *' 

*  (o,  x)  ^^  i 1- 


1.2  I  .  2  .  O .  /i 

M   fo,  .r)  =-.  ~ 


1.2.3        1 .  2.  3.  'j.  5 
Or,  quand  m  croît  indéfiniment  i)ai'  valeurs  naturelles,  z  =  - 

tend  vers  o  et 

tg:.v         sin  ;./•  ,/■ 


venir  très  pclil,  et  par  conbéfiueril  eus  -     liiiil  par  ùlrc  trrs  voisin  (\o  i,  piiisqno 
cos  X  doit  être  une  fonction  continue  de  x  et  que  l'on  a  cos  o  ^  i. 


I 
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t(>iul  Ncrs  .'•  |)ui?;(jiic  le  [)icinicr  racleur  du  deniicr  inenibre  Iciid 
jiai  li\[)<)llièse  vers  i ,  cl  que  le  second  lacleur  tend  vers  x  en  vertu 
de  la  conlinuilé  de  la  fonction   cos  .<•,  qui  doit  se  réduire  à  i  pour 


X 

=■ 

o. 

0 

Il  doit  donc 

avoir 

lim. 

cos 

.r 

= 

I  — 

.r2 

1.2 

4- 

I. 

ira" 

'^ 

cos'" 

X 

m 

lim. 
m  =  X 

sin 

X 

= 

X 

I 

X^ 

1  .u 

.  •> 

+ 

X'' 

cos'" 

X 

m 

\.:>. 

:^ 

^.■") 

Il  est  maintenant  aisé  de  prouver  cpic  l'on  a 


uni.    /  „^ç»i  _ 


cos 


Ivn  offct  les  relations  (i)  et  (.■>)  fournissent   aisément  la    relation 


cos  a  =  1  —  'i  sin'     ,  d'où  l'on  déduit 


cos"'  -  — 
m 


['  -'^'"^   :^J 


en  remanpuuilquc  le  rapport 


.   .  zx  .     zx 

sm^  —  sui  —  , 

2                     -i  .     zx 

—  2  = X  sm  — 

Z  zx        \  2 


a  pour  limite  o  quand  r  tend  vers  o,  et  en  se  reportantau  théorème 
du  n"  190,  le  résultat  annoncé  ressort  immédiatement. 

Si  donc  il  existe  des  fonctions  continues  cos  x,  sin  x  vérifiant 
les  équations  fonctionnelles  (i),  (.'))  et  satisfaisant  à  la  condition 


lim.  sm  X  ^  ^ 


elles  doi\cnl  être  définies  [)ar  les  formules 

\  ?  ('^^'-T^^  1727374 -• 
[  ■^^•^)=^.  -  77^:3 +  T7r3Xr. 
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cl  il  ne  reste  pins  qn'à  nionlier  qne  les    fondions    ainsi   déiinies, 
satisfont  ell'ectivenicnl  à  ces  comlilions. 
On  a  d'aboid 

.     -!/  (jc)         I  X-  x^ 


■r  I  i.t.ô         i.i.o.^.a 

La  série  qui  figure  dans  le  secoml  nicnihic  csl  al)st)linncnl  et 
uniformément  convergente;  elle  est  donc  continue  pour  loiile  va- 
leur de  .'•,  en  particulier  pour  o,  ce  qui  montre  que  le  pre- 
mier niend)re  a  pour  limite  l'unité  quand  ./;  tend  vers  o.  Notons  en 
passant  que  cette  proposition  entraîne  la  suivante  : 

Si  a,  h  sont  des  constantes  quelconques,  dont  la  seconde  n'est 

pas  nulle,  on  a 

liai.  '1^  («•^)  ^  « 
x:^  O  <1/  {bxj      ~  b  ' 


en  vertu  de  l'égalité 


d/  (ax)        a        'l  (ax)  lu 

X  ^-—  X 


'!^  {bx)  '-  b  ^       ax      ^  'l  [bx) 

L'application  de  la  règle  pour  la  multiplication  des  séries  au\ 
fondions 'ji  (.r\ 'i/ (,c),  permet  de  vérifier  sans  [)eine   les   formules 

(  ?  (•^'  +  y)  =  ?  (^0  ?  (y)  -  '-^  i^-)  '-^  0'), 

(5)  <  'l  (,r  +  v)  =  •!  (x)  o  (y)  +  'l  (y)  o  (.t). 

f  l'f  (.'■)]' +  [4' (^)]'-=  ï- 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  dé\eliipper  ces  calculs,  d'autant  qu'ils 
sont  aisés  et  qu'on  aura  plus  lard  l'occasion  de  déduire  ces  for- 
mules de  la  définition  de  '^  (x)  et  de  'J>  {x)  par  une  autre  voie.  Je  me 
bornerai  à  montrer  comment  on  peut  établir  la  périodicité  des 
fonctions  ç;  (.X)  et 'i>  (.r)  en  partant  des  formules  (3)  et  (4).  Il  faut 
tout  d'abord  arriver  à  la  notion  du  nombre  -. 

198.  —  La  série  qui  définit  'i/ (•'")  [leul  s'écrire  : 


II 
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Idiili's     |(^s    (luaiilili'-^    «'iilic     CKiclich    Sdiil    ('X  idoiimiciil  posilivcs 

v'i    II  III    ;v    .r-  <;  ('»  ol  II  fnrhori  >\  lOii  a  |  ./•  |  S  '<  ;   ainsi  'l   (./•)    a 

niic  valeur  loiijonrs  positive   si   ./•  est  CDiiiinis  ciilie  o  cl  •>  ;    il  eu 

osl  tic  Hiriiic  (1(^ si  ./•  est    {.ompiis   ciilio  -—   •>  cl     r  ■>..    I)  1111 

aulic  ("(*>lc  les  tnrmulcs  ( ,'))  (Idriiienl  sans  peine  ['«'galilé 

'i  (.I-   +  /t)  O   [X)  ^  _    •\-2'   ,^    /     .  _^    /'\ 


qui  inonlio  que  le  premier  nienil)re  est  toujours  iK'^^atil  si  x 
cl  .'•  -i-  //  appartiennent;"!  rinlervalle  (o,  '^j  ;  car  alors  ./;  +-  -  ap[)ar- 

lient  a  ce  même  inler\alle  et  -  est  cerlainement  compris  entre 
—  I  et  ^-  I  :  donc  les  deux  facteurs  qui  llgurent  dans  le  second 
membre  sont  positifs  ;  ainsi  dans  rinlervalle  (o,  -2)  la  fonction 'v  (.r) 
est  décroissante  ;  mais  celte  fonction  se  réduit  à  la  valeur  posi- 
tive -+-  I  pour  .r  =:  o  :  en  l'écrivant  sous  la  forme 


.r-         :r  x 


i  -^Jx         i.-i.'6J\.b.{)  I  7.cS 


z^ r ^ 1  _ 

n  —  a)  L'         (/i«  —  i)  [xn\ 


1.-2    ...   {k 

on  voit  que  toutes  les  quantités  entre  crochets  sont  positives  pour 
X  =  2  et  l'on  constate  que,  pour  la  même  valeur  de  x,  la  quantité 

ï  —  —  +  .^  est  négative:  on  en  conclut  o  (2)  <  o.  La  fonction '^  (x-), 
continue  et  décroissante  dans  l'intervalle  (o,  2),  positive  pour 
.'•  =^  i).  négali\epour  ./;  ^=:  2,  admet  donc  une  racine  et  une  seule 

com|)rise  dans  cet  intervalle  ;  désignons  la  par  -•  La  formule 

[o{x)Y  -h  ['\'(T)y  =  I 

montre  que  l'on  a 

cl  la  supposition  'l>  (^'^\  =  —  I  doit  être   exclue  puisrpic  la  fonc- 
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tion  'i/  i.r)  Cï-l    positive    ciiln'  u  vl   2.    Les    fonmiles    (3)   donnent 
ensuite 

^{^-^f)  =  -  -^  i-'-).         '^  (•^'-  +  ,')  -^  ^  i^h 
d  où 

O  [x  -^  T.)  =  —   ''^    (x   -+    ■^j=  —   ^   [x), 

)  =  +  ?  (-f  +  ^)  =  -  '^  (a,), 


<h  [x  H-  -) 
o  (a;  4-  2-)  =z  o  [x],     'h  [x  H-  3Tr)  =r  d/  (.r),     etc 

D'ailleurs  les  séries  mêmes  qui  définissent  ©  (x)  et  ^  (x)  montrent 
que  o  (.c)  est  une  fonction  paire  et  'b  (x)  une  fonction  impaire,  c'est- 
à-dire  que  l'on  a 

o  ( —  rr)  =  o  (.r).      •!/  ( —  .r)  =:  —  'l  (a*)  ; 

par  suite,  les  formules  précédentes,  par  le  chane:ement  de  se  en  —  x, 
donnent 


o  (^^  -  xj  =  -,l{-x)=  .}  (x), 

■•  (2  ""  "^7  ""  °  (—  ^)  =  ?  (^)  : 


le  même 


O   (r   .Tj  r=  O   [x),  <l  (~  x]   ^=  'h  [x), 

o  (2TC  —  a^)  =  '^  (x),  'l  (a-  —  .r)  =  —  <h  {.r). 

De  ces  diverses  formules,  el  do  ce  fait,  établi  plus  haut,  que  la 

fonction  ç^  (./•)   décroit  de  1  à  o  qnand  x  croît  de  o  à  '-,  on  déduit 

sans  peine  la  façon  doiil  varient  les  fonctions  o  [x],  ']i{x)  ou  cos  x. 
sin  ic,  quand  x  varie  dans  un  intervalle  quelconque. 

De  la  périodicité  de  ces  fonctions,  il  est  aisé  de  conclure  qu'elles 
ne  peuvent  être  des  fonctions  algébriques  de  x. 

Cette  périodicité  montre  aussi,  lorsque  x  tend  vers  +  x  ,  ou 
vers  —  X  ,  que  ni  cos  x,  ni  sin  ,/•  ne  peuxent  tendre  vers  une  limite. 

Enfin  les  propositions  établies  aux  n""  30  et  31  montrent  que  si 

le  rapport  -—  est  irrationnel,  on  peut  trouver  des  nombres  entiers 
aussi  grands  qu'on  le  veut,  m  et  //,  tels  que  l'égalité  ma  —  2nr.  =  b 


ciivi'iTui:    V.  —   idNcnoNs   im.i.mixt.viiœs  .jig 

i<oil  vt'iiliro  avec  ra|)|tni\iiii.ilii'ii  (in'iui  \(MiI  :  il  «n  scia  ilc  inriiic 
lies  c^falilés  C(»s  ma  =^  cos  It,  siii  imi  —--  siii  //.  Il  en  n'-iillc,  en 
particulier,  que  lorsque  ///  croit  iiuléliuinienl  par  \aleiu-.s  eulirrcs. 
ni  cos  ma,  ni  sin  ma  ne  peuvent  av<>ii-  de  limites  lors({ue  n  est  in- 
commensurable à  ~. 

199.  —  De  ce  que  cos  ./-est  une  fonction  continue  et  décrois- 
sante dans  l'intervalle  o,  iC)  et  qui  vaiie  de  4  1  à  —  i,  il  n'siillc 
que  l'équation  en  y 

(  I  o  (v)  ■=  cos  V  =  X, 

admet,  lorsque  ./;  appartient  à  l'iiilervalle  ( —  i,  1),  une  racine  et 
une  seule  appartenant  à  l'intervalle  (o,  -)  ;  cette  équation  définit 
donc  y  comme  une  foiiclion  continue  cl  décroissante  de  x  dans  l'in- 
tervalle ( —  I,  i);  la  valeur  de  cette  fonction,  qui  sera  désormais 
représentée  par  arc  cos  x  (arc  dont  le  cosinus  est  x),  est  toujours 
comprise  entre  o  et  ~.  bornes  qui  sont  atteintes  pour  ./•  :^  i  et 
./•  =  —  i  ;  toutes  les  solutions  de  l'équation  (i)  sont  d'ailleurs 
données  par  la  formule 

y  =.  lut-  dz  arc  cos  x, 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

On  verra  de  même  que,  x  étant  toujours  supposé  appartenir  à 
l'intervalle  ( —  i,  i  ',  l'équation  en  y 

{'■*')  '\'  (j)  =  siu  y  =^  X 

admet  une  racine  et  une  seule  comprise  entre  —  -  et  h-  -.  Cette 
équation  délinit  y  comme  une  fonction  continue  et  croissante  de  x 
dans  l'intervalle  ( —  i.  i)  ;  la  valeur  de  cette  fonction  est  toujours 

compriseentre  —  7  et  +  f";  ces  bornes  sont  atteintes  pour  x^rrz —  i 
et  jç  =  -h  I  ;  on  représentera  cette  fonction  par  arc  sin  ,/•  (arc  dont 
le  sinus  est  x)  :  toutes  les  solutions  de  réc[uation  (-j)  sont  données 
par  les  formules 

y  =:  2fir  -f-  arc  sin  ./;,  y  =  (an  -h  i)~  —  arc  sin  .r, 

n  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 
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\^n  l'ialdiia  sniis  pcliic  los  Idiimilos 

arc  sin  ( —  x)  -j-  arr  sin  x  =  o,  arc  cos  x  ~\-  arc  cos  ( —  x)  =  ti. 

arc  sin  X  -f-  arc  cos  x  =  "• 

l'^iilin  la  foiiclioii  tg  .'•  se  dclinil  [)ar  la  formulo 

•b  (x)  g'»^    '• 

tff  .T  =     '  :r^  ; 

O  [X)        cos  ce 

les  variations  de  cette  jonction  se  déduisent  sans  peine  des  va- 
riations de  sin  x  et  de  cos  x  ;  elle  croît  de  —  x  à  ^-  ce  quand 

X  croit  de  —  :  ''^  :  '■>  elle  est  continue  dans  tout  inlervalle  auquel 

n'appartient  pas  un  nombre  de  la  forme  iv.n  -h  t)  -,  n  étant  un 
nombre  entier  positif  ou  néf,'atif.  L'é([uation  en  y 

(3)  tg  J'=:.r, 

admet,  quel  que  soit  x.  une  racine  et  une  seule  comprise  entre 
—  --  et  -  ;  cette  équation  définit  y  comme  une  fonction  continue  et 
croissante  de  ./•  dans  tout  intervalle;  cette  fonction,  dont  la  valeur 
est  toujours  comprise  entre  —  -  et  H-  -  ,  se  représente  par  arc  tg  x 
(arc  dont  la  tangente  est  x]  ;  toutes  les  sobitions  de  l'écpiation  (3) 
sont  fournies  par  la  formule 

y  =  n-  H-  arc  tg  œ, 
n  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif;  on  a 

arc  tg  {—  x)  -+-  arc  tg  x  =  o, 
quel  que  soit  ./',  et 

arc  t<r  x  H-  arc  tg  -  =  zb  - . 

suivant  que  .';  est  positif  ou  négatif. 

Il  n'v  a  maintenant  aucune  ditriculté  à  établir  les  formules  de  la 
trigonométrie  élémentaire,  que  je  supposerai  acquises  désormais. 

200.  —  La  méthode  employée  au  n"  196  va  nous  conduire  à  de 
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nouvelles  et  importantes  expressions  pour  les  fonctions  trigonomé- 
Iriques  ('). 

On  a  vu  au  n"  196  cpic  les  quantités 


X 

cos"  - 


cos"  - 
n 


sont  des  j)olynomes  par  rap[)orl  à   la  variable  r  =  l<j;  - .  Si,  par 

exemple,  n  est  impair,  le  premier  polynôme  est  de  degré  n  —  i , 
le  second  de  degré  n  ;  les  racines  du  second  sont  les  valeurs  de  r 
pour  lesquelles  sin  :c  s'annule  ;  on  les  obtient  en  donnant  à  a,  dans 


7.r 


rcx[)ression   Ig  -^  =  r^,    toutes  les  valeurs   entières  qui    vont   de 

—  — ; —  à  — - —  ;  en  décomposant  donc  en  facteurs  le  polynôme 
considéré  (n"*  173),  on  aura  la  relation 


^ = A  n  (-•  -  -•,) = A.  n  (='- 


ces"  - 


A  est  une  constante  dont  on  détermine  immédiatement  la  valeur 
en  divisant  les  deux  membres  par  c^  =  tg  -  et  en  faisant  tendre  x 
vers  o.  On  parvient  ainsi  à  la  relation 


cos"  - 
II 


.  =  -Ji'-4) 


cl  Ton  a  démontré  la  seconde  des  deux  formules  qui  suivent  ;  la 
première  s'étal)lit  de  la  même  faron  ;  dans  les  deux  on  sup>posc 
impair  le  nombre  n  =  2  ?n  -{-  i . 


cos"  - 


II 


,  (aa  — Q- 


l-- 


'      / 

Iff 

^:\ 

sm  X 

-  Il 

I 

n 

cos"  - 

,      \ 

l"-'- 

n 

a_.        \^ 

'o 

n  / 

(I)  Eller.  —  IiUrodaclio,  etc.,  §  178. 
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Je  rcgaiilerai  dans  ces  formules  x  coinine  une  constante,  en 
excluant,  pour  un  nionicnt,  le  cas  où  x  serait  un  multiple  impair 

de-,  al'in  cpiil    n'v    ait  pas  de  valeur  de  n   poiu'  larpiclle  cos - 

soit  nul  et  les  l'ornuiles  privées  de  signification. 

On  va  maintenant  supposer  que  n  grandisse  indéfiniment  :  les 
premiers  membres  tendront  respectivement  vers  cos  x  et  sin  x. 
Considérons  la  seconde  formule  par  exemple,  ou  plutôt  le  produit 
de  tn  facteurs. 


n  ( 


'«'^ 


11  est  tout  naturel  de  lui  applicpier  le  théorème  du  n"  186,  ana- 
logue, pour  les  produits,  à  la  proposition  II  du  n"  183.  Le  nombre 

r  est  égal  à  m  =  — ; — ,  la  cpianlitc  Vx  ('»)  est 


\(Ti 


'a  ('«)  =  — 


a— 
n 


dont  la  limite  l'a,  pour  m  ou  n  infini  est 


t'a  = 


X- 


V-,.2 
,  >- -.ï-^,   a  ses  termes  positifs  et  est  convergente. 

a=  I 

Pour  être  sûr  que  le  théorème  s'applique,  il  suffit  d'avoir  une 
série  convergente^  Oa  dont  les  termes  soient  des  nombres  posilils, 
tels  que  l'on  ait 


lg2     £ 
"       71 


tg^ 


Oa, 


au  moins  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  a  ;  on  peut  prendre 


.•-:^2  ' 
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en  désignant  par  ).  une  constante  que  l'on  détermine  par  la  condi- 
tion 

^   T^.  > .  ou      .,   .,  >  


°        n  II-  '^       Il 

celte  condition  sera  certainement  vérifiée  si  Ion  a 

^  ^  >  tg'  - 

puisque     "  est  un  nombre  positif,  plus  petit  que  ^,  cl  que  l'on  a  par 

conséquent,  tg  —  >>  —  (').  Or,  pourvu  qu'on  prenne  /.  >>  i,  l'iné- 
galité finit  par  être  vérifiée  à  partir  d'inio  valeur  iM  -\-  i  âe  n. 
comme  on  le  voit  en  l'écrivant  sous  la  forme 


ig^? 


>  > 


et  en  se  rappelant  que  le  second  membre,  quand  n  augmente  indé- 
finiment, a  une  limite  égale  à  i. 

L'existence  de  la  série  ^  a,  étant  établie,  il  n'y  a  plus  qu'à  ap- 
pliquer le  tbéorème  que  l'on  a  rappelé  tout  à  l'heure,  et  il  est  clair 
que  l'on  parvient  ainsi  à  la  relation 


en  se  rc[)orlant  à  la  signification  du  premier  membre,  en  chan- 
geant X  en  ::.'•  el  en  remplaçant  y.  par  n,  on  voit  qu'on  a  établi  la 
seconde  des  deux  formules  qui  suivent  ;  la  première  s'établirait  de 
la  mèuie  façon  : 

lU' -  FI)] '"""1 '-■■'■ 

(')  L'inégalilc  Ig  x  >  t,  pour  x  posilif,    plus  petit  que  ^  est  bien  connue  ilii 


cos  -./■  = 
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A  la  Yorilé.  si  l'on  se  rappelle  la  rcsliiclion  faite  au  début  sur  la 
valeur  de.r.  on  voit  que  la  seconde  formule  n'est  établie  que  lorsque 

X  n'est  pas  un  multiple  impair  de  -  ;  mais  le  dernier  membre  est, 

comme  le  premier,  une  fonction  continue  do;  dans  tout  intervalle  : 
si  Ton  fait  tendre  x  vers  une  valeur  exclue,  les  deux  membres  ne 
peuvent  tendre  que  vers  une  môme  limite.  La  seconde  égalité 
est  établie  dans  tous  les  cas  ('). 

201.  —  En  conservant  les  mêmes  notations  que  dans  le  numéro 
.           ,            .           1      ,     cos ./'           sin  ./• 
précèdent,  on  voit  que  le  quotient  — —  de -.  par ::;,  est  une 


cos" 


cos" 


n  n 

•T 

fraction  rationnelle  en  r  ;=  tg  -,   dont  le  numérateur  est  de  degré 

pair  n  —  i  et  le  dénominateur  de  degré  impair  n  ;  on  connaît  les 
racines  Ta  du  dénominateur  :  en  appliquant  donc  à  la  fraction  ration- 
nelle, la  formule  de  décomposition  en   éléments  simples  (n"  174), 

COS  .'ï' 

on  voit  que  -• — ^  peut  se  mettre  sous  la  forme 
i      sin  X  '■ 


A. 


Aa  désignant  une  constante  dont  la  valeur  est  évidemment  la  limite 
vers  laquelle  tend,  lorsque  r  s'approche  de  r»,  le  produit  du  second 
membre  par  z  —  Zx  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  limite  de 


cos  x  X  or: 

sin  X  \  ^  n         ^   n 


X  ar: 

ces  -  ces  — 

n  n 


X 


lorsque  x  s'approche  de  y-.  Dans  ces  conditions,  le  premier  fac- 
tcur  du  second  membre  tend  vers -;  quant  au  second  facteur, 


lecteur.  Il  n'v  a  pas  tic  difficullc  à  rétablir  sur    les   séries  qui   définissent  sin  x 
et  cos  X. 

(')  Il  est  aisé  d'en  déduire  la  première  en  y  changeant  x  en  x  +  -  • 
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en  Y  faisant  ./•  =  y."    t-  h  et  en  lalsanl  tendre  h  vers  o,   on  voit  île 
île  qu'il  tond  Ners :  on  a  donc  Aa  = —,  puis 


II 


V 


„  —  I  /i  cos-  -     Ig t  g  — 


OU,  en  mettant  à  part  la  fraction  qui  correspond  à  la  valeur  y.  =  o, 
et  en  réunissant  les  fractions  qui  correspondent  à  deux  valeurs 
symétricjucs  de  7., 


cos  X 

a= 

a 

■in  Ig- 

SUl  X 

n 

'-Ti        ^  =  ^ 

(  n  $m  —      —  cos^  — 

i"<ï 

En  posant  n 

=  -im  +  I,  et 

I             cos  X 

S  [m]  = 

,    X        sni  X 
n  tg  j^ 

.      X 

211  tg  - 

^  Il 

on  peut  encore  écrire 


('«)=    2l 


/       .     aTr\''  ,  a-  /  xy' 

n  sin  —  )    —  cos-  —     /(  ty:  - 
\  "  /  n    \      '-  n) 


la  première  expression  de  S  {m),    montre  que  la  limite   de  cette 

.  ,  •    f-   •  '    / 1        cos  ./•  \  ,  ,  , 

quantité  pour  n  ou  m  inlini  est  —    —  —  -■ ;  quant  a  la  seconde 

i  A  IX  \x       sin  X I     1 

elle  est  préparée  pour  a[)pliqucr  la   proposition  II  du  n"  183  ;  le 
nombre  /•  est  ici  égal  à  m,  et  l'on  a 


.     ar\'^  .,   ar  /         xV  ; 

n  SUl  —      —  cos-  —     /(  tg  - 


lim.  i'a("0-=-i-rzrH 
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X  doit,  coninic  dans  le  numéro  précédent,  cire  regardé  comme  un 
nombre  fixe. 

On  exclura  les  valeurs  de  .'■  qui  seraient  des  multiples  de    "  afin 

d'éviter,   dune  part,  les  valeurs  de  n  qui  rendent  tg  *-  infinie,  et, 

a  =  x 

d'autre  part,  les  termes  infinis  dans  la  série     >      v^,,  laquelle,  pour 

les  valeurs  ds  x  autres  que  les  multiples  de  -,  est  absolument  con- 
vergente. 

L'application  de  la  proposition  II  du  n"  183  conduira  évidem- 
ment ù  la  formule 


a  =^x 


S  =    lini.    S,„  =      > 


ni  =  y. 


cette  application  sera  légitime  dès  que  l'on  aura  prouvé  l'existence 

a  =  y; 

dune  série  conver":ente     ^,  a,  dont  les  termes  soient  des  nombres 


positifs,  tels  que  Ton  ail,  au  moins  à  partir  d'une  certaine  valeur 
de  y.,  I  f'a  {m)  g  a^. 

Observonsd'abordque,lorsque.restcomprisentreoet  f,  —7^  est 

-  •- 
plus  grand  que  i  —  ,.  et  par  suite  que  -  ;  il  en  résulte  que  l'on  a, 

quels  que  soient  les  nombres  naturels  /i  et  a  ■<  7  , 


.      a-r:\-  .,  rj-  /     ^     xY  ^     rt.-r.-         I     ^     x 

n  sm  —      —  cos-  —/(!,<?-)     ^  — .—  —     /(  l"  - 

Puisque  n  tg  -  a  pour  limite  x  quand  n  augmente  indéfiniment, 

il  existe  un  nombre  positif  impair  2^1  H-  1  tel  que  l'on  ait  sous  la 
condition  m  ^  M, 

en  désignant  par  A  un  nombre  supérieur  à  |  .r  |  .  Si  donc  on  ne 
considère  que  des  valeurs  de  m  supérieures  à  M,  on  aura 

a-  /     .     a- 


a-  V-              .,  a~  /      ,     X   \-       a---  .  , 

/(   sm  —      —  COS-   —     /(  ti>;  -       ■>  — ; A-, 
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le  premier  membre  sera,  a  foi-dOri,  plus  grand  que  ly.-T.',  pourvu 
nue  l'on  ait  À  <1  ,  —    'i^- ■  Supposons  qu'on  ail  cli'teriuinr  unnoniNro 

naturel  fi  tri  que  le  second  membre  de  cetle  dernière  int'-galité  soit 
positif,  pour  a  =  ^j,  et  (ju'on  choisisse  ).  inférieur  à  la  valeur  de  ce 
second  mendie  pour  a  --  ^,  l'inégalité  subsistera  pour  a  ]>  ^j. 
Dans  ces  conditions,  en  siq)[iosant  m  ;>  M,  a  >>  fj,  on  aura 

.  >»  Àa---,  0  -<  l'a  ,//i)  <  -— 7-r, 

l'^    /;/)  -^  '  ^     a   ,     /     --  /-/--- 

et  l'on  pourra  donc  prendre  a^  =  ^^_^  .  L'application  de  la  propo- 
sition II  du  n"  183  e?t  légitimée  et  il  est  par  là  même  démontré 
que  l'on  a 


2X  \X  tg  Xj  — 


c'est,  sauf  le  changement  de  x  en  ./■-  et  de  a  en  n,  la  première  des 
formules  qui  suivent  ;  les  autres  s'obtiennent  de  même  par  la  décom- 
position en  éléments  simples  des  (raclions  rationnelles  en  r  qiii  sont 


respectivement  é"rales  aux  quantités — ^>  —■ ,  et  par  1  applica- 

lion  de  la  même  proposition.  Les  seconds  membres  sont  des  séries 
absolument  et  uniformément  convergentes  dans  tout  intervalle  qui 
ne  contient  pas  une  valeur  de  :c  qui  rende  un  terme  iniini.  Dans 
un  tel  intervalle  la  série  qui  figure  au  second  membre  est  une  fonc- 
tion continue  de  x.  Le  fait  que  la  première  formule  par  exemple, 
subsiste   pour   les   valeurs  de  x  qui    sont   des  multiples    impairs 

de  -,  exclues  dans  la  démonstration,  résulte  de  la  continuité. 


T.  col 

r.T 

n  =  -y: 

^•^    X-  —  n-  ' 

n  z=  I 

-  tg 

T.X 

--= 

V 

2X 

l          IN' 

1^  I 

- 

= 

I 

X 

V      f—  t1":^.v 

SUl 

~.r 

j^       y-  —  „■: 
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Au  reste  les  cleii\    dernières   formules  se  déduiseiil  1res  simple- 
ment de  la  première,  en  se  servant  des  relations 

tjr  -.,•  =  col  ".'•  —  :<  col  -A-x. 

I                      ~.r 
-. =  col COt  -.r  ('). 

Cl  n    ^-  I'  •>  ^   ' 


202.  —  Les  formules  que  l'on  vient  d'établir  sont  très  précieuses 
parce  qu'elles  mettent  en  évidence  des  propriétés  des  fonctions 
sin  .r,  cos  .r,  tg  .r  qui  n'apparaissent  pas,  au  moins  de  suite,  sur 
les  séries  que  l'on  a  prises  comme  définition. 

Considérons,  par  exemple,  la  formule 

n  =  x 

sinr.x  =  r..r    JJ    (i   -  ^"j; 

n  =  I 

tout  d'abord  elle  met  en  évidence  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles 
sin  X  s'annule  ;  elle  permet  aussi,  pour  une  valeur  donnée  de  x,  de 
reconnaître  le  signe  de  sin  ûx  ;  si,  en  effet,  on  suppose  x  positif  et 
si  l'on  désigne  par  p  la  partie  entière  de  x,  ou  pourra  écrire 


ln.:r  =  .:rl\    h  -  ~)  X     {[ 


tous  les  facteurs  du   produit   infini  sont  positifs  ;  ce  produit   est 


n  =  p 


lui-même  positif;  les  p  facteurs  qui  figurent  dans    |  |   |  i  —  '-^] 


11=  I 


sont  négatifs  ;  on  voit  donc  que  sin  nx  est  du  signe  de  ( —  i)''  ;  en 
s'appuyantsur  ceque  la  fonction  sin -r  est  impaire,  on  voit  aisé- 
ment que  ce  résultat  est  vrai,  quel  que  soit  le  signe  de  x,  pourvu 
que  p  désigne  la  partie  entière  (positive,  nulle  ou  négative)  du 
nombre  x. 


(')  J'ai  reproduit  dans  l'introduction  des  Elêinenls  de  la  Théorie  des  fonctions 
elliptiques  {i.  I,  p.  loi),  une  autre  démonstration,  due  à  M.  Darboux,  des  for- 
Jnules  établies  dans  les  deux  derniers  numéros,  et  même  de  formules  plus  géné- 
rales. Cette  démonstration  est  particulièrement  adaptée  au  cas  où  la  variable  x 
tst  imaginaire. 
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La  pcrlodicilé  de  la  fonction  sin  -.'•.  (jn'il  a  fallu  (|iiclquc  elTorl 
pour  t'tablir  au  n"  198,  s'apcrruil  sans  peine  sur  le  i)ro(luil  infini, 
qui  nionlre  que  sin  - /•  esl  la  limite,  pour  n  infini,  du  produit 


>"(^)=-('-::)('-::)  ■■(■-") 


1  —  X     :>.  —  ./■  Il  —  ./•         r  -t-  ./■         'i  +  ./•        n  ~h  .r 

I  -À         "        n  I  a         '         a       ' 

en  clianircant  dans  celte  formide  x  en  x  h-  i,  on  trouve  de  suite 

r*;i  (■'•  H-  I  )  _         »  -+-  t  H-.r 
\\,  (./•  )        "~  "~     /(    _  :f    ' 

La  limite  du  second  membre,  pour  n  infini,  est  —  i  ;  on  a 
donc 

sin  7t  (j*  +  ^)  =^  —  sin  r.x 

et,  par  conséquent, 

sin  TT  (ic  H-  2)  =:  sin  ~:r  : 

Ainsi  la  fonction  sin  rx  se  reproduit  quand  on  y  remplace  x 
par  X  -h  2- 

Des  conclusions  analogues  s'obtiendraient  évidemment  sur  le 
produit  infini  qui  donne  l'expression  de  cos  tix.  Je  me  borne  à 
remarquer,  sur  ce  produit  infini,  qu'il  met  en  évidence  le  sens  de 

la  variation  de  cos  t:x  quand  x  croît  de  o  à  7  ;  en  effet,  on  voit  de 
suite  que,  dans  ces  conditions,  chaque  facteur  du  produit  infini 
est  positif  et  décroît  ;  on  en  conclut  aisément  que  le  produit   infini 

est  lui-même  positif  et  décroissant  ;  quand  .r  croît  de  o  à  7,  cos  r.x 
décroît  de  i  à  o.  De  la  périodicité  de  cos  t:x,  et  des  formules 

cos  -X  =  cos  -  ( —  :r),  cos  •::  (1  —  .r)  =^  —  cos  r.x, 

qui  résultent  très  aisémont  de  la  considération  du  produit  infini, 
on  déduit  ensuite  sans  peine  le  sens  de  la  variation  de  cos  zx,  et 
par  suite  de  sin  t.x,  dans  n'importe  quel  inteivalle. 

Sur  l'expression  de  sin  ~x  on    reconnaît  aussi  que  la  fonction 

■  ^..'' ,  à  laquelle  on  peut  pour  x  =  o  attribuer  la  valeur  i,  décroît 
quand  x  varie  de  o  à  i . 


ooo 
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Sans  doulo  tous  ces  résultats  sont  bien  familiers  au  lecteur  ; 
pcut-iMrc  élail-il  cependant  utile  de  lui  montrer,  sur  im  exemple 
simple,  connnent  certaines  propriétés  des  fonctions  se  groupent  en 
quelque  sorte  autour  de  certaines  expressions  de  ces  fonctions. 
Les  considérations  si  aisées  que  je  viens  d'indiquer  à  propos  des 
fonctions  circulaires  s'appliquent  d'ailleurs  à  des  fonctions  plus 
compliquées. 

.Te  ferai  encore,  sur  l'expression  de  cot  ~x  comme  somme  d'une 
inimité  de  fractions  rationnelles,  une  observation  qu'il  serait  aisé 
de  répéter,  en  faisant  les  changements  convenables,  sur  les  exprès- 
comme  produits  in- 

,  on  voit  qu'on  peut 


sin  TT.r      o 
finis  ou  sommes  de  fractions  rationnelles. 
2.r  I 


sions  de   sin  r.x,  cos  r.x, 
lis  ou  sommes  de  fraction 

IX 

En  remplaçant    .,  Jj — ^  par 

1        f' 

-x  =   [un.  I  -  + 


X 


n 


X 


ecruc 


-  cot 


h] 


n  —  x  j_p=:_n  ^  _ 

['p  =  n  p=n  ~ 

/^  =  1       ^      /)  =  I       ^  _ 


mais  les  séries  dont  les  jf^  termes  sont  ^. »  . . 

génies,  il  faut  bien  se  garder  d'écrire  (n"  101). 


étant  diver- 


T.   cet   T.X 


p  =  y. 


^    X  


p^l 


j'aurai  l'occasion  de  montrer  plus  tard  comment  ces  formules,  qui 
sont  dénuées  de  sens,  peuvent  être  remplacées  par  d'autres  qui  s'en 
rapprochent  beaucoup,  mais  dont  l'emjjloi  est  légitime,  et  comment 
l'expression 


p=:n 

V 


p  =^m 

V      ï 
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peut  tendre  vers  lollc  liiiiile  qu'on  vcul  quand  n  el  m  grandissent 
ind(Tiniincnl. 

203.  —  J'ap|>liqucrai  encore  le  théorème  II  du  n°  126  à  la  dé- 
monstration de  l'identité  w 


/l  r-:  I  11=^1  (1  =:  I  "  -^ 

OÙ  Y  désigne  un  nondjrc  })lus  petit  (pie  r  en  valeur  absolue  et  x  un 
nombre  quelconque,  autre  que  o.  Les  règles  que  l'on  a  données 
dans  le  chapitre  m  permettent  de  reconnaître  immédiatement  que 
les  produits  infinis  et  la  série  qui  figurent  dans  les  deux  membres 
sont  absolument  convergents. 

Soit,  en  désignant  par  /•  un  nombre  naturel  quelconque, 

/„  (r)  =  (I   +  f/:r)  (,   +  rj\r)  ...  (l  +  rf-"  ^  '.,■) 

X  (r  +  rj.r-^)  (i  -^  ryV-')  ...  (i  -+.f"-Kc-'). 

Il  est  clair  que  l'expression  /'„  (.c)  peut  se  mettre  sous  la  forme 
J"  ./■)  r^  (7„  -\-  ai{x  -h  x  —  ^)-h  (u_  (.r-  -(-  .r  -  2)  +  ...  +  a„  x"  -h  x'"), 

OÙ  a^,,  ai,  ...,  Gn  sont  des  polynômes  en  q  que  je  vais  d'abord  déter- 
miner ;  on  aurait  pu  aussi  bien  écrire 

a  =  —  n 

en  convenant  de  supposer  aa  ^  «  _  a-  On  a  é\idemment  a„  ■=  q"' . 
En  changeant  x  en  q-x  dans  la  première  expression  de/ur),  on 
parvient  de  suite  à  la  relation 

(0  {qr-^  q-'")  f„  (qKr)  =  (  I  4-  q'"  ^  'x)  /.  (x), 

qui.  en  rem[)la(;ant  y*„(.Ti,y„  (q'x)  par  leurs  expressions  ordonnées 
suivant  les  puissances  de  x  et  égalant  dans  les  deux  membres  les 
coedicienls  de  x',  fournit  une   relation  entre  Ox  etr/a^  i,  à  savoir 

I    a-"  —  2a  -f-  2 

a,  _  fl,  _  ,  q  ________  ^ 
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d'où  l'on  dcdult 

et,  en   particulier  pour  a  =  n,  en   se  rappelant  que  a„  est  égal 
à  y"" 

T  -  r,  n"'         (i-g-^)(i-9^)....(i-r/^") 

et,  par  suite 


I 


Oa 


~^  (l-f)(.-./)...(l-r/'-2^) 


On  reconnaît  de  suite  que  le  second  membre  garde  la  même 
valeur  quand  on  change  a  en  —  a. 

Regardons  maintenant'/  et  x  comme  des  nombres  donnes  ;  dans 
l'égalité 

/„(.f)  =  «j  -f-a^  (x  -h  x-^)  -h  a,  {x^  -+-  X  -  2}  ....  +  «„  (.r"  +  x'"), 

où  a^,  rt,,  ...,a„onL  les  valeurs  que  l'on  déduit  de  l'expression  de  '<a 
en  y  faisant  a  =  o,  i,  ...,  n,  faisons  tendre  n  vers  H-  x  ;  dans 
l'expression 

(l   —ry^n  +  ga  +  a)  (i   _,y2„  +  2a-f4\  ...  (,   —  ryt") 

le  dénominateur  a  pour  limite  la  valeur  du  produit  convergent 

n  =  x> 

Il    (i  — y-"),  et  la  limite  du  numérateur  est  i,  à  cause  de  la 

H  =   I 

convergence  du  même  produit  ;  on  a  donc 

1-        r     A  a  '        ..^-  -»- 

llIn.      fl^  ix^ 

I  —  V-    I  - 


n  =  x. 
(1  =  X 


n  =:  I 

et  l'on  sera  certain  que  la  limite,  pour  n  infini,  de/,  (x)  est  la 
somme  de  la  série  dont  on  vient  d'écrire  le  terme  de  rang  a  H-  i , 
dès  que  l'on  connaîtra  une  série  convergente 

Ao  -+-  Al  +    ..  H-  Aa  -î-  .... 


I 
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dont  les  termes  soient  des  nond^n-s  positifs,   tels  que  l'on  ;iil,  pour 
toutes  les  valeurs  de  n  et  de  a, 

I  n^  (./•''  +  .r  -  ')  I  ^  Aj  : 

en  désignant  par  x'  et  t/  les  valeurs  absolues  de  x  et  de  tj  il  suHira 
de  prendre 

n  =  X, 


«=;-!-» 


n  =  I 

Il  est  donc  bien  démontre  que  l'on  a 

/(■'•)  n  ('-^^") 

en  posant 

n  =  :o  n  =  00 

l/(.r  =    lim.    /,.(.t)=   Il  (,+ry^"-'.-)X    J]'  (r  +  7^"  " '-^  - ') 
1  "  =  y. 


Voici  quelques  propriétés  de  la  fonction /(./;)  ('),  ou  de  la  fonction 
^       </""./■",  qui  n'en  dilTèrc  que  par  un  facteur  indépendant  de  x  : 

n:^=  — 00 

(')  Cette  fonction  joue  un  rôle  considoraljlo  clans  la  tlic-oric  des  fonctions  cllij)- 
liqncs  ;  et  c'est  dans  cette  théorie  f|ue  la  portée  de  la  proposition  précédente 
apparaît  nettement  :  Voir,  par  exemple,  le  tome  II  des  hJléinents  déjà  cilés,  cpii 
est  presque  entièrement  consacré  à  cette  fonction,  et  qtii  est  loin  d'en  contenir 
toutes  les  propriétés.  J-a  dc'monslralion  qu'on  vient  de  lire,  qui  est  duc  à 
M.  BiEHLEit,  mais  dont  le  principe  appartient  à  Caucliy,  s'y  trouve  page  lo. 
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ces  propiictôs  rcsultcnl  Immédiatcmenl  de  lanalyse  prccédenle. 

La  fonction /'(./,•),  définie  pour  toute  valeur  de  x  autre  que  o, 
est   continue  dans    tout  intervalle  qui   ne   contient  pas  o  :  elle  ne 

change  pas  quand  on  change  .':  en     .  - 

On  a  1 

q.rfiq-'x)  =  fÇr), 

comme  il  résulte  de  l'égalité  (i)  en  faisant   croître  n  indélininicnt. 
La  fonction /(j;)  s'annule  pour  x  =  —  rj-''~  '  en  désignant  par /y 
un  nombre  entier  positif,  nul  ou  négatif,  et  ne  s'annule  que  pour 
ces  valeurs  de  x. 


CHAPITRE  YI 


DERIVEES 
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204.  —  Lorsqu'on  veut  étudier  la  marche  d'une  fonction 
donnée y(j.).  continue  dans  un  intervalle  [a,  h),  il  est  naturel  de 
comparer  les  variations  de  la  fonction  aux  variations  de  x,  et  de 
considérer  les  rapports  tels  que 

a-,  —  .r„ 

oiJ  Xq,  a'i  sont  des  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  l'intor- 
valle  considéré  et  où  le  dénominateur  x^  —  x^^,  le  numérateur 
y IX',)  — f(^o)>  peuvent  être  regardés  comme  les  accroissements 
respectifs  de  la  variable  x  et  de  la  fonction  y  (x)  quand  on  passe  de 
la  valeur  x^  à  la  valeur  Xi.  Un  tel  rapport  est,  en  quelque  sorte, 
l'accroissement  moyen,  ou,  si  l'on  veut,  le  taux  de  l'accroisse- 
ment, quand  on  passe  de  la  valeur  x^  à  la  valeur  Xi.  Observons  de 
suite  que  le  polynôme  du  premier  degré  en  x 


j(,.)^/_M^^  (,_,„), 


qui  prend  pour  x  =  x^  et  x  =  Xi  les  mêmes  valeurs  que  la 
fonction  f{x),  est  une  fonction  de  x  qui  a  le  même  accroissement 
moyen  que  la  fonction /'x). 

Imaginons,    en  supposant    a  <C.  h,   qu'on   ail    partagé  Tinter- 
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valle  ((7i  b)  (Ml  inloivallcs  partiels,  en  inlercalanl  entre  a  el  6  des 
nombres  croissants  et  supposons,  par  exemple,  qu'on  ait 

«  =  •ï'o  < -^i  <  -''i  •  ••  <  •'■'<  -  i  <  •^.  =  ^• 

On  peut,  en  intercalant  entre  a  et  6  assez  de  nombres  suffi- 
samment rap[)rochés,  faire  en  sorte  que,  dans  chaque  intervalle 
partiel,  l'écart  de  la  fonction  y  (,r)  soit  très  petit  (n°  162)  :  si  donc 
on  considère  une  fonction  F  (x),  dont  la  valeur,  lorsque  x  appartient 
à  1  intervalle  [xi,  x,  ^  i)  [i  =  o,  i,  2,  ...  n  —  i],  soit  égale  à  celle 
du  polynôme  du  premier  degré  en  x 

celte  fonction  F  (./•),  qui  est  évidemment  continue  dans  l'intervalle 
(a,  b),  et  qui  coïncide  avec  /(•')  pour  les  valeurs  .r^,  Xi,  ...,  Xn 
de  X  différera  toujours  très  peu  de  f{x)  ;  elle  pourra  être  re- 
gardée comme  une  expression  approchée  def{x),  pourvu  que  les 
intervalles  partiels  soient  suffisamment  petits. 

Si  l'on  se  place  au  point  de  vue  géométrique  qui  a  été  expliqué 
au  n°  172,  et  si  l'on  convient  de  regarder  comme  une  courbe,  re- 
présentative de  la  fonction  f{x),  l'ensemble  des  points  du  plan 
dont  les  coordonnées  x,  y  vérifient  l'équation  y  z^f[x),  lorsque  x 
varie  de  a  à  b,  la  substitution  de  la  fonction  F  (./•)  à  la  fonction 
fix)  reviendra  à  substituer  à  cette  courbe  la  ligne  brisée  dont  les 
sommets  successifs  sont  les  points  dont  les  coordonnées  sont 
respectivement  x^,  y^  ;  Xi,  Vj  ;  ...  ;  Xn,  v„,  en  posant 

y-  =  f(x)  (i  =  O,  I,  2,  ...  II). 

La  ligne  brisée  s'écartera  très  peu  de  la  courbe.  On  est  ainsi 
amené  à  considérer  lex  expressions  de  la  forme 

qui  sont  les  coefficients  angulaires  des  cùtés  de  la  ligne  brisée, 
pour  des  valeurs  Xi,  Xi  +  i  qui  diffèrent  très  peu. 

Plaçons-nous  à  un  point  de  vue  légèrement  différent  :  soit 
f[x)  une  fonction  définie  pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  ./'o, 
ou,  comme  l'on  dit,   aux  environs  de  Xq  ;  j'entends  par  là  qu'on 
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peut  fixer  un  intervalle  (./'o  —  y.,  ji^-\-  a)  dont  .r^  soil  le  contre, 
et  dans  lequel  la  fonction  /(./■)  soit  définie  :  il  en  sera  évidcniuiciil 
ainsi  toutes  les  fois  que  le  point  .i\  sera  inlcriciir  à  un  inler\alle 
où  la  fonction  /(•'•)  est  délinie.  Si  l'on  désigne  par  //  un  nombre 
au  plus  éiral  en  valeur  absolue  à  a,  en  sorte  que  la  (onction 
/*(./•)  soit  définie  pour  x^  -+-  h,  et  si  l'on  regarde  ce  nombre  // 
comme  un  accroissement  donné  à  la  valeur  x^  de  la  variable  '•, 
l'accroissement  correspondant  de  la  fonction /(x-)  sera/(.Co  -t-  //), 
et  le  rapport 

h 

sera  l'accroissement  moyen  de  la  fonction  f{j: ,  quand  on  passe  de 
a'o  à  Jq  -+-  h.  La  connaissance  de  ce  rapport,  pour  les  petites 
valeurs  de  h,  renseigne  sur  l'allure  de  la  fonctioa/(a:)  au  voisinage 
de  Xq  ;  si  l'on  savait,  par  exemple,  ([u'il  est  toujours  positif,  lorsque  h 
est  moindre  en  valeur  absolue  qu'un  nombre  positif  fixe,  on  saurait 
que  la  fonction  est  croissante  pour  x  =  .r,  (n"  167). 

Le  précédent  rapport  peut  être  considéré  comme  une  fonction 
de  la  variable  h,  définie  pour  toutes  les  valeurs  de  h  qui  satisfont 
aux  conditions  o  <C  \  h  \  <  7.,  ou,  si  l'on  veut,  pour  toutes  les 
valeurs  de  h,  autres  que  o,  qui  appartiennent  à  l'intervalle  ( —  v.,  a). 
Ces  valeurs  forment  un  ensemble  (-"Kî),  dont  le  point  o.  qui  ne 
lui  appartient  pas,  est  un  point  d'accumulation. 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  /(•'■)  soit  continue  au 
point  Xq  ;  lorsque  le  dénominateur  h  du  rapport  tend  vers  o,  il  en  est 
de  même  du  numérateur /(./-^  + /t)  — /  (j;^),  en  vertu  de  la  conti- 
nuité; si,  dans  ces  conditions,  le  rapport  tend  vers  une  limite, 
si,  en  d'autres  termes,  il  existe  un  nombre  \o,  tel  qu'on  ait,  au 
sens  qu'on  a  expliqué  au  ii"  151, 


Mm 


û  —  -^0' 


on  dit  que  la  fonction /(j;)  admet  une  dcrirce  pour  x  =  Xg  et  la 
valeur  de  cette  dérivée  n'est  autre  que  le  nombre  Xq. 

En  se  reportant  au  n"  151  et  à  la  signification  attribuée  au  mot 
limite,  on  voit  que  cette  définition  peut  être  remplacée  par  la 
suivante. 
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Dire  que  la  fonclion /(.r)  admet  la  dérivée  X^  pour  .r  =  rc^» 
c'est  dire  qu'à  chaque  nombre  positif  ;.  si  petit  (ju'il  soit,  cor- 
respond un  nombre  positif/;  tel  que  l'on  ait,  sous  les  conditions 
o  <  i  A  1  <  y; 


/(•'•o+/0-/(-'-o) 


X. 


< 


L'existence  de  la  limite  X^  suppose  évidemment  la  continuité  de 
la  fonction  en  j\^,  puisque  l'inéyallié  qui  précède  entraîne 
celle-ci 

|/(.r„  +  /.)-/(.r,)|<|/,  I   X(1XJ+e), 

qui  montre  bien  clairement  que  la  différence /(.r^  +  h)  —  /(-^o) 
peut  être  supposée  aussi  petite  qu'on  voudra,  en  valeur  absolue, 
pourvu  que  h  soit  lui-même  suffisamment  petit,  en  valeur  absolue. 
Lors  donc  qu'on  sera  assuré  de  l'existence  de  la  limite  Xq,  on 
sera,  par  cela  même,  assuré  de  la  continuité  de  la  fonction. 
Les  égalités 

,.        a''  —  I       ,  ,.        sin  /( 

iun.    — , =lo"6f,        tim.   — i —  =  I, 

dont  la  première  suppose  a  >>  o,  peuvent  être  interprétées  en 
disant  que  les  fonctions  a'",  sin  x,  ont  pour  x  =  o  des  dérivées 
égales  respectivement  à  log  n  el  i. 

205.  —  11  convient  maintenant  de  dire  quelques  mots  du  cas 
où,  malgré  la  continuité  de  la  fonction  f{x)  pour  x  =  x^,  la 
limite  Xq  n'existerait  pas. 

On  a  dit  plus  haut  que,  si  la  fonclion  f{x)  était  définie  dans 
l'intervalle  (xq  — a,  x^  -+-  y.),  la  fonction  de  h 

V  A) Ti — 

était  définie  dans  un  ensemble  (-"K!),  qui  n'est  autre  que  l'Intervalle 
( —  a,  a)  d'où  l'on  aurait  exclu  le  point  o,  lequel  est  évidemment 
un  point  d'accumulation  de  l'ensemble  (•'ÏC). 

Soit  £  un  nombre  positif,  moindre  que  a  et  soit  8  (î)  l'ensemble 
des  valeurs  distinctes  que  prend  la  fonction  ^(h)  quand  on  suppose 
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o  <<  /t  g  £.  Si  l'on  suppose  (pic  la  loiuiinn  ':,  {h)  soil  Ijornce  dans 
rcnscmblc  ('5C),  l'ensemble  8  (i)  esl  aussi  borné  ;  on  voit  de  suite 
que  cet  ensemble  satisfait  aux  conditions  du  n'^  156,  et  qu'il 
existe  un  ensemble  P.  (o)  comprenant  un  nombre  lini  ou  infini  de 
points  /.•  dont  cbacnn  jouit  de  la  [)ro[)riélé  siiivanlc  :  il  y  a  des 
valeurs  de  h  aussi  petites  qu'on  le  veut,  en  valeur  absolue,  et  pour 

lesquelles  le  rapport -^-iL» 'i J-}^  esl  aussi  voisin  de  /.•  qu'on 

le  veut. 

Considérons,  par  exemple,  la  fonction  x  sin     ;    elle   n'est   pas 

délinic  pour  ./•  — -  o  :  attribuons  lui,  pour  x  =  o,  la  valeur  o  ; 
elle  esl  alors  définie  pour  toutes  les  valeurs  do  la  variable  et, 
comme  il  est  aisé  de  le  voir,  continue  pour  cliacunc  de  ces  valeurs, 
en  particulier  pour  x  =  o.  La  fonction  '^i  (/;),  en  prenant  x^  ■=  o, 

se  réduit  ici  à  sin  j  ;  elle  ne  tend  vers  aucune  limite  quand  h   tend 

vers  o,  et  il  est  aise  de  reconnaître  que  l'ensemble  8  (o)  coïncide 
avec  l'intervalle  ( —  i,  -h  i). 

Au  lieu  de  considérer  à  la  fois  toutes  les  valeurs  de  h  qui  sa- 
tisfont à  la  condition  o  •<  |  A  |  ^  c,  on  peut  considérer  à  part  les 
valeurs  positives  et  les  valeurs  négatives  qui  vérifient  cette  con- 
dition, puis  les  deux  ensembles  8i  {i),  8^  (£)  dont  l'une  est  l'en- 
semble des  valeurs  distinctes  que  prend  o  (h)  pour  les  valeurs  de  h 
qui  satisfont  aux  conditions  o  <i  h  ^  î,  et  le  second  l'ensemble  des 
valeurs  distinctes  que  prend '>  [h)  pour  les  valeurs  de  h  qui  satisfont 
aux  conditions  —  i  ^  h  <i  O',  ces  deux  ensembles,  dont  la  réunion 
constitue  8  (s),  donnent  naissance  à  des  ensembles  8i  (o),  8^  (o)  ; 
cliacun  des  points  k  du  premier,  par  exemple,  jouit  de  la  propriété 
suivante  :  il  y  a  des  valeurs  positives  de  h,  aussi  petites  qu'on  le 
veut,  pour  lesquelles  o  (h)  difTère  de  /.•  aussi  peu  qu'on  le  veut. 
On  donne  quelquefois  aux  bornes  supérieure  et  inférieure  de 
l'ensemble  8i  (o),  qui  font  partie  de  cet  ensemble  (n"  156)  les  noms 
de  dérivées  supérieure  et  inférieure  à  droite  delà  fonction /'(j;), 
pour  X  =^  Xq]  de  même  les  bornes  inférieure  et  supérieure  de 
l'ensemble  8^  (o)  seront  les  dérivées  inférieure  et  supérieure  à 
gaucbe  de  la  fonction  f{x)  pour  x  =  x^.  Ces  quatre  dérivées 
existent  toujours  pourvu  (pie  l'ensemble  8  (î)  soit  borne  pour 
une  valeur   suffisamment    petite  de  i.    Il    est    presque  inutile  de 
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dire  qu'elles  se  récluiscnl,  comme  les  ensembles  F.  (o^,  8,  (o),  8^  (o), 
an  seul  nombre  Xp,  quand  h\  dérivée,  au  vrai  sens  du  mot,  existe. 
Dans  la  considération  de  l'ensemble  8i  (i),  les  Yaleuis  de  la 
fonction  s  •Jt)  pour  les  valeurs  négatives  de  h,  ou  de  la  fonction 
y*(.r)  pour  les  valeurs  de  x  plus  petites  que  .r„,  n'interviennent  pas  : 
en  sorte  que,  pour  parler  de  cet  ensemble,  il  n'est  pas  nécessaire 
de  supposer  que  la  fonction /(.c)  soit  définie  dans  tout  l'intervalle 
[j'q  —  a,  vCj  H-  a),  mais  seulement  dans  l'intervalle  [x^,  x^  -+-  a). 
On  dit  que  la  fonction  /(x)  admet  une  dérivée  à  droite,  pour 
X  =  Xo,  quand  l'ensemble  8,  (o)  se  réduit  à  un  seul  point,  ou  ce 
qui  revient  au  même,  quand  le  rapport 

'  ^  h 

tend  vers  une  limite  lorsque  h  tend  vers  o  par  valeurs  positives. 
De  même,  en  supposant  que  la  fonction  f{x)  soit  définie  dans 
rintervalle  ix^  —  a,  Xy),  on  dira  qu'elle  admet  une  dérivée  à 
gaucbe,  pour  x  =^  x^,  quand  le  précédent  rapport  tend  vers  une 
limite  lorsque  h  tend  vers  o  par  valeurs  négatives  ;  s'il  en  est  ainsi 
l'ensemble  8^  (o)  se  réduit  à  un  seul  point. 

Enfin,  quand  l'ensemble  8i  (ê)  n'est  pas  borné  en  liant,  par 
exemple,  pour  aucune  valeur  positive  de  -,  il  peut  bien  exister 
encore  un  ensemble  8i  (o)  de  points  k  dont  cbacun  jouit  de  la 
propriété  qu'on  vient  d'expliquer,  mais  on  peut  en  outre  affirmer 
qu'il  y  a  des  valeurs  positives  de  ■  aussi  petites  que  l'on  veut, 
pour  lesquelles  o  (h)  est  aussi  grand  qu'on  le  veut  :  c'est  ce  qu'on 
exprime  en  disant  que  la  dérivée  supérieure  à  droite  de  la  fonction 
f{x),  pour  X  =  .Ty,  est  égale  à  H-  x  .  Le  cas  où  la  dérivée  inférieure 
à  droite,  ou  à  gauche,  serait  égale  à  —  x  s'expliquerait  de  la 
même  façon. 

Enfin,  je  remarque  que  les  notions  précédentes  peuvent  s'ap- 
pliquer à  une  fonction /(.r)  définie,  non  plus  dans  un  intervalle, 
mais  dans  un  ensemble  clos  (X)  :  si  Xy  est  un  point  d'accumu- 
lation de  cet  ensemble,  pour  lequel  la  fonction /(x)  soit  continue, 
l'a  considération  des  valeurs  que  prend  l'expression 
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pour  les  valeurs  tic  ./•  f|ui  aj)[)arlicnnciil  à  l'ensemble  (\)  et  qui 
sont  voisines  de  x^,  conduira,  connue  tout  à  l'iicure^  à  la  notion 
des  dérivées  supérieures  i»u  inférieures,  à  droite  et  à  gauche,  de  la 
fonction y(./)  au  point  x^.  Je  n'auiai  pas  l'occasion  d'utiliser  celle 
dernière  extension,  et  en  parlant  de  la  dérivée  d'une  fonction,  il 
sera  toujours  sous-entendu  qu'il  s'agit  d'une  fonction  déterminée 
dans  un  intervalle.  Même  dans  ce  cas,  les  notions  des  dérivées 
supérieures  ou  inférieures,  à  droite  et  à  gauche,  n'interviendront 
guère  dans  la  suite  du  [)réscnt  Livre;  je  ne  les  ai  données  que 
pour  mettre  en  lumière  ce  qu'a  de  restrictif  la  supposition  de 
l'existence  d'une  dérivée  ;  sauf  avis  contraire,  quand  je  parlerai 
d'une  fonction /(,r)  admettant  une  dérivée  pour  x  =  x^,  le  mot 
dérivée  sera  entendu  avec  la  signification  du  n*^  204,  qui 
suppose  d'une  part  l'existence  des  dérivées  à  droite  et  à  gauche 
(sans  autre  épithète),  c'est-à-dire  l'existence  de  limites  vers 
lesquelles  tendent  respectivement  les  rapports 

■/•(-^o+/0-./(-^oi  /(•-•o-M-/rO 

h  '  —h 

quand  h  tend  vers  o  par  valeurs  positives  et,  d'autre  part,  l'égalité 
de  ces  deux  limites. 

Toutefois  ces  dernières  notions  de  dérivées  à  droite  ou  à  gauche 
(sans  autre  épithète)  interviendront  naturellement  quand  x^  est 
l'une  ou  l'autre  des  bornes  de  l'intervalle  (a,  b)  où  la  fonction /(x) 
est  déterminée  ;  si  a  est  la  borne  inférieure,  quand  on  parlera  de 
la  dérivée  en  a,  c'est  la  dérivée  à  droite  que  l'on  entendra,  puisqu'il 
ne  doit  pas  être  question  des  valeurs  de  x  moindres  que  a  ;  de 
même,  en  parlant  delà  dérivée  en  b,  c'est  la  dérivée  à  gauche  que 
l'on  entend,  puisqu'il  ne  doit  pas  être  question  des  valeurs  de  x 
supérieures  à  b. 

206.  —  Considérons  maintenant  une  fonction  /  (x),  continue 
dans  l'intervalle  (a,  6)  ;  supposons  qu'elle  admette  une  dérivée 
pour  chaque  valeur  de  x  appartenant  à  l'intervalle  et  autre  que 
ses  bornes  :  on  est  bien  alors,  pour  une  telle  valeur,  dans  le  cas  du 
n"  204,  puisque  la  fonction /(x)  est  continue  pour  cette  valeur,  et 
défmie  aux  environs.  On  pourra  dire  alors  que  la  fonction  f  {x) 
admet  une  dérivée  à  l'intérieur  de  l'intervalle  [a,  b),  et  celte  dérivée 
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sera  une  fc>ncli»Mi  de  .r,  /(.r),  définie  pour  loiilos  les  valeurs  de  x  qui 
vérilient  les  conditions  «  <[  .r  <;  h.  Si  .r^  est  une  telle  valeur,  le 
rapport 

?  ('0  =■- 1 — - — 

est  une  fonction  de  //  dédnic  pour  toutes  les  valeurs  de  h,  autres 
que  o,  qui  appartiennent  à  l'intervalle  («  — Xq,  h  —  j-^)  ;  pour 
h  =  o,  attribuons-lui  la  valeur  limite/'  [xq)  ;  -p  {h)  sera  alors  une 
fonction  définie  dans  tout  l'intervalle  (a  —  .'"o,  ^  —  Xq)\  ce  sera 
une  fonction  continue  dans  tout  cet  intervalle  ;  elle  est  en  effet 
continue  pour  /*  =  o,  d'après  la  convention  qu'on  vient  d'adopter, 
elle  est  continue  pour  chacune  des  autres  valeurs  de  h,  puisqu'elle 
est  le  quotient  de  deux  fonctions  continues  dont  la  seconde  n'est 
pas  nulle  i  n°'^  162,  170). 

Si,  en  outre,  les  fonctions  de  h 

h  '  h 

admettent  des  limites  quand /i  tend  vers  o  par  valeurs  positives; 
si,  pour  employer  le  langage  du  numéro  précédent,  la  fonction  y*  (jc) 
admet  une  dérivée  à  droite  en  a,  une  dérivée  à  gauche  en  b,  on 
dira  que  la  fonction  f{x)  admet  une  dérivée  dans  tout  l'inter- 
valle (a,  h). 

Si  on  appelle  courbe  l'ensemhle  des  points  du  plan  dont  les 
coordonnées  x,  y  vérifient  l'équation  y  =  f{x),  quand  x  varie  de  a 
à  b,  on  dira  alors  que  cette  courbe  admet  une  tangente  en  chacun 
de  ces  points,  et  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  sera  précisé- 
ment la  valeur  de  la  dérivée  pour  l'abscisse  x^  du  point  considéré. 
Il  est  manifestement  la  limite  du  coefficient  angulaire  de  la  droite 
qui  joint  le  point  d'abscisse  Xq  au  point  d'abscisse  x^  +  h  quand 
//  tend  vers  o  (').  Toutefois,  l'ensemble  de  points  considéré  ne 
mérite  guère  le  nom  de  courbe  que  si  l'on  ajoute  aux  suppositions 
déjà  faites,  la  supposition  que  la  dérivée  est  une  fonction  continue 
dans  l'intervalle  (a,   b),  au  moins  en  général. 

Si  la  fonction  y  =  /{-c),  continue  dans  l'intervalle  (a,  b)  admet 


(<)  Le  lecteur  interprétera  tic  suite  la  signification  géométrique  de  la  dérivée 
i  droite  ou  à  gauche. 
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une  déiivéo  clans  col  inlervallc,  on  a  d'il  plus  haut  que  celle  dérivée 
élail  une  fonclion  de  :/;  délinicdan?  cet  intervalle,  c'est  \a  fonction 
dcrivcc  ;  on  la  représente  habituellement  par  l'un  ou  l'autre  des 
symboles 

/(.r).         if^l        D,/,.r).       /,       %.        I),J. 

Il  peut  se  faire  que  Ja  fonclion  y'=  f  {■'')  soit  continue  dans 
l'intervalle  [a,  b)  ou  dans  une  partie  de  cet  intervalle,  et  quelle  y 
admette  elle-même  une  dérivée  ;  on  représentera  celle-ci  par 

f"i.r),       ^,      D;/(x),      /.       g.      my. 

Celle  nouvelle  fonction  prend  le  nom  de  dérivée  seconde  de  la 
fonction  proposée /  (.r)  ;  on  arrivera  de  mt-me  à  la  notion  des  dé- 
rivées troisième,  quatrième,  .,.,  /i%  que  l'on  représentera  par 
quelqu'un  des  symboles, 


/"(•-o. 

/'^"  '»,         • 

..       /('.)(.•); 

cPf(x) 

d'f(r) 

d'^/Lr)  . 

mi')' 

i>i /';■'■),    • 

...       D".f[x); 

y'"' 

J--, 

..,          )'W, 

d^y 

dx^  ' 

D^v, 

mj.      . 

..        D;v. 

La  classe  des  fonctions  qui  admcltcnt  des  dérivées  n'est  sans 
doute  qu'une  faible  pailie  des  fondions  conlinues  ;  c'est  toutefois  à 
celle  classe  de  fonctions  qu'il  convient  de  s'allacher  dans  les  élé- 
ments, en  raison  de  leur  simplicité.  Ce  n'est  guère  qu'à  ces  fonc- 
tions que  j'aurai  affaire.  Toutefois,  le  cas  où  une  fonclion  qui  a,  en 
général,  une  dérivée  se  trouve  ne  pas  en  avoir  pour  quelques  va- 
leurs [)arti(ulières  de  la  variable  se  rencontre  assez  fréquemment. 

207.  —  (  )n  a  dérmi  au  n"  173  le  polynôme  dérivé  d'un  poly- 
nôme/'(./•)  comme  le  coeflicient  de  /t  dans  le  développement  de 
f  (:c  -4-  //)  ordonné  suivant  les  puissances  de  //  ;  il  suffit  de  se  raj)- 
pelcr  qu'un  polynôme  en  h  est  une  fonction  continue  de  li  pour  rc- 
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connaîlie  que  ce  polynôme  dérivé  du  polynôme  y' (j:)  n'est  autre 
que  la  dérivée  du  premier  ordre  de/(j:),  au  sens  du  n°  204. 

J'observe  à  ce  propos   que  si  l'on  désigne  par  .r'.  A' les  valeurs 
absolues  de  x  et  de  //  ;  on  aura 

Ti  I  =  h' 

on  le  voit  de  suite  en  supposant  que  les  deux  membres  soient  res- 
pectivement ordonnés  suivant  les  puissances  de  h  et  de  //',  on  voit 
de  plus,  sur  la  même  forme,  que  Ton  a 

nx^*     ^  \   <C  — 


h' 

208.  —  Considérons,  comme  au  n"  184,  une  série  entière  en  x 

a^  -i-  rtj  X  +  ..,  +  fl„  .r"  +  ..,, 

qui  reste  convergente  quand  on  remplace  tous  les  coefficients  nu- 
mériques flo,  «1,  ...,  a„,  ...  par  leurs  valeurs  absolues  ao,  a',  ..., 
a'„,  ...  et  la  variable  x  par  le  nombre  positif  A  ;  cette  série  est  ab- 
solument convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartien- 
nent à  l'intervalle  ( —  A,  A),  et  sa  somme  définit  dans  cet  intervalle 
une  fonction  continue  /  {x) 

Soit  Xq  une  valeur  de  x  telle  que  l'on  ait 


le  rapport 


I  ■'■.  1  <  A 

M-/(^o) 


sera  défini  pour  toutes  les  valeurs  de  /;,  autres  que  o,  qui  satisfont 
à  la  condition  /t'  =  |  /t  |  ^  B,  en  désignant  par  B  le  nombre  po- 
sitif A  —  x\^  ;  la  valeur  de  ce  rapport  sera  égale  à  la  somme  de  la 


série  convergente 


n=  ce 


(,)  ,  (/,)  =  V  „.  <-'  +  ^;"-< 


n  =  I 


dont  les  termes  sont  inférieurs    ou  égaux  aux   termes  correspon- 
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danls,  tous  posilits,  de  la  série  convergenlc 

(=^)  2^  "" "ir 

n  =  I 


et,  «  fortiori,  Inférieurs  ou  égaux  aux  termes,  tous  positifs,  de    la 

A"  —  .r '» 


série  également  convergente 


(3)  2 

n  =:  I 

Les  relations  d'inégalité  entre  les  termes  correspondants  de  ces 
séries,  vraies  pourvu  que  h  no  soit  pas  nul  et  vérifie  la  condition 
/t'  <  B,  subsistent  rpiand  on  attribue,  pour  /t  ==  o,  à  la  fonction 
de  h 

[x,  +  h)"  —  g-;' 
h  " 

qui  n'est  pas  définie  pour  h  ^=  o, sa  valeur  limite  n:r]l~^  ;  mais  cette 
fonction  devient  alors  une  fonction  continue  de /t  dans  l'intervalle 
( —  B,B)  :  La  série  (  i)  est,  dans  cet  intervalle,  uniformément  conver- 
gente (n"  183)  ;  sa  somme  est  une  fonction  continue  de  //,  dont  lu 
valeur  pour  //  =  o  s'obtient  simplement  en  remplaçant  h  par  o  dans 

cbaque    terme,    c'est-à-dire    en    remplaçant  ^"—^ , -^  par 

//./,'y"~'  ;  cette  valeur  est  donc  la  somme  de  la  série 


V 

>    nrin  .7-, 


dont  il  est  certain,  par  la  démonstration  même,  qu'elle  est  abso- 
lument convergente,  puisque  ses  termes  sont  moindres,  en  valeur 
absolue,  que  les  termes  correspondants  de  la  série  (3). 

Ainsi  la  fonction  /(./•)  a  une  dérivée  à  l'intérieur  de  l'intervaJlc 
( —  A,  A)  et  cette  dérivée  est  la  somme  de  la  série  absolument  con- 
vergente 

/'  (x)  =  a^  -h  2a^  ./•  +  3«.,  x-  -^  ...  -|-  nn,,  ar"— '  ^    ... 
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dont  les  Ici'mes  sont  respectivement  les  dérivées  des  ternies  de  la 
sériey(a^i.  Si  A'  désigne  un  nombre  positif",  aussi  voisin  qu'on 
voudra  de  A.  mais  plus  petit,  la  sériey"(.c)  reste  convergente,  d'après 
ce  qu'on  vient  de  dire,  quand  on  remplace  les  coefficients  numé- 
riques par  leurs  valeurs  absolues  et  x  par  A'  ;  on  peut  donc  raison- 
ner sur  cette  série  f  (.r)  et  sur  l'intervalle  ( —  A',  A')  comme  on  a 
fait  sur  la  série/  [x]  et  rinlervollc  ( —  A,  A}.  La  fonction  f  {x)  a 
donc  une  dérivée,  à  l'intérieur  de  l'intervalle  ( —  A',  A),  et  par 
conséquent  à  l'intérieur  de  l'intervalle  ( —  A,  A),  puisque  A'  dif- 
fère de  A  aussi  peu  qu'on  le  veut  :  cette  dérivée  est  la  somme  de  la 
série 

/"  yX)  =z  1.2  a.,  -f-  2.3  a.jX  -h  ...  -f-  (n  —  i)  na„  .r"  — ^  -+.  ..., 

absolument  convergente  pourvu  que  Ion  ait  ./;'"<  A;  il  est  clair 
que  l'on  peut  continuer  ainsi  indéfiniment  .  la  série 

1 . 3 .  . . .  7)  «,,  -h  2 .3  . . .  (/)  -h  I )  «^,  ^.  1  :r  -h  . . . 

H-  (/(  — p  -h  i)  ',/i — p-h  2)...  na„x"  —  ''  -h  ..., 

est  absolument  convergente  pour  toute  valeur  de  x  intérieure  ù 
l'intervalle  ( —  A,  A)  et  sa  somme  est  la  dérivée  p'\  f  -^  (x),  de  la 
fonction /(;c),  A  l'intérieur  de  cet  intervalle,  la  fonction /(a)  a 
donc  des  dérivées  de  tous  les  ordres. 

L'expression  de  la  dérivée />"  montre  que  l'on  a 

«.  =  — /'H 

'^       1  2  ...  p-' 

en  sorte  que  la  série  proposée  peut  s'écrire  sous  la  forme 

/(■'■)  ==/(o)  +  f /'  (o)  +  ~  f"  (o)  +  ...  -,-  -£-/"\o)  +  ...; 

c'est  la  généralisation  manifeste  d'une  formule  du  11"  173,  relative 
•aux  polynômes. 

Si,  en  particulier,  la  fonction  f{x)  est  une  function  entière 
(n°  184>,  A  peut  être  pris  aussi  grand  qu'on  le  veut.  Une  fonction 
entlère/i.r)  admet,  dans  tout  intervalle,  des  dérivées  de  tous  les 
ordres  qui  se  déduisent  delà  séi'ie  qui  définit  celte  fonction /(x) 
par  les  règles  qu'on  vient  d'expliquer. 
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209.  —  Tel  est  le  cas  pour  les  fondions 

e"",         sin  ./•,         cos  ./•,         sli  ./•,         cli  .r, 

dont  les  dérivées,  comme  on  le  reconnaît  immédiatement  par  l'ap- 
plication de  la  règle  précédente,  sont  respcctivcrnenl 

e^,         cos  ./■,         —  sin  .»•,         rli  ./■,         sli  ./■. 

La  dérivée  n"  de  e'  est  e'^  ;  celles  de  sin  :r,  cos  :r  sont  respective- 
ment sin  (.'•  +  4~)  ^^^  cos  (  Jr-  H — ^'j,  celles  de  sli  x  et  cli  a;  sont 
respectivement  cli  x  et  sh  ,/%  on  sh  .x  et  cli  x,  suivant  que  n  est 
impair  ou  pair. 

Les  relations 

^^        l ^  =  /  loir    i  -+-  ,      = T.  -h  o-,  •••• 

(.r-f-//)'" — .r'"  \  X  ,,l  '»  I         mim—  l)/t 


[Hl  I 

I    X 


1 . 2        .y- 


oiî  dans  la  seconde  ni  est  un  nombre  quelconque,  où  l'on  suppose 
dans  toutes  les  deux,  pour  qu'elles  soient  valables,  a?  >  o,  |  /i  |  <C  x, 
montrent,  puisque  les  derniers  membres  sont  des  fonctions  conti- 
nues de  A,  pour  h  =  o,  que  les  dérivées  respectives  de  log  x  et  de 


I 


X'"  sont  respectivement  -  et  mx 


210.  —  On  a  utilisé,  pour  ces  divers  exemples,  les  développe- 
ments en  série  établis  dans  le  cliapitre  précédent  ;  le  lecteur  trou- 
vera dans  les  divers  livres  qui  traitent  de  la  matière  d'autres  procé- 
dés pour  obtenir  les  dérivées  des  fonctions  simples  que  l'on  a  con- 
sidérées dans  les  derniers  paragraphes;  il  démontrera  sans  peine 
les  propositions  suivantes  où  ii,  v,  u\  .  .  désignent  des  fonctions  de 
la  variable  x,  en  nombre  fini,  admettant,  pour  toutes  les  valeurs  de 
X  qui  appartiennent  à  un  intervalle  (a,  b)  des  dérivées  u',  v',  w' ,  ... 

Si  A,  n,  C,  ...  désignent  des  constantes,  la  fonction  de  .c 

V  =  Ah  -t-  Bi'  +  Ciij  -t-  ... 
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aJnicllrn,  clans  l'inlervalle  considéré,  une  dérivée  et  celte  dérivée 
sera 

y'  =  Au'  -h  lie'  4-  Gif'  -+-.... 

La  fonction 

r  =  uv 

admet,  dans  le  même  inlervalle,  une  dérivée,  et  cette  dérivée  est 

v'  r=  (i'i;  -(-  uv' . 

On  peut  encore  écrire 

y'       h'       v' 
y         u   ~^  V 

Si  l'on  désigne  sous  le  nom  de  dérivée  logarithmique  d'une 
fonction  le  rapport  de  la  dérivée  de  cette  fonction  à  la  fonction 
elle-même,  on  peut  donc  dire  que  la  dérivée  logarithmique  d'un 
produit  de  deux  facteurs  est  égale  à  la  somme  des  dérivées  loga- 
rithmiques de  ces  facteurs  ;  cette  proposition  s'étend  au  cas  de 
trois,  quatre,  ...  facteurs  :  elle  est  générale. 

Par  exemple,  si  l'on  suppose 

y  =  UV1V 
on  aura,  en  désignant  par  y'  la  dérivée  de  y 


y         u         V         10 

-  =  -  H 1-  - 

y         u         V         10 

ou 

y' 

=  u'vw  -+-  uv'iv  -h  u 

Si  l'on  suppose 

y  =  u'", 
m  étant  un  nombre  entier  positif,  on  aura 


ou 


y  W 

—  =  m  — 
y  u 


y'  =  ma">~  hi'. 
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La  fonctidii 


u 

■  V 


adiiicl  uno  dérivée  pour  loiilcs  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à 
l'intervalle  (a,  h)  et  rpii  n'anuident  pas  v;  celte  dérivée  est 


On  déduit  de  là  inimédialenient  que  la  dérivée  logaritlimique 
d'un  rapport  est  égale  à  la  dilTérence  entre  la  dérivée  logarillnuique 
du  numérateur  et  la  dérivée  logaritlunicjue  du  dénoniinalcur. 

En  particulier  si  l'on  suppose  y  =  a"  "'=  —  ,  m  étant  un  nombre 
naturel,  on  aura 


y 

H 

Y 

U 

ce  qui  permet  d'étendre  aux  exposants   entiers  négatifs   une  règle 
établie  précédemment  pour  les  exposants  entiers  et  positifs. 

Je  signalerai  encore  les  deux  formules  suivantes  où  m  désigne 
un  nombre  naturel  et  où  figurent  les  dérivées  des  fonctions  u,  v, 
jusqu'à  l'ordre  m  dans  la  première,  jusqu'à  l'ordre  m  -f-  i  dans  la 
seconde.  Il  est  à  peine  utile  de  dire  qu'on  suppose  l'existence  de 
ces  dérivées.  Les  symboles  D'",  D  placés  en  tète  du  premier 
membre  signifie  la  dérivée  m",  ou  première,  de  la  quantité  placée 
entre  parenthèses,  ou  entre  crochets. 

^       ^  I  1.2  I  ' 

D[^ll("')u  —  u("'-')i;' -!-«('"-  ')v" ...+(  — l)'"-'u')j('«-l)-(-(_i)»'yy(m)l 

=  «(•"+  ')i'  -4-  (  — I )'"{//' ('"  +  '). 

La  vérification  de  la  seconde  est  immédiate.  La  première  où, 
dans  le  second  membre,  les  coeilicienls  num('ri([ues  suivent  la 
même  loi  que  dans  le  développement  de  la  puissance  m"  d'un 
binôme,  s'établit  sans  peine  par  induction. 

211.  —  En  appliquant  la  règle  relative  à  un  rapport,  on  trouve 

que  la  dérivée  de 

sin  X 

tg  X  =■■ 

°  cos  X 
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est 

sin-  .r  H-  cos-  .r  i  ,  , 

=  — ,—  —I  +  tg-  ic. 


cos-  X  cos-' 


pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  n'annulent  pas  cos  .x. 
De  m(?nie,  la  tlcrivée  de 


est 

les  dérivées  de 

sont  respectivement 
I 


cot 

.(■ 

= 

cos  :r 
sin  .*■ 

= 

I 

I 

= 

/ 

+ 

I 

siu- 

X 

»g^-' 

,,  sh  .r  r 

cil  X  tli  .r 


=  I  —  lU- 


X, 


eh*  X  '  sh-  X  lll-  X 

On  sait  donc  trouver  les  dérivées  des  fonctions  entières  ou  ration- 
nelles, des  fonctions  5c",  à',  sin  x,  cos  x,  sh  x,  ch  -r,  log  x  et  d& 
celles  qu'on  déduit  de  ces  fonctions  par  addition,  multiplication, 
division,  élévation  aux:  puissances  entières.  J'établirai  dans  les 
deux  numéros  qui  suivent  deux  théorèmes  qui  permettent  d'obte- 
nir les  dérivées  des  fonctions  obtenues  par  d'autres  combinaisons 
de  ces  fonctions  simples. 

212.  —  Soit  a  "=  f{x)  une  fonction  de  x  admettant  une  dérivée 
u  dans  l'intervalle  (a,  h)  ;  soient  A  et  B  les  limites  inférieure  ot 
supérieure  de  la  fonction  ii  dans  cet  intervalle  ;  regardons  pour 
un  instant  ii  comme  une  variable  indépendante  et  soit  o  («)  une 
fonction  de  celte  variable  admettant  une  dérivée  ç'  [a)  ;  dans  l'inter- 
valle (A,  B)  ;  il  est  clair  qu'à  chaque  valeur  de  x  appartenant  à 
l'intervalle  (a,  b)  correspond  une  valeur  de  u  appartenant  à  l'inter- 
valle (A,  B)  et  par  conséquent  une  valeur  de  c-  («)  :  en  ce  sens  ©  (it) 
peut  donc  être  regardé  comme  une  fonction  de  x  définie  dans- 
l'intervalle  (a,  b)  ;  je  vais  montrer  qu'elle  admet  une  dérivée  égale 
à  '^'  [u)  X  II! . 
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Considérons,  en  elTet,  une  valeur  parliculièrc  x\  appartenant  à 
l'intervalle  (Vz,  h)  ;  soit  u^  =f(.r^)  la  valeur  correspondante  de  la 
première  fonction.  Si  l'on  donne  à  x  un  accroissement  h,  la  fonc- 
tion »  prendra  un  accroissement /i  ■=/(.ro  H- /j) — f{^o)  •  il  s'agit 
de  montrer  ([ue,  lorsque  //  tend  vcis  zéro,  le  rapport 

fK  +  A-)—  ?(»„) 
Il 

tend  vers  ime  limite,  et  d'évaluer  cette  limite. 

Supposons  d'abord  que,  pour  les  valeurs  de  |  h  \  inférieures  à  un 
certain  nombre  positif/^,  k  ne  soit  pas  nul,  sauf  pour  h  =  o,  le 
précédent  rapport  pourra  s'écrire 

o{ii^  H-  h)  —  o(»„)        /.• 


li  II 

Si   l'on  fait  tendre   h  vers  o,  k  tend  aussi  vers  o,  à  cause  de 
la  continuité  de  la  fonction  u,  et  le  facteur 

A-       /(■'•„  4-  h)  -/(.r,) 
h—  h  ' 

tend,  par  définilion.  vers  la  valeur  ii\  de  la  dérivée  n'  de  la  fonc- 
tion n  =  f  {.!'),  qui  correspond  à  la  valeur  x^  de  la  variable  ;  le 
premier  facteur 

k 

a  un  sens  pourvu  que  l'on  ait  o  <<  |  /i  |  -<  /;  ",  lorsque  h  tend  vers  o, 
il  en  est  de  même  de  /,-,  et  le  rapport  a  pour  limite  la  valeur 
'v'  (»„)  de  la  dérivée  'y' (a)  pour  ii  =  «o  '■>  ^^  dérivée  de  la  fonction 
c-i»)  de  X,  prise  par  rapport  à  x,  est  donc  le  produit  de  la  dérivée 
de  la  fonction  o{ii),  prise  par  rapport  à  »,  par  la  dérivée  de  », 
prise  par  rapport  à  x. 

Cete  proposition  subsiste  dans  le  cas  exclu,  le  cas  où,  pour  les 
valeurs  de  (h)  inférieures  à  n'importe  quel  nombre  positif,  il  y  au- 
rait toujours  des  valeurs  nulles  de  k. 

Soit  alors,  en  désignant  i>ar  r,  un  nombre  positif,  (II)  l'ensemble 
des  valeurs  de  h  pour  lesquelles  ou  a  o  <i\h\<Cr,;  soient  (II) 
l'ensemble  des  valeurs  de  h  qui  vérifient  ces  inégalités  et  pour  les- 
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quelles  /.•  esl  nul,  et  (II")  l'ensemble  des  valeurs  de  h  qui  vérifient 
ces  inégalités  et  poui*  lesquelles  /«•  n'est  pas  nul,  en  sorte  que  l'on  a 
(II)  :=  (H')  -h  (H").  Par  hypothèse,  o  est  un  point  d'accumulation 
de  (ÏTkt  de  (II)-  On  jicut  se  bornera  examiner  le  cas  où  o  est  aussi 
un  poinldaccumulalion  de  (11')  ;  si,  en  ell'ct,  il  n'en  était  pas  ainsi, 
les  valeurs  de  h  sudisamnient  voisines  de  o  ne  pourraient  apparte- 
nir à  (H'i,  elles  appartiendraient  donc  à  (H  )  ;  en  d'autres  termes 
/,•  serait  nul,  pourvu  que  /(  fût  sullisamment  voisin  de  o  ;  dans  le 
voisinage  dex^,  la  fonction  ii  =  f{x)  serait  constante  ;  il  en  serait 
de  même  de  la  fonction  ^  («),  regardée  comme  une  fonction  de  x  : 
le  théorème  serait  évident.  Supposons  donc  que  o  soit  un  point 
d'accumulation  de  (H),  ainsi  que  de  (11).  Tout  d'abord,  il  est 
clair  que  u^'  est  nul  ;  en  effet,  quand  h  reste  dans  l'ensemble  (H'), 
Il  =f{xQ  4-  /()  — fiXo)  est  nul,  on  a  donc 

lim.  /(--fo  +  11)  —  JM  ^  Q  . 
/i  =  o  h 

l'existence  de  la  dérivée/' (x)  étant  admise,  il  faut  bien  que 
li  =/'  (Xy)  soit  nul.  Il  suffit  donc,  pour  établir  la  proposition 
énoncée,  de  montrer  que  l'on  a 

11m.  ?("o +  /■•)  — -fC'O  _ 

on  supposant  que  h  appartienne  à  (II).  Or  le  raisonnement  primi- 
tif, fondé  sur  l'égalité 

?("o  -^  1^)  —  ?(»(,)  _  cp(»o  +  /i)  — cpf»,)         A: 

h  —  k  ^  ir 

subsiste  lorsque  h  appartient  à  (II),  et  il  en  résulte  qu'on  peut 
faire  correspondre  à  chaque  nombre  positif  s  un  nombre  y;,  -<  y; 
Ici  que  l'on  ait 


■f»o  +  /.-)  —  cp(»o) 
h 


<s„ 


sous  la  condition  que  A  appartienne  à  (11")  et  que  l'on  ait  |  h  ]<;■/;, 
mais  l'inégalité  à  démontrer  subsiste  d'elle-même,  si  h  appartient  à 
(H'),  puisque,  alors.  A-  est  nul  :  elle  subsiste  pourvu  que  l'on  ait 
o  ■<  1  /<  I  <<7;i  ;  et  la  proposition  énoncée  est  établie. 
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Ce  théorème  s'étend  sans  difriniltc;  si,  en  conservant  les  notalions 

précédentes  on  désigne  jmr  A,,  lî,  les  limites  inférieure  flMiix'iicnrc 

de  la  fonction  'j;  (/;)dans  l'intervalle   \,B)  rolalifà  la  variahle  //  cl  (|iio, 

en  posant  »'  =  '^  (»)>  fn  C(>nsi(l(''reune  fonction  •]/  (c)  de  la  variahle  /- 

^di^etlan^  une  dérivée 'V  (c)  dans   l'inlcrvalle  (A,,  li,  i  rclalil  ;i  l,i 

varial)le  ?',  on  pourra  regarder 'i;(i')   comme  une  fonction   de  ./•; 

celle  fonction  admettra  unç  dérivée  dans  l'intervalle  (a,  h)  et  celle 
-  ,  ;   ,  -f^Mïooi  r:;ii 

dérivée  sera  ., 

•y(i')  X  'v'(/0  X  »'. 

etc..  ^  oici  quelques  applications  : 

La  formule  cos  x  :=  sin  I  „  —  ;''j  montre  que  l'on  peut  regar- 
der cos  ./'  comme  le  sinus  de  la  variable  u  =  ~  —  j-  ;  la  dérivée  de 

2 

cos  X  est  donc  égale  à  la  dérivée  de  sin  ii  =  sin  (7  —  .7)  par  rap- 
port à  II,  c'est-à-dire  cos  u  =  cos  (~  —  x),  multipliée  par  la  déri- 
vée de  Uj  c'est-à-dire  —  i  ;  la  dérivée  de  cos  x  est  donc —  sin  x  , 
on  relie  ainsi  des  résultats  établis  précédemment. 

Si  II  désigne  une  fonction  de  x,  admettant  une  dérivée  11 ,  les 
dérivées  des  fonctions  a",  log  u,  11'",  considérées  comme  des  fonc- 
tions do  X,    seront  a"u  log  a,  -,  ina'"~^ii,  puisque  les  dérivées 

de  n^,  log  X,  x'"  sont  n^  \oga,  -,  rnx'"  ~^. 

Relativement  aux  fonctions  log  «,  iV",  on  doit  supposer  que,  pour 
les  valeurs  de  ./•  appartenant  à  l'intervalle  considéré,  u  reste  positif  ; 
toutefois  celle  restriction  ne  serait  pas  nécessaire  pour  u'",  si  m  était 
égal  à  une  fraction  irréductible  à  dénominateur  impair  ;  en  con- 
venant de  prendre 

u"'  =  —  (—  u)'" 

si  u  était  négatif.  Dans  ce  cas  encore,  la  règle  de  dérivation  serait 
la  même. 

213.  —  Soit  /'(y)  une  fonction  de  la  variable  y  admettant,  dans 
l'intervalle  (A.  B).  une  dérivée  /  (y)  ;  considérons  l'équation 
J  (y)  "^  ^'  ^^  supposons  qu'il  y  ait  une  fonclioii  continue  o  [x),  con- 

TikNRBRT  l  —  lotroduction  à  la  théorie  d>>a  fonctioDS  23 
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linue  dans  l'inlcivallc(a,  />), dont  les  bornes  inférieure  et  supérieure 
relatives  à  cet  inlervalle  soient  comprises  entre  A  et  li,  telle  enfin 
que,  X  étant  une  valeur  quelconque  appartenant  à  l'intervalle 
(a,  b),  la  valeur  de  /(y)  soit  égale  à  x  lorsqu'on  remplace  y  par 
dix);  une  telle  fonction  existera  certainement  (n"  169)  si  la  fonc- 
tion /(y)  est  croissante  dans  l'intervalle  (A,  B)  et  si  l'on  prend 
a  =y'(A),  b  =/(B).  Je  vais  montrer  que  la  ibncliou  y  =  '/(J^'). 
dite/o/ic//on  inverse  de  la  fonction /(j),  admet  une  dérivée  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (a,  6)  et  qui 
n'annulent  pasy^(^y)  :  cette  dérivée  est 

Considérons,  on  effet,  une  valeur  de  x  appartenant  à  l'intervalle 
(a,  b)  et  la  valeur  correspondante  de  y  ;  si  l'on  donne  à  x  un  ac- 
croissement h,  la  fonction  y  =;  y  (a;)  prendra  un  accroissement 
k  =  <y{x  -{-  h)  —  ç/  [x)  et  l'on  aura /(y)  ==  x,  f{y  +  A')  =  x  -+-  A  : 
ces  deux;  égalités  montrent  d'abord  que  l'on  ne  peut  avoir  A-  =  o 
sans  que  h  soit  nul  ;  on  en  tire  d'ailleurs 

f(y  ^  /■•)  -  /•( y)  _  /' 
A  '    -~A' 

A  cause  de  la  continuité  de  la  fonction  s  [x],  A  tend  vers  zéi'O  en 
même  temps  que  h;  dans  ces  conditions,  le  premier  membre  tend 
vers  la  limitey^(y)  ;  si  donc  cette  limite  n'est  pas  nulle,  le  rapport 

A  _  o  (  j  +  A)  —  cp  (.r) 
h  —  '  Il 

aura    pour  limite  «-ryv  lorsque  h  tendra  vers  zéro.   C'est  ce  qu'il 

fallait  démontrer. 

Ainsi  le  logarithme  naturel  y  d'un  nombre  positif  x  peut  être 
défini  par  l'équation  ev  =x  ;  la  dérivée  y'  de  log  x  est  donc  l'in- 
verse de  la  dérivée  de  e'J  par  rapport  à  j  et  Ton  a 

'  =  -  —  i. 

•^        e'J       X 

Les  fonctions  u       arc  sin  x,  v  =  arc  cos  x,  w  =  arc  tg  x  ont 


ciiArirar  vi,    —  i>r:iiNmi)\s.   (-ai.ci  r,   i)i:s  Di'iuvi'rs        365 
étc  dôlinies  au  ii  '  199  ;  clh^s  vâilical  rcspcrlivcnicnt  les  équalions 

sin  H  =  .r,       cos  v  =  x,       tg  jy  =  x, 
011  on  conclut  (jiio  leurs  tléiivécs  sont  respectivement 

„'  ^      '_  _  ' ^       ^/  ^  2^  ^_      —  ^  jy/  _   _i 

cos/;         ^/j  __  ,.3*  sin/'      '  ./,  ^.j  '  i  -+-  .r- ' 

pour  les  tleu\  [)remièrcs,  le  radical  tloil  être  pris  avec  sa  significa- 
tion arilliuiétique,  puisque  les  arcs  n   et  v  doivent  être  compris 

l'un  entre  —  ^  ^t  +  -,  l'autre  entre  o  et  ~  :  en  sorte  que  cos  ii  et 
sin  i'  sont  certainement  positifs. 

214.  —  On  peut  évidemment  combiner  la  règle  qu'on  vioi.t 
d'établir  avec  celle  qui  concerne  les  fonctions  de  fonction. 

Si,  par  exemple,  une  fonction  continue  ç/(«)  vérifie  l'équation 
/{y)  =  n,  pour  toutes  les  valeurs  de  u  comprises  entre  a  et  h,  et 
si  u  est  une  fonction  //  (x)  qui  admette  une  dérivée  dans  l'in- 
tervalle (a,  fl>),  et  qui  reste,  pour  cet  intervalle,  comprise  enirc 
a  et  b,  il  est  clair  que  la  fonction  J=  'f  [^  (./")],  vérifiera  l'équation 
f(y)  =  g  (./•)  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  1^,  et 

a'  (x) 
admettra  la  dérivée  ■;       ',  pour  celles  de  ces  valeurs  qui  n'annu- 

J    (Jj  ^ 

leront  pas/'  (y). 

Désignons,  par  exemple,  par  P  et  Q  deux  polynômes  en  x  et 
considérons  l'équation 

lo  }    —  ()  ' 

En  conservant  au  symbole  arc  tg  la  signification  adoptée  au 
n"*  199,  toutes  les  solutions  de  cette  équation  (en  y)  sont  données 
par  la  formule 

V 

Q 


V  =  arc  tg  ^    -h  n  tt, 


n   étant  un  entier  arbitraire  ;   mais  il  importe  d'observer  que  la 
fonction  arc  tg  .-< ,  évidemment  continue  pour  les  valeurs  de  x  telles 
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P        .  . 

que  la  fraction  rationnelle  ^^  soit  continue,  pentn  être  pas  continue 

pour  les  valeurs  de  ./•  qui  annulent  Q  : 

Soit  a    une  telle   valeur,  qui  peut  d'ailleurs  annuler   aussi   le 
polvnome  P  (');  il  y  a  l'eu  de  distinguer  divers  cas  :   il    peut   se 

P 

ÏA\Yc  que,  .r  s'approchant  de  7.,  la  fraction      tende  vers  une  limite, 

c'est  ce  cpii  arrivera  lorsque  a  sera  pour  le  polynôme  P  une  racine 
d'un  ordre  de  nniltiplicité  égal  ou  supérieur  à  l'ordre  de  multi- 
plicité de  celte  même  racine  pour  le  polynôme  Q  ;  rien  n'empêchera 

P  ,  P 

d'attribuer  à   -  celle  valeur  liinilc  pour  .r  =  a;    dès  lors,  —    et 

arc  tg  -  seront  des  fonctions  continues  de  x  pour  x  =  y.. 

Q 

S'il  en  est  aulieiuent.  c'est  que.  lorsque  x  s'approche  de  a. 


P| 


augmente  Indériniment  ;  il  peut  ariiver  trois  cas  : 

1°  Lorsque  x  croît  et  traverse  la  valeur  a,  ^  conserve  le   même 


signe  ;  on  attribuera  alors  à  arc  tg      ,    pour  x 


r/.,   la  valeur 


-t-  -  ou  —  -,  suivant  que,  pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  a,  ,-, 

P 

est  positif  ou  négalif;  arc  tg  v^-   sera  ime   fonction   continue  de    x 

pour  x  z=z  rj,. 

P 

2°  Lorsque  x  croît  et  traversa  la  valeur  a,  -.  passe  de  —   oc    à 

H-  ce  .    Alors,  pour  les  valeurs  de  x  un  peu  plus  petites  que  a, 

P  •  •  - 

arc  tg  r.  est  voisin  de  —  '",  et  pour  les  valeurs  de  x  un  peu  plus 

^  P  •  •  -  .  P 

Grandes,    arc  tfr  -  est  voisin  de  +  -  ;  afin  que  la  fonction  arc  t£(  - 
o  c  Q  a  *  ^l 

soit  toujours  définie,  convenons  de  lui  attribuer  la  valeur  h — "-,  pour 

X  =  a. 

•  •        P 

3"  Dans  les  mêmes  conditions  -  passe  de  H-  x   à   —  x  ;  pour 


P 


les  valeurs  de  x  un  peu  plus  petites  que  y.,  arc  tg  ^   est  voisin  de 


(M    On    ]  ourrait    écarter    celle    sii|)j)osilion,    en    supprimant     les      fadeurs 
coninimis  à   !',  'J. 
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r  1* 

+  -- ;  polir  los  v;ilctiis  do  ,/•  un  jxmi   plus  grandes  que  7.,   arc  Ig  - 

est  voisin  do  —  -;  convenons  de  lui    allribuer    celle    valeur  pour 

X    TTTZ    7.. 

On  pourra  faire  en  sorte  rpic  re\[)rossion 

,     1' 

.   arc  tg  -    -h  II- 

représente  une  fonction  foiilinue  de  ./;,  pour  toutes  les  valeurs  de 
cette  variable,  en  regardant  n  comtnc  une  Ibnclion  de  .r,  qui 
n'adniclte  d'ailleurs  que  des  valeurs  entières  et  satisfasse  aux  con- 
ditions suivantes  :  elle  roslc  constante  à  l'intérieur  de  tout  inler- 

|P 
valle  où  la  fonction  arc  tg  ^  est  continue,  en  adoptant  les  conventions 

précédentes  ;  elle  diminue  brusquement  d'une  unité,  ou  augmente 

brusquement  d'une  unité,  lorsque  x  croissant,  la  fonction  arc  tg  -^ 

augmente,  ou  diminue,  de  t:  ;  en  sorte  que  cette  fonction  n  ne 
cliange   que  lorsque   x  traverse  en  croissant  une  valeur  a  qui  fait 

P 
passer      de  —  oc  à  -t-  x  ,  ou  de  -i-  oo  à  —  oo    :  pour  x  =^  a,  la 

fonction  n  prend  alors  une  valeur  inférieure  ou  supérieure   d'une 

unité  à  celle  qu'elle  avait  pour  ./■  un  |)eu  plus  petit  que  a,  et  garde, 

pour  ./■  un  peu  plus  grand  que  a,  la  même  valeur  que  pour  x  =  a 

En   d'autres   termes   encore,    si  l'on  suppose  X[  >>  X2  et  si  l'on 

désigne  par  Hi,  n^  les  valeurs  de  n  qui  correspondent  à  JCi,  x.^,   la 

différence  n^  —  /i,  s'obtient  en  considérant  celles  des   racines  a 

de  l'équation  Q  =  o  qui  vérifient  les  conditions  Xy  <i  7.  %  x>,  et 

p 
en  retrancliant  du  nombre  de  ces   racines  pour  lesquelles  pr  passe 

de  H-  X)  à  —  ce  ,  le  nombre  de  celles  pour  lesquelles  ^  passe  de 

—  X  à  H-  X  .  Si  Xi  est  une  racine  du  polynôme  Q  pour  Incpiollc 

p  ...  .  , 

Q  ne  change  pas  de  signe,  il  n'y  a  pas  heu  de  s'en  occuper. 

Ces  conventions,  qui  compensent  la  discontinuité  de  la  fonction 

P 

arc  tg  ,  ,  fixent  entlèromenl  la  valeur  do  la  Ibnclion  discontinue  n, 

pourvu  que  l'on  se  donne  la  \alcur  /i„  de  celte  lonclion  pour  une 
valeur  Xq  de  x.  L'entier  n^  peut  être  choisi  arbitrairement. 
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V 

La  l'onction  continue  arc  tg      4-    n-,    ain.si  définie,  pourra,   si 

P 
l'on  veut,  être  représentée  par  un  svnibole  tel  cpie  Arclg     ,  c'est 

,   P  .    .  ^ 

l)icn  unarcdonllalangcnleestcgale  à      .  mais  il  est   indispensable 

P  . 

de  le  distinguer  de  la  fonction  arclg    .,   toujours  comprise   entre 

^et-t-^,  et  non  définie  pour  les  valeurs  de    x  qui   rendent 

2  3  *  ^ 

P 

infinie  la  fraction  r^. 

Par  exemple,  on  pourra  délinir  la  fonction  Arc  tg     ,  pour  toutes 
les  valeurs  de  x,  en  posant 

Arc  Ig  -  =  arc  ty;      +  /(  -, 


cl  en  supposant  n  ^=  o  jioiu"  x  nul  ou  positif,  cl  n  =  i  pour  x 
négatif;  pour  x  =  o.  Arc  tg  -  doit  d'après  les  conventions  pré- 
cédentes être  priségalà  ".  On  a  alors  Arc  Ig  -  =  '"  —  arc  tg  x. 

Pour    une   valeur  de  x    qui  n'annule  pas    Q,    la    dérivée  de 

P 
la  fonction  Arc  Ig  ^    est,    d'après    le  numéro    précédent,  égale  à 

PO PO' 

—~ n7^  '  ^^  désignant  par  P    et  Q  les  dérivées  des  polynômes 

P,  Q.  Que  celte  même  formule  subsiste  pour  les  valeurs  de  x  qui 
annulent  Q,  c'est  ce  que  le  lecteur  n'aura  pas  de  peine  à  dé- 
montrer. Si  la  valeur  considéré.'^  de  a  annulait  à  la  fois  P  et  Q,  on 

PO PO' 

devra  attribuer  à  -^>- ^^^  sa  valeur  limite. 

P^  -f-  Q^ 

Les  détails  dans  lesquels  je  Aiens  d'entrer  me  permettent  de  me 
borner  au  simple  énoncé  de  la  proposition  que  voici,  qui  est 
analogue  ;ila  précédente,  mais  dont  la  démonstration  est  plus  facile 
en  raison  de  la  simplicité  des  résultats. 

Si  a  est  un  nombre  positif,  il  y  a  une  fonction  y  de  x  qui 
vérifie,  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  l'équation 

ig  y  :=  a  tg  .r, 

qui  est  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  et  qui  s'annule  pour 


II 
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X  z=:i  o;  il  n'y  a  (railleurs  ({n'unc  fonction  r[ui  satisfasse  à  ces 
conditions  :  sa  valeur  est  égale  à  celle  de  .';  toutes  les  fuis  que  x  est 
uu   multiple   entier   de  -  ;  si  x  est  compris  entre  deux  multiples 

entiers  consécutifs  de  -,  la  valeur  de  y  est  comprise  entre  les  deux 

mêmes  nombres.  Cette  règle,  connaissant  x,  permet  de  calculer 
aisément  y  au  moyen  des  tables  trigonométriques.  Je  représenterai 
par  Arc  tg  (a  tg  x)  la  fonction  ainsi  définie  (')  :  elle  est  égale  à  x 
quand  a  est  égal  à  i .  Sa  dérivée  est 

I 


a  sin^  X  -H  cos''  x 


H.  —  FORMULE  DES  ACCROISSEMElNTS  FIMS.  FONCTIONS 
COMPOSÉES.  FONCTIONS  IMPLICITES 


215.  —  L'importante  proposition  que  je  vais  maintenant  établir 
concerne  une  fonction  J{x),  dont  on  sait  qu'elle  est  nulle  pour 
X  —r  a  et  pour  x  =^  b,  qu'elle  est  continue  dans  l'intervalle  (a,  h) 
et  qu'elle  admet  une  dérivée  / 'p)  à  l'intérieur  de  cet  intervalle; 
elle  s'appliquera  évidemment  si  l'on  sait  que  la  fonction /(.r) 
admet  une  dérivée  dans  tout  l'intervalle,  y  compris  les  bornes, 
puisqu'alors  elle  est  certainement  continue  dans  tout  cet  intervalle. 

Dans  ces  conditions,  on  peut  affirmer  qu'il  y  a  une  valeur  $  de 
X,  intérieure  à  l'intervalle  (a,  b),  pour  laquelle  on  a  /"'  (|)=  o  (^). 

(1)  Elle  est  la  somme  de  la  série 

,     a  —    I   sin   2  j"      ,      /a  —   i  \  2    sin  4  •'"     ,  ,      (  ^  —    i  \;'    sin   3/)J- 

'  +  i-T".  ~r-  +  (r+^.)  —.'  +  •■  +  la^-. j  —p-  +  - 

(-)  Celle  proposition  est  connue  sous  le  nom  de  tlicorèmc  do  Rolle.  La 
dénionslralion  qui  suit  est  duc,  pour  le  fond,  à  O.  Bo>set.  M.  Dauboux  m'a 
fait  rcmatcjucr,  alors  que  je  préparais  la  première  édition  du  présent  Livre,  le 
rôle  que  jouait  dans  colle dcmonslration  le  f:iit  (pi'unc  funclinn  continue  atteint 
sa  borne  supérieure.  C'est  M.  Axooyer,  alors  qu'il  était  élèxe  à  1  Ecole  nor- 
male, qui  ma  lait  remarquer  que  la  démonstration  de  Bonnet  ne  supposait  pai 
l'existence  de  la  dérivée  aux  bornes  de  l'intervalle. 
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Kn  ciïet,  ou  bion  la  fonction  f{rc)  est  nulle  pour  chacune  des 
valeurs  de  x  appartenant  à  l'intervalle  {a,  b),  ou  il  existe  de  telles 
valeurs  qui  la  rendent  différente  de  zéro.  Dans  le  premier  cas,  elle 
est  constante,  sa  dérivée  est  nulle  pour  toute  valeur  de  .r  appar- 
tenant à  l'intervalle  (a,  b);  dans  le  second  cas,  elle  prend  des 
valeurs  positives  ou  des  valeurs  négatives  ;  si  elle  prend  des  valcvu's 
jiosilives,  elle  admettra,  dans  l'intervalle  (a,  b),  une  borne  su- 
périeure différente  de  zéro  ;  puisqu'elle  est  continue,  elle  atteindra 
cette  borne  supérieure  pour  une  valeur  ç  de  x  appartenant  à  l'in- 
tervalle {a,  b)  et  nécessairement  distincte  de  a  et  de  6  ;  dès  lors, 
si  h  désigne  un  nombre  positif  quelconque  assez  petit  pour  que  les 
deux  nombres  S  +  /»,  ç  —  h,  appartiennent  à  l'intervalle  (a,  b), 
on  aura 

/(3  +  /,i-y(^)âO,  /(t_/n_/(:)gO. 

et  par  suite 

.fiLhj'^^zm  ^  „,    ./ (S  -  /')  -m  ^  „. 

h  —  Il 

Si  l'on  suppose  que  //  tende  vers  o,  les  deux  rapports  tendent  par 
hypothèse  vers  la  limite /"'(l);  la  première  inégahté  montre  que 
celle  limile  est  négative  ou  nulle,  la  seconde  montre  qu'elle  est 
positive  ou  nulle  :  on  a  donc  f  {-)  =  o.  S'il  arrivait  quey(.x) 
prît,  diins  rinler\allc  (a,  b)  des  valeurs  négatives,  on  arriverait  à 
la  même  conclusion  en  considérant  la  valeur  de  ./•  qui  fait  acquérir 
à  la  fonction  /'(.r)  sa  valeur  minimum  dans  l'intervalle  (a,  b). 

11  convient  de  remarquer  que  cette  démonstration  ne  suppose  en 
aucune  façon  la  conlinuilc  de  la  dérivée  f  (x)  ;  elle  ne  suppose 
même  pas  l'existence  de  celle  dérivée  pour  x  =  a  et  x  =  b,  pourvu 
toutefois  cfue  la  fonction  soit  continue  dans  l'intervalle  (a,  b)  au 
sens  du  n"  163. 

Voici  maintenant  des  conséquences  importantes  de  cette 
proposition. 

216.  —  Si  la  fonction /(j-)  admet  une  dérivée  /'  (x)  dans  l'in- 
tervalle ia,  b),  on  a 

b  —  a"    "J    ^'■'' 
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c,  étant  un  nombre  compris  entre  a  et  b,  tlillércnt  tic  a  et  de  h.  Ce 
théorème  s'appliquerait  lors  même  que  l'exislcnce  de  la  dérivée  aux 
limites  a,  h  ne  serait  pas  assurée,  pourvu  que  cette  dérivée  existât 
certainement  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  x  appartenant  à 
l'intervalle  (a,  b)  et  que  la  fonction  fût  continue  dans  cet 
intervalle. 

11  suffit,  pour  s'en  assurer,  d'ap[)liquer  le  ih/'orèmc  précédent  à 
la  (lilïérence  entre  /(■'■)  et  la  fonction,  du  premier  degré  en  ./:, 

qui,  pour  :r  ^- a  ci  .r  ~- b,  prend  les  mêmes  valeurs  fjue  f  c)  : 
cette  différence  s'aimulc  piiur  ./•  =  n  et  x  ~"  b,  elle  admet,  poul- 
ies valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b.  une  dérivée  égale  à 

cette  dérivée  doit  s'annuler  pour  une  valeur  z  de  ./;  appartenant  à 
l'intervalle  \a,  b),  autre  que  a  et  6  ;  on  a  donc 

b  —  a        '~J      '■^- 

Si  l'on  désigne  par  x  et  x  +  h  deux  nombres  appartenant  à 
l'intervalle  [a,  b],  on  pourra  évidemment  remplacer,  dans  le 
théorème  qui  vient  d'être  démontré,  a  et  b  par  x  cl  x  -r-  h  ;  le 
rapport 

h 

est  donc  égal  à  la  valeur  que  prend  la  dcr'wécf  (x)  pour  une 
valeur  de  la  variable  comprise  entre  x  et  x  -h  h  :  on  peut  re- 
présenter une  telle  valeur  par  x  +  Oh,  en  désignant  par  0  un 
nombre  compris  entre  o  et  i,  mais  qui  n'est  ni  o  ni  i,  on  peut 
donc  écrire 

et  cotte  égalité  suppose  seuloment  la  continuité  de  la  fonction  dans 
l'intervalle  (.',-,  x  -h  h)  et  l'existence  tle  la  dérivée  à  l'intérieur  de 
cet  intervalle. 
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Si  les  foiKiionsy(a7),  «p  (.r)  sont  continues  dans  rinlervalle(a,  h) 
et  adincllent  des  dérivées /'(a:),  fp'  (.r)  à  l'intérieur  de  cet  intervalle, 
si.  enfin,  la  dérivée  o' {x)  ne  s'annule  pour  aucune  valeur  de  x 
comprise  entre  a  cl  h,  on  a 

f(b)-f(a)  _f{l) 

I  étant  une  valeur  comprise  entre  a  et  b  et  autre  que  a  et  6. 

Il  suffit  d'appliquer  le  précédent  raisonnement  à  la  fonction  de  x 

/M -/W  -  1?  W  -  ï  («)i{;ft\^|. 

qui  est  nulle  pour  x  =  a  el  x  =  b,  et  qui  admet  dans  l'intervalle 
(a,  b)  la  dérivée 


Cette  dérivée  doit  s'annuler  pour  un  nombre  |  compris  entre 
a  et  6  et,  puisque  la  quantité  d  (|)  n'est  pas  nulle,  on  a 

(f  (6)  —  c5  (a)        o'  (;j' 

On  peut  remplacer  cette  égalité  par  la  suivante,  où  les  deux 
nombres  x,  x  -{-  h  sont  supposés  appartenir  5  l'intervalle  (a,  b)  et 
oîi  0  désigne  un  nombre  compris  entre  o  et  i ,  qui  n'est  ni  o  ni  i  : 

f(r  +  h)-f{x)  _  /'  (x  +  OA) 

o{x  -h  h)  —  o  (.r)        cp'  \x  -h  Oh)  ' 

218.  —  Le  théorème  du  n"  216  met  bien  en  évidence  la  possi- 
bilité, pour  une  fonction /(x-)  qui  admet  une  dérivée  bornée  dans 
l'intervalle  (a,  b),  de  trouver  un  nombre  positif  v^  correspondant  à 
un  nombre  positif  donné  s,  tel  que  l'écart  de  la  fonction,  dans  tout 
intervalle  compris  à  l'intérieur  de  {a,  b)  et  d'étendue  moindre 
que  v;,  soit  plus  petit  que  s  ;  en  vertu  de  la  formule 

J(a:-^h)-f{x)^hf'(x  +  Bh), 
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il  suffit  de  prendre 

en  désignant  par  M  la  borne  supérieure  de  la  fonction  |  /  (x)  \ 
dans  l'intervalle  (a.  b). 

Le  nicnie  théorème  montre  encore  que,  si  la  fonction /(.r)  admet 
une  dérivée  /'  (x)  dans  l'intervalle  (a,  h)  et  si  la  dérivée  /'  {x)  est 
continue  dans  le  même  intervalle,  le  rapport 

f(x-{-  h)-f{x) 
h 

tend  uniforniément  vers  /'  [x]  quand  //.  tend  vers  o,  c'est-à-dire 
qu'à  chaque  nombre  positif  c  correspond  un  nombre  positif  y;  tel 
que  l'on  ait 


/(■r  +  /,)-/(.,•)    _^,  ^^.^ 


<-'. 


pourvu   que     |   h    \   soit  inférieur  à  r,  et  que  x  appartienne  à  l'in- 
tervalle {ji,  b),  ainsi  que  x  -h  h. 

En   effet,    on    a,    en   désignant  par  0  un  nombre  compris  entre 
o  et  I, 


h 


=/(.•  + 0/0. 


et,    à   cause   de    la   continuité  de  la  fonction  /    (.r),   il  existe  un 
nombre  r,  tel  que  l'on  ait 

|/'(.r  +  eA)-/'(.r)I<s. 

pourvu  que  h  soit  inférieur  à  y;  en  valeur  absolue  et  que  ./;  et  x  -+-  h 
appartiennent  à  l'intervalle  {a,  b). 

219.  —  Supposons  que  la  fonction  r  =  f{x,  y)  des  deux  va- 
riables X  et  j  soit  déterminée  dans  l'ensemble  (\Y)  des  systèmes  de 
nombres  x,  y  qui  vérifient  les  conditions  a  <x  <  a',b  ^y  ^b'  ; 
et  que,  si  l'on  attribue  à  y  une  valeur  fixe  appartenant  à  l'in  • 
tcrvalle  (/>,  6),  la  fonction  de  x,  z=^f{x,y),  évidemment  dé- 
terminée dans  l'intervalle  (a,  a')  y  admette  une  dérivée  ;  celle-ci 
sera  dite  la  dérivée  partielle  de  la  fonction  f{x,  y)  par  rapport  à 
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j:  et  se  représentera  [ku-  l'un  ou  l'aiilrc  des  symboles/',,  ^^  :  on 

écrit  quelquefois,  plus  cxplicilenient  /'  (.r,  y),  ''-  ^^.'  •  De  même 
si,  .r  étant  un  nombre  fixe  appartenant  à  rinterYallc(a,  a),  la  fonc- 
tion de  V,  r  =f{x,  j),  déterminée  dans  l'intervalle  (6,  6),  y  admet 
une  dérivée,  celle-ci  s'appellera  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  y 

de  la  fonction /(.c,  y)  et  se  représentera  par/,,  ou  g^- 

Les  suppositions  faites  sur  la  fonction /(,c,  y)  impliquent  la  con- 
tinuité de  cette  fonction,  soit  par  rapport  à  x,  soit  par  rapport  à  y, 
mais  séparément  ;  on  n'a  pas  supposé,  jusqu'ici  la  continuité  de  la 
fonction  des  deux  variables  x,  y  dans  l'ensemble  (X^),  au  sens  du 
n   165. 

Je  me  propose  d'abord  de  montrer  que  les  liypotlièscs  que  l'on 
a  faites  entraînent  cette  continuité  au  sens  du  n"  165,  si  l'on  y 
ajoute  la  supposition  que  les  fonctions  /',  /'  sont  bornées  dans 
l'ensemble  (XY)  ('). 

Posons  en  effet,  pour  la  commodité  de  ce  qui  va  suivre, 

Soit  (Xq,  y,,)  un  système  de  nombres  appartenant  à  l'ensemble 
(XY).  Soient  enfui  h,  k  des  accroissements  donnés  à  x^,  y^  tels 
que  le  système  (x^  -+  h,  y^  +  /.)  appartienne  comme  [x^,  y„)  a 
l'ensemble  (XY).  Si  l'on  a  <  x„  <  a,  b  <  y  g  <  //,  ce  que  l'on 
pourrait  exprimer  en  disant  que  le  système  {x„,  jo)  est  intérieur  à 
l'ensemble  (XY),  il  suffira,  pour  que  le  système  (xo  +  h,  y»  H-  A) 
appartienne  à  l'ensemble  (XY),  que  /(  et  /,•  soient  suffisamment  pe- 
tits en  valeur  absolue.  Notons,  en  passant,  que  si  les  systèmes 
(Xq,  r„)  et  [x.,  -+-  h,  }',)  +  A)  appartiennent  tous  deux  à  l'ensemble 
(XY),  il  en  est  certainement  de  même  du  système  (x,.  H-  7.h,  y,,  -+  j^A) 
pourvu  que  a,  fj  soient  des  nondjres  qui  appartiennent  à  l'inter- 
valle (o,i). 

Ceci  posé  on  a  évidemment 

/  (-^0  +  /'   /o  +  A-^  -/(.r^.Vo)  =f{.r,  +  A.  V,  +  A)  -  f  {.r,  +  h,  y,) 

+  y(-ï-o  +  A,  J„)— /(.r„,  v„) 

(')  On  verra  jilus  tard  qu'il  eu  est  néccssaircineiit  ainsi  si  ces  fonctions  sont 
continues  dans  renscmble  (XY)  ;  c'est  l'extension  aux  fonctions  de  deux  va- 
riables d'un  théorème  établi  au  n"  160  pour  les  fonctions  d'une  variable. 
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La  quaiilitt'/  {.r,  +  //,  v,,  +  A)  —  /  (.''o  -^  /'-  V.,)  peut  rire  re- 
gardée coinnie  raccroissemcnt  de  la  fonction  (de  j)/(jf„  -H  /',  }') 
(jiiaiid  on  passe  de  la  valeur  y„  de  celte  variable  à  la  valeur  y^  h-  A;  : 
on  aura  doue,  par  le  premier  ihédrèuic  du  n"  216.  applitpic  à  cette 
fonction  dune  variable,  cpii.  dans  l'intervalle  [h,  h')  admet  la  dé  - 
rivée  •b  {x^  h-  h,  y). 

/•(.,•„  +  A,  V,  -+-  A)  --/>.'•,  +  A.  vj  ==  h  ■>   [x,  -f-  h,y,  4-  pA), 

en  désignant  par  >  un  nombre  positif,  [)lus  petit  que  i .  De  même, 
la  quantité  fix,-^-  h,  y,,)  —  /  {.''o.  Vu)  est  l'accroissement  de  la 
fonction  (de  x)f\x,  y„)  quand  on  [)asse  de  la  valeur  x„  à  la  valeur 
Xt,  4-  /(  ;  on  a  donc,  par  le  même  tbéorème, 

/(•'•o  ^  A,  y,)  — /(•'•o.  Jo)  =--  A  'f  (x,  -+-  ctA,  _vj. 

en  dt'signant  par  y.  un  nombre  compris  entre  o  et  i  :  on  en  dé- 
duit 

/(.'•„  -+-  A.  v„-|-  A-)  -/(-fo'^»)  ^  ^'-^  (.'•„+  A,  j.,+  pA)-f-  Ao  (:r„-4-aA,yo); 

si,  par  conséquent,  M  est  un  nombre  positif  auquel  les  fonctions 
•l)  (.r,  y),  c;  {x,  y)  restent  inférieures  en  valeur  absolue  dans  l'en- 
semble (XY),  on  aura 

I  /(.r,  +  A.  v„  -+-  A-)  —f(.r„  yo)  1<  H, 
si  l'on  a 

La  continuité  est  donc  assurée. 

Les  fonctions  /i, /l  ou  o  (x,  y),  'li  {x,  y),  déterminées  dans  le 
même  ensemble  (XY)  que  la  fonction  y  (,r,  y),  pcuventelles-mèmes 
donner  naissance  à  des  dérivées  partielles  prises  par  rapport  h  x  et 
par  rapport  à  Y  ;  mon  but  est  maintenant  de  démontrer  que  si  les 
il('rivé(;s  partielles  -i/^  et  o[  existent  et  sont  continues,  (au  sens  du 
n"  165y),  elles  sont  égales. 

Conservons  les  notations  précédentes  :  on  obtient  le  même 
résultat  en  retrancbant  l'expression  f(x  +  A.  y)  — /(a?,  y)  de 
celle  qu'on  en  déduit  en  y  remplaçant  y  pai- v  4- A-,  ou  en  re- 
trancbant l'expression  f(x,  y  -\-  h)  —  /  (x,  y)  de    celle  qu'on  en 
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dôduit  en  V  iempla(;ant  x  par  j:  -i-  h.  L'expression 

ffj;  +  /*,  v)— /KmV) 

regardée  comme  une  fonction  de  y  seul,  déterminée  dans  l'inter- 
valle [b,  b)  admet  la  dérivée  6  [x^,  -+-  h,  y)  —  'b  (x-„,  y).  Si  donc 
on  applique  le  premier  théorème  du  n°  216  à  la  fonction 
f  [Xo,  -+  II,  y)  — /(j"o»  }')»  on  aura  pour  l'accroissement  de  cette 
fonction  quand  on  passe  de  la  valeur  jo  de  la  variable  à  la 
valeur  y^  -i-  k, 

/(j-o  4-  h,Y„  -+-  k)  —fi:r,„  y„  +  A)  —f{-r,  +  h,  y,)  -h  /  (.r„.  y^) 
=  k  [■>  (.r„  -4-   /i.  y„  +  ?A-;;  —  <>  (.r,,.  y„  +  p/cj], 

en  désignant  par  fi  un  nombre  positif  plus  petit  que  i.  Mais  en 
vertu  du  même  théorème,  appliqué  maintenant  à  la  ditTérence  des 
valeurs  que  prend  la  fonction  de  x,  '!>  (x,  y^  -t-  f:jk),  quand  on  y 
remplace  x  par  Xq  -^  h  et  par  x^,  le  facteur  qui  multiplie  A",  dans 
le  second  membre,  peut  s'écrire  h  'ii'i  {x^  -+-  c/.h,  y„  -i-  j'i/c),  en  dé- 
signant par  a  un  nombre  compris  entre  o  et  i  :  l'expression 
'b'j.  [x^  -+•  c/Ji,  y,,  4-  fjk)  signille  valeur  de  la  dérivée  par  rapport  à 
X  de  la  fonction  'ii  {x,  y),  pour  les  valeurs  respectives  x^  -+-  7.h, 
}'û  "•"  i^^'  '^^  ^'  y  '■  Ofî  3  donc  finalement 

/(•'■„  +  /i,yo  4-  k)  —f{.r,,  y,  4-  /.)  —  f  {xj  4-  A,  v,,)  +  f  {x,,  y») 
=  h  k'I'  [x,  4-  a/j,  y„  4-  [iAj. 

Mais  si,  au  lieu  de  parti  i  de  l'expression /(x^,  4- /i,  y) — f{^o>y) 
considérée  comme  une  fonction  de  y,  on  était  parti  de  l'expression 
f{x,  yo  4-  k)  — y  ('^,  y»)  considérée  comme  une  fonction  de  x,  il 
est  clair  qu'on  aurait  mis  le  premier  membre  de  l'égalité  précé- 
dente sous  la  forme  hko'y  {x^^  4-  yjh,  y^  -\-fjk)  en  désignant  par 
a',  jv'  des  nombres  compris  entre  o  et  i  comme  a  et  p  :  on  en  con- 
clut l'égalité 

'l'^  (jr,j  +  a/(,  yo  4-  ^k)  =  '^'^  (:c„  4-  a'A,  y,  4-  p'A), 

égalité  qui  subsiste  quelque  petits  que  soient  les  nombres  k  et  k  en 
valeur  absolue  ;  elle  subsistera  certainement  pour  h  et  A' nuls,  c'est- 
à-dire  qu'on  aura 

•K  ('>Co.  }'o)  =  ?r.  (i^o,  yo) 
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si  les  deux  fonctions  'ji^  ^^j  sont  continues  pour  le  système  (xo.jy) 
au  sens  qui  a  été  précisé  à  la  fin  du  n°  165.  Si,  en  particulier,  les 
deux  fonctions  'b\  et  ç»'^  sont  continues  dans  tout  l'ensemble  (\Y), 
elles  sont  identiques  dans  cet  ensemble 

Celte  circonstance  se  présentera  en  particulier,  quelque  soit  l'en- 
semble (X\),  si  la  fonction  y"  (jj,  y\  est  un  polynôme  ;  les  dérivées 
y,'  J'.j  de  ce  polynôme  sont  des  polynômes,  ainsi  que  les  dérivées 
d»^  et  r^'y  :  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  former  séparément  ces  deux 
polynômes,  puis  à  constater  leur  identité. 

Que  l'égalité  'j»!  =  ■pj,  puisse  être  en  défaut  quand  les  deux 
fonctions  'i/^,  d,j  ne  sont  pas  continues  pour  le  système  x^,  Vo, 
c'est  ce  que  montre  clairement  (*)  la  fonction 

f  (x,  v)  =  V-  arc  I":  " x-  arc  Ig  ■-  . 

Je  supposerai,  pour  définir  entièrement  celte  fonction,  qu'une 
expression  de  la  forme  arc  Ig  ,  est  nulle  quand  a  et  6  sont  nuls, 

qu'elle  est  égale  à  +  -  ou  à  —  7-  quand  h  est  nul,    sans   que  a  le 

soit,  suivant  que  a  est  positif  ou  négatif.  Si  A  est  un  nombre  po- 
sitif quelconque,  il  est  clair  alors  que  la  fonction /(je,  y)  sera  dé- 
finie dans  l'ensemble  (  W)  dont  les  éléments  sont  des  systèmes  de 
deu\  nombres  x,  y  qui  vérifient  les  conditions  — A  ^x^  A, 
—  A  S  y  ^  A.  Le  lecteur  reconnaîtra  sans  peine  que  celte  fonc- 
tion/ (x,  y)  admet  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

y^  =■  ç  (x,  y)  =:  y  —  "xx  arc  tg  ■-  ,  f'^  =  'l  (.r ,  y)  =  —  x -h  ay  arc  tg  - 

qui  sont  définies  dans  le  même  ensemble  ;  ces  formules  convien- 
nent encore  quand  les  variables  x  ou  y  sont  nulles  :  c'est  ce  dont 
le  lecteur  se  convaincra  aisément  ;  il  en  est  de  même  des  for- 
mules 

,         y-  —  x^  ,,         Y-  —  x^ 

?V  =  •  ..      ,      „.  •  '^r  =  •-——-1 


sauf  dans  le  cas  où  l'on  a  à  la  fois  x  =  o,  j  =-  o,  cas  où  ces  for- 
{')  ScHWAUZ.  —  Ges.  math.  Abhandlungen,  H,  p.   u8o. 
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mules  n'ont  pas  de  sens.  Il  est  crailleurs  impossible  d'allribue.r  à  la 
IVaclion  '  j '—,>  pour  .r  =  o,  y  r=  o:  une  signification  telle  qu'elle 

soit  continue  pour  ce  système,  car  on  peut  faire  tendre  .r  et  v  vers 
o  de  façon  que  la  fraction  tende  vers  tel  nombre  qu'on  veut,  com- 
pris entre  —  I  et  H-  I  ;  quelle  que  soit  la  valeur  qu'on  lui  attribue 
pour  X  =  o,  j  =  o,  la  traction  sera  discontinue  pour  ce  système. 

Toutefois,  la  fonction  o  {x,  y)  a,  quelque  soit  x,  une  dérivée  par 
rapport  à  y  ;  pour  x=  o,  la  fonction  se  réduit  à  y,  dont  la  dérivée 
par  rapport  à  y  est  i  ;  0]^,  pour  o;  =  ô,  j  =^  o,  se  réduit  à  i  ;  de 
même  'b  (x,  y)',  quel  que  soit  y,  a  une  dérivée  par  rapport  à  x  ; 
pour  y  =  0,  '1j'(x,  y)  se  réduit  à  —  .'•,  dont  la  dérivée  par  rapport 
à  a:  est  —  i  ;  les  deux:  dérivées  O;,,  'ii'j.  ne  sont  pas  égales  pour 
X  =^  o,  y  =  o. 

Revenons  au  cas  général,  pour  expliquer  les  notations  usuelles. 
Les  dérivées  partielles  de  fj.  par  rapport  à  x,  y  se  représentent  les 
premières  par 

A.  r. 

la  seconde  par 


dxdy  ' 

d'^x 

dxdy  ' 

dydx 

^y 

^V 

àydy 

^y' 

Jxyy 

de  même  les  dérivées  partielles  de/^  par  rapport  à  x,  y  se  repré- 
sentent, la  première  par 

la  seconde  par 

Jyy  Jy 

Avec  ces  notations,  le  tbéorème  précédent  revient  à  dire  que, 
sous  les  conditions  de  continuité  précisées  plus  baut,  on  a 
p^,j=fyj.;  sous  ces  conditions  l'ordre  dans  lequel  on  prend  les 
dérivées  est  indifférent. 

Les  notations  précédentes,  et  la  proposition  relative  à  l'interver- 
sion s'étendent  sans  aucune  difficulté  aux  dérivées  partielles  d'ordre 
supérieur  au  second,  d'une  part,  aux  fonctions  de  plus  de  deux 
variables,  de  l'autre.  Je  crois  d'autant  moins  utile  d'insister  ici  sur 
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CCS  extensions  que  je  n'en  aurai  guère  besoin  dans  le  présent  ou- 
vrage, où  la  considération  des  fonctions  de  deux  variables  n'est 
introduite  qu'en  vue  de  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable. 

220.  —  Considérons  une  lonclion  J'{n,  v)  des  deux  variables 
n,  r  déterminée  dans  l'ensemble  (UV)  des  systèmes  de  valeurs 
attribuées  à  u,  v  qui  satisfont  aux  inégalités 

A<«<A'.         B<i.  <B'. 

Je  suppose  que  celte  fonction  admette  des  dérivées  partielles 
y'î,, /,  bornées  dans  l'ensemble  (UV)  ;  elle  est  alors  bornée  dans 
cet  ensemble  :  Supposons  maintenant  que  u  et  v  soient  des  fonctions 
de  la  variable  x,  déterminées  dans  l'intervalle  (a,  b),  admettant 
dans  cet  intervalle  des  dérivées  u' ,  v',  et  que  les  bornes  respectives 
de  ces  fonctions  u,  v  appartiennent  respectivement  aux  intervalles 
(A,  A),  (B,  B).  Il  est  clair  que  la  fonction /(«,  v),  où  l'on  regarde 
II,  V  comme  les  fonctions  de  ./•  que  l'on  vient  de  dire,  est  elle-même 
une  fonction  de  :c  continue  dans  l'intervalle  {a,  b).  Il  est  naturel  de 
chercher  si  elle  admet  une  dérivée  par  rapport  à  x. 

Soient  j?„,j:^, -h /des  valeurs  de  a;  appartenant  à  l'intervalle  fa,  6), 
soient  Hq  et  ii^  -h  h,  v^  et  v^  -f-  k,  /{Hq,  Vq)  et  /( a^  -h  h,  Vq  -h  /.) 
les  valeurs  correspondantes  des  fonctions  u,  v,  f[ii.  v). 

On  aura,  en  attribuant  encore  à  o  {a,  v),  'J>(«,  v)  le  même  sens 

qu'à  /;„  y;' 

en  désignant  par  ^^  un  nombre  positif  plus  petit  que  i  ;  on  aura 
donc 

/(h,  -4-  h,  !■„  +  k)  —  f(ii,„  i'„) 
/ 

=  -r  ("o  +  /'.  ^'o  +  P'')  7  + k 7 

Si  l'on  suppose  maintenant  que  /  tende  vers  o,  la  limite  du  pre- 
mier   membre,  si  elle  existe,   sera  la  dérivée  cherchée  ;    dans  le 

Ta:«sert  F.    -  înlro. ludion  h  la  théorie  des  foncliotii  -4 
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second  membre  .' ,  cl  -t  ont   certainement  pour  liaiiles  les  valeurs 

u[jri''o  ^c*  fonctions  u,  r  pour:»;  =  .*•„  ;  la  quantité  'i>  («,j+  /'.  f-\)  -+-  j^^»') 
a  pour  limite  '^(«o,  «'„),  si  la  fonction  'l>  [n,v)  est  continue  pour  le 
sy&lème  (»„,  c^),  et  la  quantité 

.A«o-f-  h,  r-o)— . /•("„, t'o) 
/i 

a  pour  limite  la  valeur,  pour  u  =;  u,,,  de  la  dérivée,  par  rapi)ùrt  à 
n,  de/((i,  y^,)  considérée  comme  une  fonction  de  u  ('). 

Si  donc  on  ajoute  aux  suppositions  déjà  faites  la  supposition  que 
Tune  au  moins  des  dérivées  partielles  /1,/v  est  continue  dans  l'en- 
semble (UV),  on  peut  alliimer  que  la  fonction  f{ii,  r  ,  regardée 
comme  une  fonction  de  x,  admet  une  dérivée  dans  l'intervalle  {a,  b) 
et  que  celle  dérivée  est 

fu  «'  -T-  fv  y'- 

Gonsldérons  par  exemple  la  fonction  a',  on  pourra  prendre  pourxV 
A'  deux  nombres  positifs  quelconques  et  pour  B  et  B'  deux 
nombres  quelconques  ;  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  u  et  ài' 
seront  respectivement  vif~~'  et  a'  log  u  :  il  est  aisé  de  voir  qu'elles 
sont  continues  pour  chaque  système  de  valeurs  appartenant  à  l'en- 
semble (LV)  ;  on  en  conclut  que  si  u,  v  sont  des  fonctions  de  x 
définies  dans  l'intervalle  (a,  b),  continues  dans  cet  intervalle  et  y 
admettant  des  dérivées  u',  v',  telles  enfin  que  la  première  a  soit  tou- 
jours positive  et  par  conséquent  supérieure  à  un  nombre  positif  A, 
la  fonction  de  x,  u",  admettra  pour  dérivée  dans  l'intervalle  (a,  b), 

ijf  —  1  (^,(j'  _f_  ii,y  ]or,-  j^y 

Je  n'insiste  pas  sur  l'extension  à  des  fonctions  /{u,  v,  ir,  ...)  de 
trois,  quatre,  ...  variables  u,  u,  te,  ...,  que  l'on  considère  comme 
des  fonctions  de  x,  du  théorème  précédent,  lequel,  ainsi  que  le 


(')  C'est  pour  mettre  en  évidence  ce  fait  qu'on  suppose  seulement  l'existence 
de  cette  dérivée,  que  je  n'ai  pas  appliqué  le  thcorùme  du  n»  216  à  l'ex- 
pression J  (uo  +  h,  D(,)  — y(uo,  Vûj.  Quant  à  la  petite  difficulté  tenant  à  ce  que  li 
pourrait  être  nul  pour  des  valeurs  de  /  aussi  petites  qu'on  veut,  on  la  lèvera 
comme  on  n"  212. 
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lecteur  n'a  pas  manque  de  s'en  apercevoir,  constitue  une  extension 
du  théorènic  du  n"  212. 

221.  —  Soit  /(./;,  y)  une  fonction  des  deux  variables  :/•,  v  déter- 
minée dans  l'ensemble  (^W  )  défini  par  les  égalités 

\<x<\',      n<y<B', 

admettant  des  dérivées  partielles  /;,  f'^  bornées  dans  l'ensemble 
(XY)  et  dont  lune  au  moins  est  continue  dans  cet  ensemble  (XVi  ; 
on  peut  écrire,  on  désignant  par  (./•,  y),  {x  -h  h,  y  -+-  k)  deux 
systèmes  qui  appartiennent  à  l'ensemble  (XV  i  , l'égalité 

fyj.  ^  h, y  -I-  A)  =/(.,-,  y)  +  l,f,{:c  +  0/,,  V  +  0A-) 

+  A/;(.v-4-e/,,  v  +  eA-), 

où  0  désigne  un  nombre  positif  plus  petit  que  i  ;  f,  [x  -+-  Oh,  y  -+-  Ok) 
ct/y(.r  -h  Oh,  y  +  Ok)  désignent  les  valeurs  ^respectives  des  déri- 
vées partielles/;,  Jl  pour  les  valeurs  x  +  Oh,  y  +  Ok  des  variables. 
Si  Ton  regarde  en  effet  j;,  y,  h,  k  comme  des  constantes,  ladérivée 
{par  rapport  à  /)  de  la  fonction  (de  t)  f{x  4-  ht,  y  +  /./)  sera,  en 
vertu  du  tliéorème  précédent, 

hf  (./■  +  /(/.  V  +  kl  -h  A/;  (./•  +  A/,  V  -4-  A/;, 

et  il  suffit,  pour  obtenir  l'égalité  à  démontrer,  d'appliquer  le 
tliéorèmedun''216  à  l'accroissementde  lafonction/(a;H-  /;/,  y-r-kl), 
quand  on  passe  de  la  valeur  o  de  la  variable  t  à  la  valeur  i . 

Si,  en  conservant  la  même  signification  à  la  fonction  f{:c,  y),  on 
savait  que  l'équation  f{:c,  y)  =  o,  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
qui  appartiennent  à  l'inlcrvalle  [a,  a')  contenu  dans  (A,  A),  est 
vérifiée  quand  on  y  remplace  y  par  une  fonction  continue  de 
j-,  y  =  9(-^),  dont  les  valeurs  appartiennent  à  l'intervalle  B,  B), 
et  qui  admette  une  dérivée  y'  =-■  o'  (./•),  le  tliéorème  du  numéro 
précédent  donnerait  immédiatement  l'expression 

de  la  dérivée  y'  de  '>  (./)  ;  en  elTet,  quand  on  regarde  y  comme 
étant  égal  à  oix),  la  fonction  f(x,  y)  devient  une  fonction  de  x  qui 
est  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  Tinter- 
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valle  (a,  a)  ;  il  doit  i.lonc  en  ôUc  de  même  de  sa  dérivée,  et  celte 
dérivée,  d'après  le  numéro  précédent,  est  f'^  -+-  v'/v,  d'où  l'on 
déduit  immédiatement  la  valeur  de  y',  en  supposant  que /y  soit 
diiïérenl  de  o. 

Pour  ce  qui  est  de  l'existence  d'une  fonction  Y  =  ©  [x)  et  de  sa 
dérivée,  la  proposition  qu'on  va  développer  fournit  un  renseigne- 
ment essentiel.  Je  supposerai  toujours  la  fonction  /'(.r,  y)  déter- 
minée dans  l'ensemble  (XY)  qu'on  a  spécifié  plus  haut,  je  suppo- 
serai de  plus  qu'elle  admet  dans  cet  ensemble  des  dérivées  partielles 
bornées  et  continues  au  sens  du  numéro  iG5  ('). 

Le  lecteur  pourra  se  représenter,  ainsi  qu'on  l'a  expliqué 
au  n°  172,  le  système  (.c,  y)  comme  un  point  dont  les  coordonnées 
sont  x,  y.  L'ensemble  (X\)  sera  alors  l'enscndile  des  points  situés 
à  l'intérieur  et  sur  le  contour  d'un  rectangle  dont  les  côtés  sont 
parallèles  aux  axes  :  de  là  l'expression  système  intérieur  à  l'en- 
semble, dont  je  me  servirai  plus  loin,  pour  désigner  un  système 
(./;,  y)  dont  les  éléments  vérifient  les  conditions  A  <i  x  <^  A', 
B<y<B. 

Ceci  posé,  supposons  que,  pour  le  système  (.x'„,  j„),  intérieur  à 
l'ensemble  (W),  on  ait  f{x\,,  y^)  =  o.  La  fonction  /{.r,,,  y„)  est 
déterminée  aux  environs  du  système  (x„,  y,j).  Supposons  enfin 
que  la  dérivée  partielle /y  ne  soit  pas  nulle  pour  x  =  x^^,  y  =  y„. 
Je  vais  montrer  que,  dans  ces  conditions,  on  peut  regarder  x^ 
comme  le  centre  d'un  intervalle  (x„  -r-  a,  x^  -+-  c/.)  dans  lequel 
il  existe  une  fonction  continue  y  =  ç>  (x),  qui  annule  l'expression 
/{■'^>  y)  pour  toutes  les  valeurs  de  x  appartenant  à  l'intervalle  con- 
sidéré et  qui  se  réduit  à  y^,  pour  x  =  .r,,.  Celte  fonction  o  (x),  est  en- 
tièrement déterminée  par  les  conditions  qui  précèdent  ;  elle  admet 

pour  dérivée  — '^* 

Tout  d'abord,  puisque  le  système  (Xq,  r,j)  est  intérieur  à  l'en- 
semble (XY),  on  peut  fixer  deux  nombres  positifs  a,  ,3  tels  que 
les  systèmes  de  nombres  x,  y  qui  vérifient  les  conditions 

I^-^J^a,  Iy_vj^;5, 

systèmes  dont  je  désignerai  l'ensemble  par  (XY)„,   fassent  partie 

(i)  On  verra  uUcricurcincFit  qu'elles  sont  ccrtaincnicnl  bornées  si  elles  sont 
continues. 
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de  l'enscinblc  (XV).  Si  l'on  se  place  au  puiiil  de  vue  géométrique, 
l'ensemble  (W)^  est  représenté  [)ar  un  rectanf.dc  contenu  dans 
le  reclande  qui  représente  l'cnseuible  (\.Y).  Puisque  la  fonction 
J'\,  est  continue,  on  peut  supposer  a.  ^j  assez  petits  jjour  que  la 
difTérence  entre  les  valeurs  que  prend  cette  fonction  [)0ur  un  sys- 
tème quelconque  appartenant  à  l'ensemble  (\-V)„  dilTèrent  aussi 
peu  que  l'on  veut  de  celle  qu'elle  prend  pour  x  =  Xy,  v  =  v„  ; 
puisque  cette  dernière  valeur  n'est  pas  nulle,  on  peut  supposer  que 
la  fonction/,,  conserve  le  même  signe  dans  tout  l'ensemble  (X\)y, 
et  reste,  en  valeur  absolue,  supérieure  à  un  nombre  positif  P,  con- 
venablement cboisi.  D'autre  part,  la  fonction  y'^,  étant  bornée,  reste 
inférieure  en  valeur  absolue  à  vm  certain  nombre  positif  M  ;  rien 
n'empècbant  de  remplacer  par  un  nombre  plus  petit  le  nombre 
a  que  l'on  a  cboisi  tout  d'abord,  avec  ^1»,  pour  que  les  condi- 
tions précédentes  soient  vérifiées,   je  supposerai  dans  ce  qui  suit 

P  A 

a  <  \,  |3.  La  fonction  r  :=  '^  (.'),  qui  doit  annulcr/(.';,  y),  va  être 
définie  dans  l'intervalle  (x„  —  a,  ./■„  +  a),  et  l'on  prouvera  qu'elle 
vérifie  la  condition  j  y  —  y,,  |  <iiJ' 

Pour  définir  la  fonction  '>  (.r),  je  montrerai  que  l'équation  (en y) 
f(x,  y)  =  G,  où  l'on  regarde  x  comme  un  nombre  fixe  apparte- 
nant à  l'intervalle  (x^  —  a,  x,,  -f-  a),  admet  une  racine  et  une 
seule,  comprise  entre  y„  —  ^j  et  y^  --i-  jS  :  cette  racine  est  la  valeur 
qu'on  attribuera  à  la  fonction  î5(x),  pour  la  valeur  de  .r  considérée. 
Tout  d'abord,  on  reconnaît  aisément  que  l'équation  en  y  ne  peut 
avoir  plus  d'une  racine  dans  l'intervalle  considéré  ;  si  en  effet  elle  en 
admettait  deux,  yict  y^,  la  dérivée  partielle  /!,(■'%  }'),  où,  bien  en- 
tendu, X  a  la  valeur  donnée,  devrait  d'après  le  lliéorèma  du  n°  215 
s'annuler  pour  une  valeur  intermédiaire  à  yi,  y^,  ce  qui  est  con- 
traire aux  suppositions  antérieures. 

Ceci  posé,  si  l'on  fait  x  =  x^  +  h,  y  =  y^,  -+-  /v  ;  en  regardant 
toujours  X,  et  par  suite  h,  comme  donnés,  et  en  supposant  que  y 
appartienne  à  l'intervalle  (y„  —  f"^,  y., -^  fi),  on  aura,  puisque 
f{x„  j.,)  est  nul 

(0    /v-^u  -t-  /'.Vu  +  '0  =  ¥'^  (■''o  +  ^/'.  .^'.+0^0  -^  ''l'y  (''•0  +  0/.,  vo  4-6A-) 


3;^ 
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5  désigne  un  nombre  compris  entre  o  cl  i  ;  dans  le  dernier  membre 
comme  dans  le  second,  les  dérivées/.;  et /,)  doivent  être  remplacées 
par  les  valeurs  que  prennent  ces  fonctions  pour  x  =  .r,,  +  Oh, 
Y  =  v„    H  Oh\ 

Puisque  le  système  (.'•„  -+-  5/(,  y„  -+-  Ok)  appartient  à  lenscmble 
partiel  (X-V),,,  on  a  certainement 


<- 


en  sorte  que  le  l'acteur  r -h  -j^  est  du  signe  de  r,  si  l'on  suppose 

l/.i>p|M, 

condition  qui  est  compatible  avec  la  supposition  |  /.■  |  <[  jv,  puisque 
l'on  a  supposé 


p 


Si    donc   on    attribue  ù  /.•  deux  valeurs  de    signes  contraires 
k'  et  k"  satisfaisant  l'une  et  l'autre  aux  conditions 


M 


l'expression 


P  >  I  ^-  I  >  P  I  /' 


prendra  deux  valeurs  de  signes  contraires,  puisque  h/y  ne  change 
pas  de  signe.  D'ailleurs, si  l'on  regarde  l'expression /(.ru-h/j,  Xf^-^k) 
comme  une  fonction  de  la  variable  k,  cette  fonction  est  manifes- 
tement continue  dans  l'intervalle  (//,  /.")  ;  elle  s'annule  donc  pour 
une  valeur  k^  comprise  entre  k'  et  k"  et,  par  suite,  plus  petite  que 
fj  en  valeur  absolue  :   c'est  y„  -hk^  qui  est  la  racine  unique  de 


'  et  r, 


l'équation  (en  y)  f(x,  y)  =--  o,  comprise  entre  y„ 
dont  on  a  affirmé  plus  haut  l'existence. 

Ce  qui  précède  suppose  évidemment  que  /(  ne  soit  pas  nul  ;  pour 
h  =  G,  la  seule  valeur  de  k  comprise  entre  —  i^  et  4-  '[•j  qui  annule 
/(^o,  Jo  +  ^0  est  /v  =  o. 
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JSi  maintenant,  pour  chaque  valeur  de  ./;  =  Xq  -+-  h,  appartenant 
à  l'intervalle  uvy  —  a,  x^  -+-  a),  on  attribue  à  y  la  valeur  de  celle 
racine  unique  que  l'on  vient  de  spécifier,  il  est  clair  qu'on  aura 
défini,  dans  l'intervalle  ixo  —  a,  x^,  -t-  a),  une  fonction  y  =r:,(x) 
qui,  mise  à  la  place  de  y  dans  la  fonction  y'(.f,  y),  rendra  celle  fonc- 
tion toujours  nulle.  La  fonction  c (./.■)  se  réduit  à  y„  pour  x  =  x^^. 
Elle  est  continue  pour  cette  valeur  ;  en  clTet  raccroisscmcnt 
k\  =  o{x^)  -+-  II)  —  /(•'^u)  Je  celte  fonction  quand  on  passe  de  j.',j  à 
x,,  -+-  //  est  inférieur  à  j3  en   valeur  absolue  ;  le  nombre  positif  p 

n  est  assujetti  qu  a  la  contlition  [î  >    .j  a,    cl   pourvu  que  cette 

condition  reste  vérifiée,  rien  n'empêche,  dans  les  raisonnements 
précédents,  de  remplacer  a  et  j'B  par  des  nombres  plus  petits  et 
même  de  les  faire  décroître  Indéfiniment  :  la  continuité  pour 
Xi  =  x^  est  donc  assurée. 

Soit  maintenant  Xi  une  valeur  de  x  intérieure  à  Tintervalle 
{x„  —  a,  x^ -h  7.),  et  soit  ji  =  çi(5Ci).  On  peut  raisonner  sur 
Xi,  ji  comme  on  a  foit  sur  a^o»  Jo»  déterminer  deux  nombres 
positifs  ai,  ^'^1  assez  petits  pour  que  l'ensemble  (XY)i  des  systèmes 
de  nombres  x,  y  qui  vérifient  les  conditions  \  x  —  Xi  |  ^  tz^ 
I  }'  —  yi  I  -  l^i  ^'^'^^  contenu  dans  l'ensemble  (XY)„.  Au  point  de 
vue  géométrique,  l'ensemble  (\Y)i  sera  représenté  par  un  rectangle 
intérieur  au  rectangle  (XY)o.  Puis,  on  pourra  définir  dans  l'in- 
tervalle {Xi — ai,  .ri  H- ai)  une  fonction  J  = 'f i  («ï")  qui  annule 
f{x,  y),  qui  se  réduit  à  ji  pour  x  =  Xi,  qui  est  continue  pour 
cette  dernière  valeur,  qui  enfm  vérifie  la  condition  |  y  —  yi  |  <il^i, 
et  par  conséquent  la  condition  |  y  —  y„  |  <  j'i,  puisque  l'ensemble 
(XY)i  est  contenu  dans  l'ensemble  (XY)„  ;  mais,  pour  une  valeur 
de  X  appartenant  à  l'intervalle  [xi  —  ai,  Xi  -i-  ai),  et  par  consé- 
quent à  l'intervalle  (./;,  —  a,  .r„  -h  a),  l'équation  (en  y),  f{x,  y)  =  o 
ne  peut  avoir  deux  racines  distinctes  o  (x)  et  Ç/i  (x)  satisfaisant  à 
la  condition  |  y  —  y„  |  < /5  ;  il  faut  donc  que  dans  rinlervalle 
(^1  —  a»,  Xi  4-  a,),  la  fonction  o^ix)  coïncide  avec  la  fonction 
0  (x)  ;  celle-ci  est  donc  continue  en  Xi  et,  par  suite,  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  intérieures  à  l'intervalle  {x^  —  a,  .r„  -+-  a).  On  peut 
dire  aussi  bien  qu'elle  est  continue  dans  tout  l'intervalle,  y  com- 
pris les  bornes,  quitte  à  remplacer  a  par  un  nombre  un  peu  plus 
petit  ;  mais,  en  modifiant  légèrement  le  raisonnement  précédent-, 
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on  voit  sans  peine  qu'il  n'csl  nullement  nécessaire  de  rcslreindre 
rinlervalle. 

Il  reste  à  montrer  (|ue  la  fonction  (^{x)  est  la  seule  fonction  con- 
tinue dans  l'intervalle  (.r^  —  a,  x^  -H  a)  qui  annule  /(./•,  y)  et  se 
réduise  à   Vy   pour  x  =  a'^.  Observons  que  la  fonction  continue 

fi  -  I    9(-^)  -  vo  I 

doit  atteindre  son  minimum  dans  l'intervalle,  et  que,  puisque 
cette  fonction  ne  s'annule  pas,  il  y  a  un  nombre  positif  X 
auquel  elle  reste  supérieure  ou  égale.  Supposons  maintenant 
qu'il  existe  une  autre  fonction  6  {x)  satisfaisant  aux  conditions 
imposées  à  ç;  [x)  ;  puisque,  pour  une  valeur  de  x  appartenant  à  l'in- 
tervalle considéré,  l'équation  (en  v),  f{x,  v)  =  o,  ne  peut  avoir 
qu'une  seule  racine  pour  laquelle  on  ait  ]  y  —  y^  \  «<  fi,  et  que 
cette  racine  est  y  =  9  (x),  il  faudra  que,  pour  une  telle  valeur  de 
X,  on  ait  soit  6{x)=  ç,  {x),  soit  |  -!>  {x)  —  Jo  1  ^  i^  ^  ^^"^  ^^  ^^^" 
nier  cas,  on  aurait 

I  .}  (x)  —  9  [x)  I  =  I  ['}  (x)  -  yo]  —  [9  {x)  -  Jo  ]  I 
^1  ^l^)-ro  1-1  ?(''•)-  Vo  I»- 

La  fonction  '!f(x)  —  9  {x)  étant  continue  dans  l'intervalle  consi- 
déré, la  proposition  énoncée  résulte  évidemment  dulemme  suivant, 
que  l'on  aura  plusieurs  fois  l'occasion  d'appliquer. 

Soit  g  (x)  une  fonction  dont  on  sait  qu'elle  est  continue  dans 
l'intervalle  (c,  d)  ;  que,  pour  cliaque  valeur  de  x  appartenant  à  cet 
intervalle,  elle  est  soit  nulle,  soit  égale  ou  supérieure  au  nombre 
positif).,  en  valeur  absolue;  enfin  qu'elle  est  nulle  pour  une  va- 
leur x,,  de  l'intervalle  :  on  peut  affirmer  que  la  fonction  f/  [x)  est 
nulle  dans  tout  l'intervalle  (c,  (/). 

On  peut  en  effet  diviser  cet  intervalle  en  intervalles  partiels 
assez  petits  pour  que,  dans  chacun  d'eux,  l'écart  de  g  (x)  soit 
moindre  que  ).  ;  dans  chaque  intervalle  partiel,  la  fonction  \  g{x)  \ 
est,  ou  bien  nulle,  ou  bien  supérieure  ou  égale  à  X  ;  elle  est  nulle 
dans  celui  qui  contient  x^,  aux  bornes  de  cet  intervalle,  dans  les 
intervalles  conligus,  etc.. 
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Enfin  la  fonction  '>(./.■)  admet,  pour  x  =  x^,  une  Jérivcc  éyalcà 

/;(-'-o.vo)' 

comme  il  résulte  imuiidialemcnl  de  l'égalité  (i)  quand  on  suppose 
f{xo  -+-  II,  Vo  +  /')  nul  ;  on  en  tire  en  clTet 

'/' "~     /a^o  +  eA.Vo  +  o/,)' 

et  la  proposition  est  évidente,  à  cause  de  la  continuit('  des  d('rivces 
partielles /j^,  J'y. 

Les  raisonnements  précédents  montrent  de  suite  que  l'expression 

—  --Y,  donne  les   valeurs   de  la   dérivée  de   o  (j:)  pour  toutes  les 

valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (x^  —  a,  x„  -t-  a). 

A  la  vérité,  la  fonction  y  =  o  (x)  n'a  été  défmicque  dans  le  petit 
intervalle  (.r,^  —  a,  x^^  -+-  a);  mais  il  est  clair  qu'on  i)eut  la  pro- 
lon^rer  ;  si  l'on  pose  maintenant  j?,  =  a'o  H-  a,  ji  =  o  (.ri),  la  dérivée 
partielle  y,'  n'étant  pas  nulle  pour  x  =  Xi,  y  =  j,,  on  pourra 
définir  dans  les  environs  de  Xi,  une  fonction  continue  Oi.{x), 
annulant /(.r,  y)  et  se  réduisant  à  yi  pour  x  ^^=  jci  ;  on  voit  comme 
précédemment  que  pour  les  valeurs  de  x  un  peu  plus  petites  que 
Xi,  ç-i  (x)  coïncide  avec  '>(.'■)  ;  pour  les  valeurs  de  x  un  peu  plus 
grandes  que  j'i ,  on  adoptera  pour  y  la  détermination  o,  (.v),  en 
sorte  qu'on  aura  déterminé,  dans  un  intervalle  plus  étendu,  une 
fonction  continue,  annulant  f(x,  y),  se  réduisant  à  Jq  pour 
x  =  x,^,  etc.  Sans  que  je  m'arrête  davantage  sur  ce  sujet,  on 
conçoit  qu'on  puisse  définir  une  fonction  y  de  x,  jouissant  de  ces 
mêmes  propriétés  dans  un  intervalle  borné  par  deux  nombres  a,  a' 
auxquels  correspondent  les  valeurs  b,  h'  de  y  et  tels  que  les  systèmes 
{a,  h),  ou  (a,  h),  tout  en  appartenant  encore  à  l'ensemble  (X-Y),  ne 
soient  plus  intt'ricui's  à  cet  ensemble,  ou  tels  encore  que  la  dérivée 
partielle /,J  s'annule  pour  l'un  de  ces  systèmes;  toutefois  ces  cas 
limites  demandent  une  étude  particulière. 

Laissant  maintenant  de  côté  les  règles  relatives  au  calcul,  je  vais 
montrer  le  parti  qu'on  peut  tirer  des  dérivées  pour  l'étude  des 
fonctions. 
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111.  —  ÉTLDE  DES  FONCTIO.NS  AL   MOYEN  DES  DERIVEES 


222.  —  Soit/(.r)  une  fonclion  admettant  dans  l'intervalle  (a,  h) 
une  dérivée/'  (.'•),  il  résulte  immédialemcnt  de  la  définition  de  la 
dérivée  que  si  la  fonclion /(./■)  est  constante  dans  l'intervalle  (a,  b), 
la  dérivée  f  (./•)  est  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appar- 
tiennent à  cet  intervalle,  que  si,  dans  ce  même  intervalle,  la  fonction 
/(x)  est  croissante,  la  dérivée/'  (./)  n'est  jamais  négative,  puisque 
le  rapport 

/(^-H^')-/(^) 
h 

étant  positif,  sa  limite,  pour  h  =  o,  ne  peut  être  négative;  enfin 
que,  si  la  fonclion  f(xi  est  décroissante,  la  dérivée  /  (x)  n'est 
jamais  positive. 

On  est  tenté  de  regarder  comme  évidentes  les  réciproques  de  ces 
théorèmes  ;  cela  serait  légitime  s'il  était  vrai  qu'un  intervalle  (a,  b) 
pût  toujours  être  décomposé  en  un  nombre  fini  d'intervalles  partiels 
tels  que  dans  chacun  d'eux  la  fonction /(:r)  fût  ou  constante,  ou 
croissante,  ou  décroissante  ;  c'est  la  fausseté,  que  l'on  a  mise 
hors  de  doute,  de  celle  supposition,  qui  rend  nécessaire  la  démons- 
tration des  théorèmes  suivants. 

i"  Si  la  fonclion /(./•)  admet  dans  l'intervalle  (a,  b)  une  dérivée 
/'  (x)  et  si  cette  dérivée  est  constamment  nulle,  la  fonction  f(x) 
est  constante  dans  l'intervalle  (a,  b). 

Soient  en  effet  x^,  x.,  deux  valeurs    quelconques    qui    appar- 
tiennent à  cet  intervalle,  on  aura  (n°  216) 
(0  /(^.)-/(^i)  =  (^.-^i) /'(;). 

en  désignant  par  £  un  nombre  compris  entre  x.,  et  x^;  mais,  par 
hypothèse,  f  (z)  est  nul  ;  on  a  doncf(x.^)  =  f{x^). 

La  fonction  f[x)  conserve  toujours  la  même  valeur  dans  l'in- 
tervalle (a,  b)\  cette  valeur  est  nécessairement  f{a)  ^=f(b). 

2°  Si  la  fonction  f{x)  admet  dans  l'intervalle  (a,  b)  une  dérivée 
f{x),  si,  dans  cet  intervalle,  cette  dérivée  n'est  jamais  négative,  si 
enfin  elle  n'est  pas  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appar- 
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tienru'iil  ù  un  intervalle  {a  ,  h)  conlemi  dans  rinler\alle  (a,  b),   la 
ronctioii /(.'•)  est  croissante  dans  rinlervallc  {a,  b). 

Soient  encore  .Tj,  x.,  deux  valeurs  quelconques  appartenant  à 
l'intenallc  (o,  b)  et  soit  Xi  <  ./-^  ;  IV-galité  (i)  montre,  puisque  la 
quantité/'  (|)  est  positive  ou  nulle,  que  l'on  a  f{'\^  <  /"(.r^).  Mais, 
dans  l'intervalle  (./*!,  x.,)  la  fonction  f[x)  ne  [>eut  cire  constante, 
puisque  la  fonction  f  (.r)  n'est  pas  constanuucnt  nulle  dans  cet 
intervalle  ;  il  existe  donc  un  nombre  ./;'  compris  entre  Xi  et  x.^  tel 
que  la  valeur  de  /('*  )  diffère  au  moins  de  l'une  des  quantités 
/(•^i)' /(•''.)  î  les  quantités  Xi,  x,  x.,  tilant  d'ailleurs  rangées  par 
ordre  de  ,i;randeur,  on  a  f(Xi)^f(x')  ^  J  (x.j)  ;  comme  les  deux 
égalités  ne  peuvent  avoir  lieu  simultanément,  il  faut  que  l'on  ait 
fi-'^i)  <./{•''■:)■  C'est  ce  qu'il  fallait  établir;  on  prouvera  de  la 
même  façon  le  tbéorème  suivant, 

3°  Si,  dans  l'intervalle  (a,  b),  la  fonction  f{.r)  admet  une  dérivée 
f  (x)  qui  ne  soit  jamais  positive,  si  cette  dérivée  n'est  pas  nulle 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  un  intervalle 
(a',  b')  compris  dans  l'intervalle  (a,  b),  la  fonction  f(x)  e&t  dé- 
croissante dans  ce  dernier  intervalle. 

223.  —  Si  une  fonction  y(./)  est  définie  dans  l'intervalle  (a,  b), 
on  dit  qu'elle  admet  un  maximum  pour  la  valeur  £  attribuée  à  x^ 
valeur  appartenant  à  l'intervalle  (a,  b),  mais  distincte  des  limites 
<2,  6,  s'il  existe  un  nombre  positif  £  tel  que  l'on  ait,  pour  toutes  les 
valeurs  de  //  auti-es  que  o  et  inférieures  à  £  en  v-aleur  absolue, 

/(3 +  /-)-/(;)<  G  ; 

si,  dans  les  mêmes  conditions,  on  avait 

/(^+/']-/a)>o. 

on  dirait  que  la   fonction  fi-f)  admet  un  minimum  pour  x  =  z. 

Si  la  fonction  y  (x)  admet  un  maximum  ou  un  minimum   pour 

X  -^  :,   et  si  pour  cette  même  valeur  clic   a   une   dérivée,    cette 

dérivée  est  nulle  ;  cela  résulte  du  raisonnement  employé  au  n"  215  : 

pour  //  positif  et  suffisamment  petit  les  deux  rapports 

.fa  +  h)-f(^)     fa-h)-fiz) 
h       '         —Il 
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finissent  par  cire   ccilainciiicnt  de  signes  conlraircs  ;   leur  limite 
commune,  pour  h  =  o,  est  donc  nulle. 

Si  donc  la  fonction  /(.')  admet  ime  dérivée  dans  l'intervalle 
(a,  b),  on  devra  chercher  les  valeurs  de  ./;  qui  lui  font  acquérir  un 
maximum  ou  un  minimum  parmi  celles  qui  annulent  la  dérivée  ; 
mais  le' choix  et  la  distinction  de  ces  valeurs  exigent  une  élude 
plus  approfondie. 

224.  —  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  oii,  la  fonction  /(■') 
étant  continue  dans  l'intervalle  (a,  b),  cet  intervalle  peut  être 
partagé  en  un  nombre  lini  d'intervalles  partiels  tels  que  dans 
chacun  d'eux  la  fonction  varie  toujours  dans  le  même  sens;  si, 
par  exemple,  la  fonction  est  croissante  dans  un  intervalle  et  dé- 
croissante dans  l'intervalle  suivant,  il  est  clair  qu'elle  présentera 
un  maximum  pour  la  limite  commune  aux  deux  intervalles  ;  on  dit 
que,  pour  cette  valeur,  elle  cesse  de  croître  pour  décroître  ensuite  ; 
de  même,  si  la  fonction  est  décroissante  dans  un  intervalle  et 
croissante  dans  l'intervalle  suivant,  elle  passe  par  un  minimum 
pour  la  valeur  de  la  variable  égale  à  la  borne  commune  des  deux 
intervalles. 

On  est  certain  d'être  dans  ce  cas  si,  dans  l'intervalle  (a,  b),  la 
fonction  f{x)  admet  une  dérivée  et  si  l'intervalle  (a,  b)  peut  être 
divisé  en  un  nombre  fini  d'intervalles  partiels,  tels  que  dans  chacun 
d'eux  la  dérivée  y  (.r)  ait  un  signe  déterminé;  si  dans  un  inter- 
valle partiel  la  dérivée  est  positive,  la  fonction  est  croissante,  etc. 
Peu  importe  d'ailleurs  que  dans  un  intervalle  partiel  la  dérivée 
s'annule,  pourvu  qu'elle  ne  change  pas  de  signe  et  qu'elle  ne 
soit  pas  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  un 
intervalle  fini. 

Les  valeurs  qui  fournissent  les  maxima  sont  alors  caractérisées 
par  ce  fait  que  la  dérivée  y  est  nulle,  qu'elle  est  positive  pour  les 
valeurs  plus  petites,  négative  pour  les  valeurs  plus  grandes  ;  de 
même  pour  les  valeurs  qui  fournissent  les  minima,  la  dérivée  est 
nulle  et  passe  du  négatif  au  positif. 

Par  exemple  l'expression  li  x^  — 3  .c^  —  m,  où  m  est  une  cons- 
tante, admet  une  dérivée  dans  tout  intervalle  ;  cette  dérivée  est 
i2x'  (i  —  x)  ;  elle  est  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  x  in- 
férieures à  I,  négative,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  supérieures  à  i  ; 
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la  foncliiin  proposée  est  donc  croissante  clans  rinlervallc  ( —  x  ,  i)^ 
en  désignant  par  ce  symbole  un  intervalle  dont  la  limite  inférieure 
est  un  nombre  négatif  aussi  grand  qu'on  le  veut  en  valeur  absolue; 
clic  est  décroissante  dans  l'intervalle  (i,  -+-  x  ),  elle  passe  par  un 
uiaxinium  pour  ./•  =  i,  ce  maximum  est  i  —  m  ;  d'ailleurs  pour 
X  =  -i-  X  ,  la  fonction  est  égale  à  —  x  ;  on  résumé,  cpiand  .c  croît 
de  —  GO  à  I,  la  fonction  croît  de  —  n  à  i  —  m,  et  quand 
X  croît  de  i  à  -h  go  ,  la  fonction  décroît  de  i  —  m  à  —  ce  ;  on 
conclut  de  là  que,  si  i  —  m  est  positif,  la  fonction  'i  x^ —  3  x*  —  m 
s'annule  pour  vme  valeur  de  ./•  inférieure  à  i  et  pour  une  valeur 
de  ./;  supérieure  à  i,  et  seulement  pour  ces  valeurs  ;  que,  si  l'on  a 
m=  I,  la  fonction  s'annule  [)Our  ,/;  =  i  et  seulement  pour  cette 
valeur  ;  enfm  (jnc,  si  i  —  m  est  négatif,  la  fonction  ne  s'annule 
pour  aucune  valeur  de  x. 

225.  —  11  peut  se  faire  que,  dans  l'intervalle  oi'i  on  la  considère, 
la  fonction  /*(.'■),  que  je  suppose  toujours  continue,  admette  une 
dérivée,  sauf  pour  quelques  valeurs  exceptionnelles  ;  une  telle 
valeur  x'  sépare  alors  deux  intervalles  partiels  (xi,  x'),  (x  ,  x.)  tels 
que  la  dérivée  existe  pour  tous  les  nombres  qui  appartiennent  à 
l'un  ou  à  l'autre  des  deux  intervalles,  sauf  toutefois  pour  le 
nombre  ./;  ;  si  la  dérivée  a  le  même  signe  pour  toutes  les  valeurs 
de  la  variable  qui  appartiennent  au  premier  intervalle,  si,  par 
exemple,  la  dérivée  est  positive  pour  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  x,  et  x',  on  peut  affirmer  que  la  fonction /(./;)  est  croissante 
dans  l'intervalle  [Xi,  x),  sans  exclure  les  limites  de  cet  intervalle  ; 
en  effet  le  théorème  du  n°  216  subsiste  alors,  ainsi  qu'on  en  a  fait 
l'observation  ;  il  en  est  de  même  de  ses  conséquences.  Si,  de 
même,  la  dérivée  est  négative  dans  l'intervalle  [x,  x^),  la  fonction 
sera  décroissante  dans  cet  intervalle  et  présentera  un  maximum 
pour  X  ^=  x'  ',  elle  aurait  passé  par  un  minimum  pour  cette  même 
valeur  si  la  dérivée  était  négative  dans  le  premier  intervalle,  po- 
sitive dans  le  second  ;  elle  varierait  dans  le  même  sons  dans  tout 
l'intervalle  (Xi,  x.^)  si  la  dérivée  avait  le  même  signe  pour  toutes 
les  valeurs  de  .a;  appartenant  à  cet  intervalle,  les  nombres  Xi,  x' ,  x.^ 
étant  excejîtés  au  besoin. 

Par  exemple  la  fonction  y  =  ('i^iy,  continue  dans  tout  inter- 
valle, n'admet  pas  de  dérivée  pour  x  =  o,  pour  toute  autre  valeur 
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de  X  elle  a  pour  tlcrivéc 


y  —  5  M~ 


pour  X  =  G,  la  fonction  v  passe  par  un  ininiiiinin. 

226.  —  On  voit  d'après  cela  la  marche  à  suivre  pour  ('ludior  la 
variation  dune  fonction  donnée  par  son  expression  analytique.  On 
décomposera  d'abord  l'ensemble  des  valeurs  de  x,  de  —  zc  a  -j-  zc, 
en  intervalles  partiels  tels  que,  dans  chacun  d'eux,  la  fonction  soit 
définie  et  continue  ;  les  bornes  de  ces  intervalles  pourront  être  des 
valeurs  de  x  au  delà  ou  en  deçà  desquelles  l'expression  donnée 
n'aura  plus  de  sens  ;  de  telles  valeurs  se  présenteront  par  exemple 
quand  l'expression  contiendra  des  radicaux  à  indices  pairs,  des  lo 
garithmes,  des  fonctions  circulaires  inverses,  etc.  ;  ces  bornes  pour- 
ront encore  être  des  valeurs  pour  laquelle  la  fonction  est  dis- 
continue, ou  des  nombres  aussi  voisins  que  l'on  voudra  de  certaines 
A'aleurs  isolées  de  la  variable,  telles  que  x  =  o  pour  la  fonction 
-,  pour  lesquelles  l'expression  considérée  n'a  pas  de   sens,  mais 

dans  le  voisinage  desquelles  elle  grandit  indéfiniment,  ce  que  l'on 
exprime  brièvement  en  disant  que  la  fonction  devient  infinie.  On 
se  livrera  à  une  étude  analogue  pour  la  dérivée,  en  se  limitant  tou- 
tefois aux  valeurs  de  la  variable  qui  appartiennent  aux  intervalles 
qu'il  y  a  lieu  de  considérer,  d'après  l'élude  préliminaire  que  l'on 
a  faite  de  la  fonction  ;  mais,  cette  fois,  on  portera  essentiellement 
l'attention  sur  les  valeurs  de  la  variable  pour  lesquelles  la  dérivée 
change  de  signe,  soit  qu'elle  s'annule,  soit  qu'elle  cesse  d'exister  en 
devenant  infinie,  ou  tout  autrement.  Ces  nombres  limiteront  ainsi 
des  intervalles  pour  lesquelles  la  dérivée  conservera  un  signe  cons- 
tant. Les  nombres  qui  bornent  des  intervalles  soit  pour  la  fonction 
proposée,  soit  pour  la  dérivée,  étant  ensuite  rangés  par  ordre  de 
grandeur^  on  se  trouve  avoir  décomposé  le  champ  de  la  variable  x 
en  intervalles  partiels  pour  lesquels  on  peut  appliquer  les  théorèmes 
du  n"  222  ;  à  l'aide  de  ces  théorèmes  et  des  remarques  contenues 
dans  les  numéros  suivants,  on  parvient  à  avoir  une  idée  nette  de  la 
marche  de  la  fonction. 

Soit  par  exemple  la  fonction 
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elle  n'a  de  sens  ni  pour  les  valeurs  de  j:  [)1us  [ictlles  que  —  'i,  ni 
pour  x=  O',  sa  dérivée,  pour  les  autres  valeurs  de  j:,  est 

l(.r  4-  2)(.r  —  ,^0 

y  =  e    — —  j 

a  x'^  s/x  -h  !\ 

elle  est  positive  pour  x  <i —  2,  négative  pour  ,/:  compris  entre  —  1 
et  /i,  positive  pour  x  >  'j  ;  si  l'on  désigne  par  i  un  nombre  positif, 
aussi  petit  que  l'on  veut,  la  fonction  est  continue  de  —  .'1  à  —  c, 
de  +  i  à  H-  ^  :  si  l'on  considère  la  suite  des  nombres 

—  '1.  —2,         —  £,  -+■  Z,         Ix,  -t-  CO  ; 

ot  que  l'on  exclue  l'intervalle  ( —  h,  -f-  1),  la  fonction  sera  continue 
et  admettra  (sauf  pour  ,ï;  =  — 4)  une  dérivée  de  signe  constant 
dans  chacun  des  autres  intervalles.   On  en  conclut  que  lorsque  x 

varie  de  —  .\  a  —  2,  la  fonction  augmente  de  o  à  y/  -,  qu'elle  di- 
minue depuis  celte  valeur  jusqu'à 


(juand  ./;  varie  de  —  2  a  —  i,  qu'elle  diminue  encore  depuis 


00  e'-V^^t 

jusqu'à  (?''  \^S  quand  x  varie  de  c  jusqu'à  -+-  4,  enfin  qu'elle  aug- 
mente quand  x  varie  depuis  -l-  /j  jusqu'à  -+-  x;  . 

Il  reste  à  avoir  des  valeurs  approchées  des  noudjres  (i)  et  (2) 
pour  c  positif  et  très  petit;  on  les  déduit  des  formules 


E  ^4  —  £  =  


c  1.2  £.2 


e-  y//j   -h  e  m:  v/4    -+-   £   (   I    H ^    ~  A, 

'  E  I  .2    £- 


la  première,  où  le  dénominateur  peut  être  supposé  aussi  grand 
qu'on  le  veut,  montre  que  lorsque  £  tend  vers  zéro,  l'expression  (i) 
a  pour  limite  zéro  ;  on  voit  de  même  que  lorsque  -  tend  vers  zéro, 
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l'expression  (2)  angmenle  indôfininicnt  pnr  valeurs  positives  ;  c'est 

ce  qu'on  exprime  plus  brièvement  en  disant  que,  ,v  croissant  de  —  2 

/a  .  ,, 

à  zéro,   y  diminue  depuis  V  /  -  jusqu'à  o,   et  que,   x  croissant  de- 

depuis  o  jusqu'à  +  /|,   y  diminue   depuis  +  00   jusqu'à  la    valeur 

t'4  \/8.  Des  deux  valeurs  v/- et  e*  \/8,  la  première  est  un  maxi- 
mum correspondant  à  la  valeur  x  =  —  2,  la  seconde  est  un  mini- 
mum correspondant  à  la  valeur  x  =  4  ;  enfin  on  voit  de  suite  que 
lorsque  .r  augmente  indéfiniment  par  valeurs  positives,  il  en  est 
de  même  de  y. 

227.  —  Il  est  quelquefois  commode,  pour  reconnaître  si  une 
valeur  a  de  x  qui  annule  la  dérivée  f  (x)  d'une  fonction  /(x)  fait 
acquérir  à  cette  fonction  un  maximum  ou  un  minimum,  de  recourir 
à  la  dérivée  seconde/'  (x),  à  supposer  qu'elle  existe.  Si/"  (a)  est 
un  nombre  positif  et  si  la  fonction/"  (x)  est  encore  positive  pour 
les  valeurs  voisines  de  a,  ce  qui  arrivera  assurément  si  elle  est  con- 
tinue, on  voit  que,  dans  un  petit  intervalle  comprenant  a,  la  fonc- 
tion/' (x)  sera  croissante  ;  puisqu'elle  s'annule  pour  j;  =  a,  elle 
passe  pour  cette  valeur  du  négatif  au  positif,  il  en  résulte  que,  pour 
x^=a,  la  fonction /(./•)  présente  un  minimum.  De  même,  si  pour 
x  =  a,  le  nombre/"  {a)  est  négatif  et  si  la  fonction/  (x)  est  continue 
pour  X  =  a,  on  voit  que,  pour  :/:  =^  a,  la  fonction /(x)  présente  un 
maximum.  Si  l'on  a/"  (a)  =  o,  on  pourra  recourir  à  la  dérivée  troi- 
sième ;  si  celle-ci  n'est  pas  nulle  pour  j;  =  a  et  est  continue  pour 
cette  valeur,  elle  conservera  le  même  signe  dans  un  petit  intervalle 
comprenant  le  nombre  a  ;  dans  cet  intervalle  la  fonction  /"  (.r) 
croîtra  constamment  ou  décroîtra  constamment  ;  puisqu'elle  s'an- 
nule pour  X  =  a,  elle  changera  de  signe  en  s'annulant  ;  la  fonction 
/'  (x)  admettra  donc  un  maximum  ou  un  minimum  pour  x  =  a  ', 
comme  elle  est  nulle  pour  x  =  a,  on  voit  que,  dans  un  petit  inter- 
valle comprenant  ce  nombre,  elle  reste  négative  ou  nulle  si  a:  =  a 
correspond  à  un  maximum  de  /'  (x),  positive  ou  nulle  si  x=  a 
correspond  à  un  minimum  de  /'  {x)  ;  .dans  le  premier  cas  la 
fonction/ (.r)  est  décroissante  dans  ce  même  intervalle,  dans  le  se- 
cond cas  elle  est  croissante  :  elle  ne  présente,  pour  x  =  a,  ni  maxi- 
mum ni  minimum.  Si  l'on  a  f"  («)  =  o,  on  recourra  à  la  dérivée 
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qiialrièmc /'M-'")  t-t  l'on  verra  sans  [)oinc  que,  suivant  que  l'on 
aura 

/■v  (a)  <  o,         /'v  (a)  >  o, 

la  l'onclion  /"(./•)  admellia,  pour  x  =  a,  un  uiavimum  ou  un  ml- 
niuuuîi.  pourvu  toutefois  que  la  fonction/"'  soit  continue  pour 
./;  =--  a.  Si  l'on  avait  /''  (a)  =  o,  on  pourrait  recourir  à  la 
dérivée  cinquième,  etc.  On  peut,  en  admettant  l'existence  et 
la  continuité  des  dérivées  successives /' (x),  /'  [x),  /"  {j.),  ... 
de  la  fonction  /(.'•),  pour  ./■  =  a,  fornnilcr  la  règle  suivante  :  Si 
pour.'.-  — ^  a  la  dérivée  /"  (.;;)  est  nulle  ainsi  que  quelques-unes  de 
celles  qui  la  suivent,  la  fonction /(.'■)  n'admet,  pour  x  ^=  a,  ni 
maximum,  ni  minimum  lorsque  la  première  dérivée  qui  ne  s'an- 
nule pas  est  d'ordre  impair  ;  si  la  première  dérivée  qui  ne  s'annule 
pas  est  d'ordre  pair,  la  valeur  x  =:  a  correspond  à  un  maximum 
ou  à  un  minimum,  selon  que  cette  dérivée  est  négative  ou  posi- 
tive. Au  reste,  cette  conclusion  se  retrouvera  tout  à  l'heure. 

228.  —  Les  im[iortantes  propositions  établies  dans  les  n'"  215 
et  216  peux  eut  être  généralisées  de  différentes  façons.  Voici, 
d'abord,  une  généralisation  du  théorème  du  n"  216  qui,  outre  son 
utilité  propre,  éclaire  la  notion  de  la  dérivée  n"  ('). 

Soit  f{x)  une  fonction  qui,  dans  l'intervalle  [a,  h),  admette  des 
dérivées  première  et  seconde,  /"'  [x')  et/"  (x). 

Soit  j'ij  un  nombre  ai)partenant  à  l'intervalle  {a,  b)  et  hi,  li^, 
deux  nombres  tels  que  x^  -+-  /(,,  j;„  -h  li.,,  x^  -j-  //j  -h  /t^  appartien- 
nent aussi  au  même  intervalle  ;  posons 

/(•'•)  =/(-^- +  /'.;-/•  W; 

la  fonction  (de  x)  J\  [x),  admettra  une  dérivée  dans  l'inlervallc 
(Xy,  x^       li.^)  et  cette  dérivée  sera 

ceci  posé  on  a,  en  désignant  par  0.^  im  nombre  compris  entre  o  et  i, 

/,  (-'-o +  /'.)-/.(•%)  =  /'./;  (-^0  +  M.) 

('j  Je  dois  ce  numéro  à  M.  Darbolx. 
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Or,  en  vertu  de  la  même  formule,  la  quantité  entre  crochet?  peut 
rtrc  remplacée  par  A,  /"'  (.'•„  -+-  S,  A,  +  'J,ll^,  en  désignant  par  0, 
un  nombre  compris  entre  o  et  i  ;  on  aura  donc  (Inalemcnt 

On  trouvera  de  même,  en  supposant  que  dans  l'inlervalle  (a,  6), 
Jla  fonction  f{x)  admette  des  dérivées  jusqu'au  if  ordre  /'  {x), 
f"  [x],  ...,  /\''){x),  et  que  les  nombres 

:r^  -+-  /(,,        j'q  -+-  h.^,  ....  .'■„  -f-  /(„, 

.r„  -h  /'i    -i-  /(.,        :r^  +  /(,  -h  li^,  ....        .'■(,-+-  /'„-,  -r  /i,,, 

•'"u  +  ^'i    -)-  ^2  -+-  ...  /'« 
appartiennent,  ainsi  que  .r„,  à  lintervalle  (a,  b), 
f{.r,  -T-  /'.  +  U,  -^  ...  -i-  /'„)  —  ^/(x,^  4-  /<,  +  h,  4-  ...  -4-  //„_.) 

=  liji,  ...  /«„/(")  (.r,  -h  e,/t,  H-  e,/;,-h  ...  ^  0„//„)  : 

dans  le  second  membre,  0,,  0.^,  ...,  ^„  désignent  des  nombres  com- 
pris entre  o  et  i  ;  dans  le  premier  membre,  chaque  sommation 
s'étend  à  tous  les  termes  qui  se  déduisent  du  terme  écrit  en  rempla- 
çant la  suite  des  indices  par  les  autres  combinaisons,  du  môme 
ordre,  des  nombres  i,  2,  ...,  n. 

Si  la  fonction /(")  {x)  est  continue  pour  x  =  Xq,  on  voit  que  le 
premier  membre,  divisé  par  /<,,  h.^  ...  lin,  a  pour  limite  /v)  {x^) 
quand  les  quantités  /ij,  Ji^,  ...,  /*„  tendent  vers  zéro  ;  d'une  façon 
plus  précise,  si  l'on  désigne  par  ç.  [Xq,  h^,  h.^,  ...,  h,,)  ce  premier 
membre,  on  peut  affirmer  qu'à  chaque  nombre  positif  £  correspond 
un  nombre  positif/;  tel  que  l'on  ait 

o(ar„. /t,./»„  ...Ji„)        . 


'1"2    ••■    "/l 


sous  les  conditions 

o  <  I  /(,  I  <  r„       (t  =  I,  2,  ...  n) 
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Si  l'on  suppose (1)  A,  .-:.  /,^  =  ...  3^  A,,:^  |^^  et  si  Po^  supprime 
l'indice  o  qui  airccte  x,  on  trouve 

/(,.  +  „/,)  _  'Ij  [,.  .H  („  _  ,)  Aj  ^  'ii^i=-L)/  ia-  +  («  _  2)  A]  _  ... 


±-/(.r-4-/0q=/,y) 
=  /("/■(")  (rc  -f-  0/j/,), 


on  désignant  par  7  un  Jionibrc  compris  entre  o  et  i.  Le  premier 
membre  est  la  différence  if  de  la  fonction/ (./•)  pour  la  suite  de  va- 
leurs en  progression  arithmétique 

X,        J-  -h  /(.        :c  -\-  ?.h,  ...,  :r  -+-  nli 

de  la  variable  :  on  la  représente  souvent  par  le  symbole  \"f(j:)  ; 
on  pose  ainsi 

M  (•'■)  =  /  G^-  +  /')  -  /  i-'O 

A*/ (a-)  =  A/  (x  ^  h)  —  If  (,r)  =f  ;.r  -H  2/0  —  2f(x  -f-  h)  +  /-(x) 
AT"  (•^)  =  Ay  (^  +  A)  -  Ay  (.-)  =./  ,.r  -i-  :i/0  _  o/(x  4-  -jh) 

Dans  le  même  symbolisme,  h  qui  est  la  différence  de  deux  valeurs 
.consécutives  de  la  variable,  se  représente  par  A.r,  et  l'on  voit  que 
la  dérivée  n''  peut  être  regardée  comme  la  limite  de  l'expression 


quand  /;  ou  Ar  tend  vers  o  ;  la  nolation  ^~,  pour  représenter  la  dé- 
.rivée  n"  est  en  quelque  sorte  le  résidu  de  celle  remarque. 

229.  — Si  la  fonction /(./;)  admet  une  dérivée  dans  l'inlervallc 
{a,  b)  et  si  les  nombres  .r,,  x.^,  appartiennent  à  cet  intervalle,  il  y 
a  une  racine  de /' (j.-)  comprise  entre  .x-,  etx^;  supposons  que  la 
fonction /(./■)  s'annule  pour  les  valeurs  .»;,,  x.,,  x^  de  la  variable, 
.que  je  suppose  toujours  appartenir  à  l'intervalle  («,  h)  et  que  je 
suppose  en  outre,  rangées  par  ordre  de  grandeur  ;  il  y  aura  une 
yacine  £,  de/'  (.r)  entre  .r,,  x.^  et  une  aulre  racine  |o  entre  x.,  et 
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0^3  ;  si  donc  la  fonction  /'  (./•)  atlniet  une  clcrivéc  /""  (./•)  dans  l'intcr- 
valle  [a,  h),  f  (./)  s'annulera  pour  une  valeur  do  x  comprise  entre 

1,  et  c.^,  par  suite  entre  .r,  et  .r.,  ;  il  est  clair  qu'on  peut  continuer 
ainsi  et  énoncer  de  suite  le  théorème  suivant  : 

Si,  dans  l'intervalle  (a,  />),  la  fonction  /(■*•)  admet  des  dérivées 
jusqu'au  (n —  i)"...  ordre,  inclusivement  et  si  elle  s'annule  pour 
les  n  nombres  distincts  .r,,  x,,  ...,  ./•„  appartenant  à  cet  intervalle, 
il  \  a  une  valeur  de  .'",  comprise  entre  le  plus  petit  et  le  plus  grand 
des  nombres  ./■,,  x.,,  ...,  ./•;,,  pour  laquelle  /"("  —  *J  (./•)  s'annule. 

Cette  proposition  peut  se  généraliser  encore. 

Supposons  que  pour  .'■  =  ,/•,  et  pour  x  =  x.^  la  fonction  /  (./■) 
s'annule  et  que,  en  outre,  la  dérivée  /''(  x)  s'annule  pour  x  =  .ïj  ;  alors 
f  (x)  s  annule  pour  un  nombre  ç,  compris  .'•,  et  j\,  ;  mais  f  (x) 
s'annulant  pour  ./■  =  Xi  et  x  =  r,.  il  faut  que  /"'  (./•)  s'annule  pour 
un  nombre  ç.,  compris  entre  .r,  et  z,  et,  par  suite  entre  x^  et  x.,  ;  on 
voit  que  le  nombre  .i\,  parce  qu'il  annule  non  seulement  y  (.c) 
mais  encore/'  (./•),  joue  en  quelque  sorle  le  lôle  de  deux  racines  ; 
c'est  une  circonstance  qu'on  a  observée  déjà  pour  les  polynômes. 
Les  remarques  qu'on  vient  de  faire  conduisent  immédiatement  à  la 
proposition  que  voici,  et  suffisent,  avec  un  peu  de  réilexion,  pour 
en  reconnaîlre  la  vérité.. 

Soient  Xi,  x.,,  .  ..  .'„  n  nombres  distincts,  auxquels  correspon- 
dent les  nombres  naturels  a,,  ao,  ...,  a„  ;  je  suppose  que  .x,  (/  =  i, 

2,  ...,  /()  annule  la  fonction  /(•'•)  et  ses  y.i —  i  premières  déri- 
vées; si  a,  était  égala  i,  il  faudrait  entendre  simj)lement  que  .r, 
annule/(j?).  11  existe  un  nombre  x  compris  entre  le  plus  petit  et 
le  plus  grand  des  nombres  ./■,,  x.^,  ...,  x,,  qui  annule  la  dérivée  de 
f[x)  d'ordre  a,  -+-  a^  -H  ...  H-  a„  —  i. 

La  proposition  suppose  que  la  fonction  /*(,/•)  admette  des  déri- 
vées jusqu'à  Tordre  a,  h-  a^  +  ...  -+-  7.n  —  i  inclusivement,  dans 
un  intervalle  dont  les  bornes  sont  respectivement  le  plus  grand  et 
le  plus  petit  des  nombres  Xi,  x^,  ...,  ./•„.  Il  est  même  bien  aisé  de 
voir,  en  remontant  les  raisonnements  précédents  et  en  se  repor- 
tant au  n"  215,  que  si  l'on  est  assuré  de  la  continuité,  dans  tout 
l'intervalle  considéré,  de  la  dérivée  d'ordre  y.i  -+-  a^  -4-  ...  +  a,, —  2, 
l'existence  de  la  dérivée  d'ordre  a,  +  a^  H-  ...  h-  a„  —  i  n'est 
nécessaire  pour  la  validité  du  théorème  qu'à  Vinlerieiir  de  cet 
intervalle.  Il  est  à  peine  utile  de  dire  que  l'existence  de  la  dérivé» 
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d'ordre  r/.y  -+-  ^-'  -H  .  -H  7.„  —  i  dans  luul  riiilcivallc  Implique 
l'exislcnce  et  la  conliniiih'  dans  ce  même  intervalle  des  dérivées 
d'ordre  moindre. 

230.  —  Supposons  cjue,  dans  l'inlcrvalle  [a,  h)  auquel  appar- 
tiennent les  nondires  j'\,  j:,,  ...,  ./„,  la  fonction  J[-c)  admette  des 
dérivées  jusiju'à  l'ordre />=  ai  -+-  a^  +  ...  -f-  a„,  inclusivement. 
On  a  vu  au  n"  174  comuient  on  pouvait  construire  un  polynôme 
P  (.r)  de  degré  inférieur  à/),  qui  pourj;=j;,(/=  i,  2,  ...,/j),  prenait, 
lui  et  ses  a;  —  1  premières  dérivées,  les  mêmes  valeurs  respectives 
que  la  fonction  y  (•'")  et  ses  a,  —  i  premières  dérivées,  en  sorte 
que  pour  .'■  =  ./•,  la  diilerence  /(•'")  —  P  (•'■)  soit  nulle  ainsi  que 
ses  y.i  —  I  premières  dérivées.  Dans  un  grand  nombre  de  cas,  ce 
polynôme  fournit  une  valeur  approchée  de  f\x)  pour  les  valeurs 
de  X  qui  sont  comprises  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des 
nombres  .ri,  Xi,  ....  ./■„  (interpolation).  Le  théorème  précédent 
fournit  une  expression,  qui  peut  être  utile,  de  l'erreur  que  l'on 
commet  ainsi,  pour  une  valeur  donnée  Xq  de  x,  que  je  suppose 
appartenir  aussi  à  l'intervalle  (a,  b\ 

Je  représenterai  celte  erreur  par 

en  sorte  que  l'on  ait 

Jix,)  -  V  {,;)  -  A (..„  -  .ri)^4  (.r,  _  r,)'-2  . . .  (.,„  _  :,„)«.  _  o. 

A  étant  un  nombre  dont  je  vais  chercher  une  évaluation.  Considé- 
rons la  fonction  de  x 

/{..)  -  P  ;..)  -  A(.r  -  .v-i)^.  (.,■  -  .r,)^^   ...   (.,•  -  .-„)'''" 

où  A  est,  bien  entendu,  le  même  nond)rc  que  tout  à  l'heure;  ce 
fonction  est  nulle  ainsi  que  ses  a,  —  i  premières  dérivées  pou 
x  =  Xi(<  =  I,  2,  ...  n),  puisqu'il  en  est  ainsi  de /(./;)  —  P  {x 
par  hypothèse,  et  du  dernier  terme,  en  vertu  de  sa  forme  ;  elle  est 
encore  nulle  pour  x  =  Xo  ;  sa  dérivée  d'ordre  /)  devra  donc  s'an- 
nuler pour  un  nombre  |  intermédiaire  au  plus  petit  et  au  plus 
grand  des  nombres  x,,  Xi,  ...,  ./■„  ;  or  la  dérivée  d'ordre/)  du  po- 
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lynome  P  {x)  est  idenlicjuemenl  nulle,  on  aura  donc 

ty(^')(;i  i.-i  .../)A  =  o 
et,  par  suite,  en  mettant  ,>•  à  la  place  de  x^. 

fÇr)  =  P  (.-,.)  +  (^-x.)''(.r-x,)^...(.r-.r^  .,^„    , 

1.2    ...  p  ''         ^  ^  ^  ■' 

Si,  en  particulier,  on  veut  que  le  polynôme  P  et  ses  p  —  r 
premières  dérivées  prennent  respectivement  pour  ./;  =  x^,  les 
mêmes  valeurs  que/ (.r)  et  ses/>  —  i  premières  dérivées,  on  devra 
prendre  (n"  174  . 

et  la  formule  générale  conduit  à  celle-ci  : 

1.2  ...p     ''         ^  ^ 

qui  suppose  l-'existence  des  p  premières  dérivées  dans  l'intervalle 
{a,  b)  auquel  sont  supposés  appartenir  les  nombres  x,  x,  ;  z  est 
compris  entre  ces  deux  nombres. 

(')  La  méthode  qui  vient  de  servir  pour  la  drterminalion  du  nomlire  A  s'ap- 
plique dans  beaucoup  de  questions  analogues.  Je  me  contente  d'écrire  les  for- 
mules suivantes  que  le  lecteur  n'aura  aucune  peine  à  établir  par  nette  voie. 

(1)  /A  -/(«)=i^:^[y'^6)+/^>]-':^[/^fc)-/,a)]  +  ^/va), 

(ir    /,M -/«)='—[/'(.  +roo  +  ,r{^i±^)]  +  ^^^ra; 

Pour  chacune  de  ces  trois  formules  on  suppose  que,  dans  l'intervalle  (a,  b) 
les  dérivées  de  la  fonction  J  (x'.  existent,  au  moins  jusqu'à  l'ordre  le  plus  élevé 
de  la  dérivée  qui  figure  dans  la  formule  ;  ;  représente  toujours  im  nombre 
compris  entre  a  et  b.  La  formule  (I)  est  un  cas  particulierd'une  formule  générale 
qui  sera  établie  plus  tard  ;  la  formule  (III)  ne  difTère  que  par  les  notations  d'un 
résultat  établi  au  n°  228  pour  n  =  2. 
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231.  —  (Ictle  (leriiièrc  formule,  avec  un  léger  changement 
dans  la  forme  du  dernier  terme,  peut  se  déduire  aisément  ilii 
ihéoièuie  des  accroissements  finis  et  d<;  la  dernière  identité  du 
n   210. 

Soient  en  effet /(.v)  et  ç(r)  deux  fonctions  de  ./•  qui,  dans  l'in- 
lervallc  (rt,  b],  admettent  des  dérivées  jusqu'à  Tordre yj.  Si  l'on 
suppose  que  les  (/>  —  i  )"■' dérivées  soient  continues  dans  cet  inter- 
valle, il  suffira  d'ailleurs  d'admettre  l'existence  de  la  yj"  dérivée  à 
h'nlcriciir  de  l'intervalle,  La  dérivée  de  la  fonction 

/(.'■)  r->-'){x:  -/■(.-)  ^i'-^)(:r)  4-  ....+(-  l^'-'/U'-O  ,.•)  o  (a-) 

est  égale  (n"  210)  à 

f{:c)  'iW  (.r)  +  (—  i)''  -  */>'')  r^)  9  (^)- 

La  différence  entre  les  valeurs  que  prend  cette  fonction  pour 
.V  =  b,  x=  a  sera  donc  égale  au  produit  de  6  —  a  par  la  valeur 
de  la  dérivée  pour  une  valeur  |  comprise  entre  a  el  b  :  en  d'autres 
termes,  on  aura 

(  A^)"?'''"~'K^j— /(«)'f<''~'K«)— [/''i^)9^''~'K^)--/'(«)?^''~-^^(«)] 

(  =  (/>  -  «)  [/(O  ^["]  (X)  +  (-  I y- '  fi"^  (^)?m■ 

Celte  formule  est  susceptible  d'un  très  grand  nombre  d'appli- 
cations (').  Si,  en  particulier  '^  (./■)  estun  polynôme  du  degré yj  —  i., 
le  terme /(|)  ^i'')(|)  disparaîtra  du  second  membre;  d'un  airtre 
cûtéç;^''~')  (.r)  se  réduisant  à  une  constante,  les  quantités  'y^'~'>(6), 
o'''~*'(a)  seront  égales.  Si  l'on  veut  en  outre  faire  disparaître  les 
termes 

il  suffira  de  prendre  pour  'i/  (a-)  un  polynôme  qui  s'annule  pour 
5C  =  6,  ainsi  que  ses  y)  —  9.  premières  dérivées,  en  sorte  que  b 
sera  une  racine  multiple  d'ordre  p  —  i  pour  cp  (r)  ;  prenons  ce 

(')  ^oi^  flans  le  t.  II  de  la  3®  série  du  Journal  de  lÀouvillc,  p.  39;},  le  Mé- 
moire de  M.  Daruoux,  Sar  les  développements  en  série  des  fondions  d^une  seule 
varinblc. 
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polynôme  sous  la  forme 


on  aura 


z,l')  (^:r)  =  {—  1)'    — ^ y-^ r, 

La  formule  (i)devlcndra,  après  avoir  divise  pai  ( —  i)''"S 

C'est  la  même  formule  que  celle  qui  termine  le  précédent  nu- 
méro, saufla  différence  entre  les  notations,  d'une  part,  et  d'autre 
part  entre  la  forme  du  dernier  terme  de  la  formule  rappelée  et  du 
second  membre  de  la  jirésente  formule. 

Au  reste,  il  est  aisé,  en  utilisant  toujours  l'identité  du  n"  210,  et 
en  rapprochant  le  raisonnement  de  celui  qu'on  a  employé  dans  le 
numéro  précédent,  de  parvenir  à  une  formule  un  peu  plus  générale. 
Si  on  désigne  en  effet  par  /•  un  nombre  naturel,  au  plus  égal  à  p  et 
par  A  [b  — a)""  la  valeur  du  premier  terme  de  l'égalité  (i),  en  sorte 
que  la  fonction  de  x 

m  ?^"  -  '  >  (/>)  -/(-O  'f '^  -  "  (^)  -[/'  {b)  '.{"  -  ')  [b)  -  /'  (x)  o'P  -  2)  (x)] 

—  A  (/>  —  a-,'- 

soit  nulle  pour  x  =  a  cl  x  =z  b,  la  dérivée  de  cette  fonction  devra 
s'annuler  pour  un  nombre  z  compris  entre  a  et  6  et  différent  de 
ces  nombres  ;  on  en  conclut 

-[/(^)^('"(0  +  (-0"-'/('')(;)?(^)l  +  '-A(t-^)'--'=o. 

en  sorte  que,  en  adoptant  pour  le  polynôme  '^  (x)  la  même  déter- 
mination que  tout  à  l'heure,  on  aura 

r.  I.  :>..  ...  (p  —  i)    -^       '^  ^ 
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et,  d'aulrc  part, 

/i6)=/(«)^^r(-H-'^V^-i-...-i-^|^/<-')('0 

^  r.  i.  j..  ...  (/»  —  I)-'       ^  ' 

C'est,  pour  r  =  i,  la  formule  (2),  et  pour  r  —  /),  la  formule  rpii 
termine  le  préccdenl  numéro. 

Eu  remplaçant  dans  la  fornuile  précédente  h  par  n  ~  /;,  et  £ 
par  a  H-  'jh,  où  'j  dési^'-no  im  nombre  positif  plus  petit  que  i,  elle 
de\ient 

/(„  +  /,)  =  /(.O  +  '{  r  (a)  +  5^^  /'  (")  + . .  . 

+  '^ ^,/<.-)  (<0  -h  '■"(■--'')'"/<,■,  („  -H-  6/,), 

i..i...[p —  i)-'  ^'        ri.2...(/) — i)-'       ^ 

on  donne  habituellement  à  cette  formule  le  nom  de  formule  de 
Taylor  ;  le  dernier  terme  s'appelle  reste  ou  terme  complémentaire. 
La  nouvelle  forme  qu'on  ^ient  de  donner  à  ce  reste  offre  quelque 
intérêt  pour  certaines  applications,  mais  la  véritable  importance  de 
la  formule  de  Taylor  n'est  pas  dans  ce  reste  ;  elle  est  dans  le  fait 
que  la  fonction  /(•/;),  au  voisinage  d'une  valeur  a  de  la  variable, 
se  comporte  à  peu  près  comme  un  polynôme  ordonné  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  l'accroissement  h  de  la  variable  ;  c'est 
sur  ce  point  que  je  vais  insister. 

232.  —  Supposons  que  la  fonction  f(.c)  admette  dans  l'inter- 
valle (A,  B)  des  dérivées  jusqu'à  l'ordre/)  inclusivement  et  que  la 
p"  dérivée  soit  bornée  dans  cet  intervalle  (c'est  ce  qui  arrivera  si 
elle  y  est  continue)  ;  supposons  que  a  soit  intérieur  à  l'intervalle 
(A,  B),  la  formule  précédente  sera  valable  pourvu  que  la  valeur 
absolue  de  h  soit  suffisamment  petite,  et  l'on  voit  que,  pour  les 
valeurs  x  =  a  4-  A  de  la  variable  voisines  de  a,  la  fonction /(.r)  se 
comporte  comme  une  de  ces  expressions  très  voisines  d'un  po- 
lynôme ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable  //. 
ou  .X  —  a,  dont  il  a  été  question  au  n"  173,  dans  lesquelles  seul 
le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  la  variable  n'est  pas  une 
constante,  mais  bien  une  fonction  bornée  de  celte  variable  ;  pour 
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les  petites  valeurs  de  //  celle  expression  se  comportera  comme  mi 
polynôme;  elle  fournira,  en  prenant  im,  deux,  trois,  ...  termes, 
des  valeurs  approchées  de  la  fonction  ;  le  premier  terme  qui  n'est 
pas  nul  dans  le  second  membre  donnera  le  signe  de  /(a  +  h) 
[ou  de  /(.ï-')]  pour  les  petites  valeiirs  de  h  [ou  pour  les  valeurs 
de  ./'  voisines  de  a|;  la  jiaritr  et  le  signe  de  la  prcuiicre  des 
dcrivéesy  (o), /"(rt),  ...  qui  n'est  pas  nulle  renseignera  sur  le  sens 
de  la  variation  de  f{.v)  pour  x  =  a,  etc.  Tout  ceci  a  été  suffi- 
samment expliqué  à  propos  des  polynômes  pour  que  je  ne  m'y 
arrête  pas  davantage.  Je  rappelle  enfin,  que  si  l'on  se  fixe  le 
nombre  naturel /9,  il  n'y  pas,  en  dehors  du  second  membre,  d'autre 
expression  de  la  forme 

Ao  -+-  Al  h  +  ...        +  A^_,  h!"'  -h  A,  /<'', 

où  A„,  Al,  ,..,  A/,_i  soient  des  constantes  et  A,,  une  fonction 
bornée,  qui  puisse  être  égale  à  /{a  -+-  h)  pour  les  petites  valeurs 
de  //.  En  d'autres  termes,  un  développement  de  cette  nature  n'est 
susceptible  que  d'une  seule  forme.  Celte  remarque  est  souvent 
utilisée  pour  le  calcul  de  la  r*  dérivée  d'une  fonction  /(.>'),  r  étant 
un  nombre  naturel  <Cp-  Si  l'on  a  pu  en  effet  calculer  d'une 
façon  ou  d'une  autre  le  développement 

A„  -+-  Al  /i  H-  ...  -+-  Ar  h'-  H-  ...  -t-  A,,_  1  h!''   '  -t-  Xj,  lO', 

on  aura 

/('■)(.)=  I.  2...  r.  A. 

Il  convient  de  noter  le  cas  où  a  est  nul  :  on  suppose  bien  entendu 
que  G  appartient  à  un  intervalle  où  la  fonction  f(J-)  admet  des 
dérivées  jusqu'à  l'ordre  p  inclusivement  ;  on  a  alors,  en  remplaçant 
h  par  X  ; 

/M  =f(o)+-J'(o)  +  ^/(o)  +  ... 
+         """'      ,  n-')  (.-)  +    ■•'•"<'-'"'"'; /'■  (0.-) ; 

i.2...(p  —  i)-'  ^'         r.i.2...(p — i)-'     ^     ^' 

elle  convient  particulièrement  à  l'étude  de  la  fonction  pour  les 
petites  valeurs  de  x.  Il  va  de  soi  que,  si  l'on  connaît  d'ailleurs  un 
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dcvoloppcmcnt  en  série  cnlièrc 

f  ./■)  =  flp  H-  «1  .r  -f-  ...  H-  n^,_  ,  .r)'  — '  -f-  a^,  .W  +  ..., 

on  connaîtra  par  là  même  les  valeurs  pour  x  =  o  des  quantités 
/(g),  /"  (o), /"(g),  ...,//'-'  (o);  quant  au  reste  ou  au  terme 
complémentaire,  c'est  le  produit  par  x''  de  la  somme  de  la  série 
convergente 

0^,  -+-  «^  +  1   .'•  +  Cl^,  .:.  2  .T-  -h    ... 

233.  —  L'étude  d'une  lonction  aux  environs  d'une  valeur'/  de 
la  variable  se  ramène,  en  posant  x  =  a  -i-  h,  au  cas  où  la  valeur 
de  la  variable,  au\  environs  de  laquelle  on  veut  étudier  la  fonction, 
est  nulle  ;  de  même,  si  l'on  veut  étudier  la  fonction  pour  les  va- 
leurs  de  la  variable   très  grandes   en   valeur   absolue,   on  posera 

./■  ==  -  ;  c'est  ce  qui  a  été  déjà  dit,  à  propos  des  polynômes  ou  des 

fractions  rationnelles,  (n'"*  173,  174).  Je  me  limiterai  donc,  dans 
ce  qui  suit,  au  cas  où  l'on  veut  étudier  une  fonction  aux  environs 
de  la  valeur  o  de  la  variable. 

I.  Cette  étude,  est  très  facilitée  lorsqu'on  peut  ordonner  la.  fonc- 
tion sous  une  forme  telle  que 

/(^)  =  ?o(-'')  +  ?.(•'•)  +  •••  +  'fi-CO' 

où  '^0 (•"'?)' '-^1  (•^')'  •••'  ^^^^  ^^^  expressions  aisées  à  calculer,  dont 
chacune,  lorscpie  x  tend  vers  o,  est  infiniment  petite  par  rapport  à 
celle  qui  la  précède  :  on  entend  par  là  que  les  rapports 

?i_(i^),       'hM,       'hia:), ... 

ont  pour  limite  o  quand  ./:  tend  Acrs  o.  S'il  en  est  ainsi,  il  est  clair 
que  chacune  des  expressions 

?0  '•'■)>  'fo  (-'')  -^  ?,  {■'•)'  ?„  (•^')   +  'fl  (•0   +   ?2  i^'h    ■  •  • 

constitue  une  expression  approchée  de  /(•'"),  pour  les  valeurs  de  x 
voisines  de  o,  en  ce  sens  que  l'erreur  relative  commise  en  rempla- 
çant f{x)  par  l'une  de  ces  fonctions  tend  vers  ^o  quand  x  tend 
vers  o    :     si     le    premier   terme   que  l'on   néglige,  dans  la  suite 
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Ço (•'■). '-;,(.«'),   ...  est  infininicnl   p^Hil   avec  .r,    c'est-à-dire,    tend 
vers  o  avec  x,  l'erreur  absolue  est  infiniment  petite  avec  .r. 
Suivant  que  l'on  aura 

liin.  o„(.r)  =  +  30  ,  liin.  '-f'„(.')  =  —  '-c  ,        H  m.  'f  „  (.'')  =  A, 

.r  =  o      '  j'  =  o  X  =  o 

11  m.  o„(.')  =  O, 

X  ^  o 

il  est  clair  qu'on  aura  de  même 

Uni.  /  .#■)  =  +  00  ,        lini.  J\.r)  =-  —  X  ,        Uni.  /"(./)  =  A, 

x  =  o  x  =  o  X  :^  o 

Uni.  /*(./■)  =  o. 

11  est  bien  clair  aussi  que,  pour  les  valeurs  de  x  suffisamment 
voisines  de  o,  le  signe  de  f{x)  est  le  même  que  celui  de  '>„  (./■). 
Cela  revient  à  dire,  dans  le  cas  où  ç^o(-Z")  est  infiniment  petit 
(absolument)  avec  j?,  que  la  fonctiony(jî)  est  croissante  ou  décrois- 
sante pour  X  =  o  suivant  que  la  fonction  çîoG'C)  est  elle-même  une 
fonction  croissante  ou  décroissante,  pour  x  ^  o. 

II.  Un  cas  particulier  très  fréquent,  est  celui  oii  la  fonction /(.r), 
dans  le  voisinage  de  ./:  =  o,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

/(.r)  =  A,,r'o  _H  A,.r^>  +  ...   -+-  A,.i.r^-i  -|-  A^^" 

où  a,,,  a,,  ...,  7./,  sont  des  nombres  croissants,  où  A„,  \^,  ...,  A^, _,, 
sont  des  constantes  et  A^  une  fonction  de  x,  bornée  lorsque  x  reste 
voisin  de  o.  Tel  est  îe  cas  pour  les  polynômes  et  les  fractions  ra- 
tionnelles (n""  173,  174).  Tel  est  encore  le  cas  pour  les  fonctions 
développables  en  une  série  entière  en  x 

rj„  -t-  a^.r  +  a. y-  +  ...  -h  rt/,_i.r''~*  -h  a^^xi'  H-  ..., 

que  je  suppose  absolument  convergente  pour  les  petites  valeurs 
de  X,  en  prenant  pour  A^,  la  somme  de  la  série  convergente 


'p  - 1-' 


a,,^  .x'  -h 


Tel  est  encore  le  cas  pour  les  fonctions  pour  lesquelles  les  for- 
mules du  numéro  précédent  sont  valables,  en  supposant,  bien  en- 
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tendu,  que  le  coeriitienl  ilc  .'■''  clans  le  terme  com[)lémentaire,  suit 
une  function  bornée. 

Dans  ces  diflerenls  cas,  les  nombres  a„,  a,,  ...,  a,,  sont  entiers 
cl  l'on  peut  supposer  que  ./■  tende  vers  o,  soit  i)ar  valeurs  positives, 
soit  par  valeurs  néj,'alives.  11  en  serait  autrement  si  (juelqu'un  de 
ces  nombres  était  ou  un  nombre  irrationnel  ou  une  fraction  irré- 
ductible à  dénominateur  pair,  aufjud  cas  on  ne  pourrait  considérer 
que  des  valeurs  positives  de  .r. 

Notons  que  la  forme  considérée  sera  [)arli(ulicreuient  utile  si  le 
nombre  7.,,,  au  moins,  est  positif,  puisque  alors,  l'erreur  commise 
en  néglij^eant  le  dernier  terme  est  inliriiment  petite  avec./'. 

Notons  encore  que  plusieurs  expressions  du  type  considéré  peu- 
vent se  cond)iner  par  addition,  soustraction,  multiplication;  et 
même  par  dl\ision  (en  elTectuant  cette  dernière  opération  par  une 
règle  analogue  à  celle  qui  sert  pour  les  polynômes)  de  manière  à 
reproduire  des  expressions  qui  soient  encore  du  même  type,  et  ser- 
vent au  même  usage.  Il  con\iont  toutclbls  d'observer  que  ces 
expressions  finales  n'auront  le  plus  souvent  d'utilité  que  dans  le 
cas  où  elles  contiennent  au  commencement  des  termes  à  coeffi- 
cients constants,  non  nuls,  et  où  le  dernier  tcime  est  infiniment 
[)ctit  avec  x. 

111.  Plus  particulièrement  encore,  il  arrive  fréquemment  qu'on 
ait  affaire  à  des  expressions  de  la  forme  .7;"'P  (./;)  dans  laquelle  P(j?) 
est,  soit  une  série  entière  en  x,  soit  une  de  ces  sortes  de  polynômes 
ordonnés  suivant  les  puissances  entières  de  x,  dans  lesquels  le 
coefficient  de  la  plus  baule  puissance  de  ./•  est  une  fonction  bornée, 
au  lieu  d'être  une  constante,  comme  les  expressions  que  l'on  a  con- 
sidérées dans  le  numéro  précédent.  Dans  les  deux  cas,  je  suppose 
essentiellement  que  P(j")  commence  par  un  terme  constant,  diffé- 
rent de  o,  en  d'autres  termes  que  P  (o)  n'est  pas  nul.  Il  est  clair 
que  deux  expressions  de  ce  type,  x"'V  (x),  x"Q{x),  si  on  les  mul- 
tiplie l'une  par  l'autre,  reproduisent  une  expression  du  même  type 
rc"'  +  "  R^.'),  où  1\(./-)  =  P  (./-y  Q  (./■);  si  l'on  suppose  en  particulier 

P(.r)  =  rr,,  +  n^.r  -+-  ...  +  ri,_i.r'      '  -h  a,..r'", 
0(.f)  =  1)^^  -+-  h^.r  -+-  ...  H-  li,^i.i'       '   -+-  b,x''. 


OU 


ù  a„,  «,,  ...,  «,._i,  /'„,  l>t,  ...,  l>,-i  sont  des  constantes  et  a^,  brdes 
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fonctions  bornées,  on  aura  ilc  môme 

]\  ./•)  =  c„  -+-  Cj.T   +-  ...  -i-  c,._|,r'      •  -+•  c,..'r'', 

où  les  consLanlcs  r„.  c\,  —  c,._i  ne  dcpcndionl  que  des  constantes 

a ,  a,._i.  6y,  ...,  /',._,  et  auront  les  mêmes  valeurs  que  si  l'oai 

avait  multiplié  simplement  les  deux  polynômes  qui  se  déduisent 
dePï^.'.'),  Q(.'")  en  supprimant  les  termes  complémentaires  a,x'\  brX'' ; 
de  même  encore  si  l'on  divise  l'une  par  l'auLre  les  expressions 
a:'"P(.r),  x"Q[x),  on  aura  une  expression  du  même  type./;'"""  S'(«;), 
S(.'")  commençant  par  un  [lolynome  (/„  H-  f/,j;  -i-  ...  -t-  c/,.„i  jc'"~'  à 
coefficients  constants,  qui  serait  le  même  que  celui  obtenu  cn^fTec- 
tuant  la  division  de 

et  en  s'arrètant  dès  que  le  reste  est  divisible  par  .r''. 

De  même  encore  si  l'on  élève  à  une  puissance  a  l'expression 
x"'P(j:),  on  obtiendra  l'expression 

dans  laquelle  on  a  posé 

/    V  ^'i  0.1      T  0,-1  .  f'r 

"o  «0  «0  «0 

et  dans  lacjuelle,  si  a  est  un  nombre  irrationnel  ou  une  fraction 
irrcduclible  à  dénominateur  pair,  on  doit  supposer  a^  >  o,  pour 
-que  ttg  ait  un  sens.  On  a  d'ailleurs 

+ ... + •<•-■>  v.t'r  '  ^ '^  [î<-)]'  -^  ^ 

■où  il  est  clair  que  A  est  une  fonction  bornée  dans  le  voisinage  de  o. 
On  voit  de  suite  que  le  second  membre  peut  s'ordonner  sous  la 
forme 

I   -h  /.i-r  +  /-V''"  -*-  •••  +  Av -!'''•'""'  +  1',^% 
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que  les  cocITicicnts  constants  1,-^,  /.\,,  ...,  A",. _i  ne  dopendcnt  t|Me 
de  a„,  a,.  ...,  o^_i,  que  ces  coefliciciils  sont  les  mêmes  que  si  l'on 
s'était  servi,  au  lieu  de  '^{■r),  du  polynôme  qu'on  en  déduit  en 

sui)i)rimanl  le  dernier  terme  —  ./;'  et  si  l'on  avait  limité  au  terme 

a(a—  i)  ...  (g  —  r  -f-  2)  r  ,.,.,.].- 1 
1.2  ...(r—i)  ^f  -^M 

le  développement  de  [i  +  9(j')]^  ;  de  cette  façon  on  aura  mis  la 
puissance  a"  de  x'"  P(.c)  sous  la  forme  .c'""  ï  (.»•),  appartenant  au 
Ivpc  considéré. 

L'exemple  qu'on  vient  de  traiter  suggère  la  remarque  suivante 
qui  peut  être  commode.  Si  dans  l'expression 

-^0  +  '-^iJ  +  •■•  +  A,_i  y— '  +  \,y 

dans  laquelle  \„.  A,,  ...,  A,._i  sontdes  constantes  et  A,,  une  fonc- 
tion bornée  quand  v  reste  voisin  de  o,  on  remplace  y  par  l'expres- 
sion 

2t,-''  -h  a^.''"  -1-  ...  -T-  3(^—1  ^"      *  -^  2(,j-'' 

OÙ  a,,  y.,,  ••••  y-r-i  sont  des  constantes  et  y.r  une  fonction  bornée 
lorsque  x  est  voisin  de  o,  on  obtient  une  expression  delà  forme 

où  B„,  B,,  ...,  B,._i  sont  encore  des  constantes  et  B,.  une  fonction 
bornée  ;  pour  calculer  B„,  Bi,  ...,  B,._i,  il  suffit,  dans  le  polynôme 
en  y 

Ao  -h  A,y  -h  ...  -H  A,_ iV - ' , 

de  remplacer  :/;  par  le  polynôme 

t  ■x^:r  -+-  a.,.r-  -4-  ...   -\-  a,.  _  ,  .r'' ~  ' . 

d'ordonner  par  rapport  aux  puissances  de  x,  en  négligeant  les 
termes  de  degré  égal  ou  supérieur  à  ;•. 

Ce  que  je  viens  de  dire  suffit  amplement  pour  que  le  lecteur 
comprenne  que,  si  l'on  veut  parvenir  à  ces  expressions  approcbées 
d'une  fonction  qui  permettent  de  la  calculer  approximativement  et 
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de  se  rendre  coinplc  de  son  allure  pour  les  valeurs  de  x  voisines 
de  G,  on  peut,  dans  bien  des  cas,  se  borner  à  elïccluer  des  calculs 
sur  des  polynômes  ordonnés  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
la  variable.  Toute  rbabilclc  consiste  à  ne  conserver  dans  ces  poly- 
nômes que  les  termes  dont  on  a  besoin  pour  arriver  au  résultat 
désiré.  Les  remarques  qui  précèdent  suffiront  le  plus  souvent  à 
atteindre  ce  but. 

234.  —  Les  observations  que  l'on  a  faites  dans  le  précédent  nu- 
méro sont  particulièrement  utiles  pour  déterminer  les  limites,  pour 
une  valeur  donnée  de  la  variable,  d'expressions  qui,  pour  cette 
valeur,  prennent  une  forme  illusoire  ;  telles  sont  par  exemple  les 
expressions 

./•  —  sin  X         .  .      , 
p ,        (3.r  — tt)  tn-.r 

la  première  pour  .1;  =  o,  la  seconde  pour  .r  ^=  -^ .   Les  fonctions, 

pour  ces  valeurs  respectives  de  x,  ne  sont  pas  définies  ;  elles  sont 
définies  pour  les  valeurs  voisines  ;  il  est  naturel  de  se  demander  si 
elles  ont  une  limite,  et  d'une  façon  plus  générale  comment  elles  se 
comportent  :  il  suffira  pour  la  première  de  remplacer  au  numéra- 

teur  sin  x  iiar  x  —  tt  H —   —  ...  ;   elle  deviendra  alors,  après 

^  (j         120  '     ^ 

avoir  effectué  la  division  par  ./;% 

I         .r-     ^ 
6        120  ~^ 

et  l'on  voit  de  suite  que  la  fonction  considérée  admet  n  pour  li- 
mite, pour.':  =  o;  on  dit,  avec  la  mémo  signification,  que,  pour 
X  =  G,  sa  vraie  valeur  est  ,>  ;  on  voit  de  plus  que  si  on  lui  attribue 

effectivement  cette  valeur,  elle  est  continue  pour  x  =  o  et  passe 
par  un  maximum. 

Pour  l'expression  [2  x  —  -)  tg-  x,  on  y  fera  x  =  ^  -h  h  ;   elle 

deviendra 

2/1   2  h  ces-  h 

tg-  /(  sin-  h 
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ot  ne  reniplaraiit  sin  /;  ot  cos  //  iiar  h —  ,.  -4-  ...,  i h  .... 


.^(.-^-...r 


3  1  —  li^  -i-  ...  :j         /| 


''- V  -  ,: -^  ■■■)  '-:i+- 


^:-K--l)-- 


X 


lorsque  .'•  s'approche  de  '.y  (^  *'  —  t,)  tg^  -c  se  comporte  comme 

la  fraclion  — ^,  et  tend  vers  -{-  oc  ou  veis  —  x>  suivant  que  x 
•_i 

s'approche  de  -"  par  des  valeurs  phis  grandes  que  -,  ou  plus  petites; 
la  dilTérence 

(2  X  —  -)  ly-  ./• i— - 


2 


a  poiu"  limite  o,  quand  .c  s'approche  de  - 
Soit  à  évaluer  l'expression 


V/.T*  -H  X-  -h  I  +  /4  •'■-  —  I  —  3  .r 

pour  des  valeurs  positives  très  grandes  de  x;  on  devrait,  d'après  la 

règle  donnée  au  n°  232  poser  x  =  -  et  étudier  la  fonction  trouvée 

pour  z  voisin  de  o  ;  on  va  faire  exactement  les  mêmes  calculs,  sans 
toutefois  faire  ce  changement  de  variables  ;  on  a 

I 
\^x-  H-.r-v-i=:.Mi-t-^.  -+-  ^  T 

=  X  -^-  -  -i-  -+-  ,..; 

■2         o  X 
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et  par  suite 

\/x-  -+-  .T  4-  I  -+-  \'\  .<■-  —  I  —  o  ./•  r--  '  -t-  _     +  ...  ; 

•>.  o  .r 

le  second  membre,  ponr.x  =  4-  so  ,  admet  la  limite  -  dont  il  s'ap- 
proche en  décroissant. 

Proposons-nous  d'obtenir  une  expression  approchée,   pour  les 
valeurs  de  .v  voisines  de  o.  de  la  fonction 


I 


V  =  ( I  H-  a.7) '• 

en  désignant  par  a  un  nombre  donné  quelconque  ;   le  logarithme 
de  cette  fonction  sera 

I  7."    T  a''     T^  OL*    T"* 

en  posant 

a-  ./•         a''  J"-         a^  :r' 

2  3  4 

on  a  donc 


1.  i        1.2.0 


y  =  e^°S  :-  ^  e^  X  6'=  =  e^  fi  -4-  ^  -^ 

si  l'on  veut,  dans  l'expression  que  l'on  cherche,  ne  garder  que  les 
termes  de  degré  égal  ou  inférieur  à  3  (en  x),  on  s'arrêtera  dans  le 
développement  de  y  au  terme  en  z^,  et  l'on  y  remplace 

z      par     _-__  +  ^---^. 

-     par      —^ 3-. 

.,<■■  -,.3 


7.  '    .A 


,3        p,,  _     ___. 


on  trouve  ainsi 

(I  -+-  a.r).  =  e''  [l  -  -^-  .r  +——^ -^ ^g .^' 

-+-  A.rH. 
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A  «''lanl  une  fonction  bornée  pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  o.  On 
conclura,  par  exeui[)le,  tle  celle  formule  que  la  limite,  pour 
X  =  o.  de 


(i  ^:,:r}r  —  e^  ^i  —  ""^  x^ 


ou  la  liniilc  pour  m  infini  de 


me    (  m  —  — 

2 


est 

e'  (8  +  3  g^)  g^ 

24 

Les  exemples  qui  précèdent  suffisent  à  faire  comprendre  l'usage 
des  méthodes  qui  ont  été  expliquées  dans  ce  numéro;  il  convient 
de  rapprocher  de  ces  méthodes  les  résultats  suivants,  relatifs  aux 
fonctions  ex[)onentielle  et  logarithmique,  que  l'on  a  établis  aux 
n"^  191,  192. 

Quchjue  soit  le  nombre  [)Osilif /?,  on  a  en  supposant  que  j:  Jie 
prenne  que  des  valeurs  positives 

lim,  (.ï"  e~^)  =  o,    lim.    [x-"  e"")  =  -f-  ce  ,  lim.   \x"  e^/  =  +  ^  , 

X  =  GO  X  =  X>  X  :^  o 

lim.   (.r"  log  x)  =  o,    lim.    (.;~"  log  x)  =  o. 

Pour  des  valeurs  négatixes  de  :c,  on  aura  en  supposant  toujours 
n  positif,  mais  égal  soit  à  un  nombre  naturel,  soit  à  une  fr-action 
irréductible  dont  le  dénominateur  est  iuqoair. 


lim.     (./■"  e~'')  =  -h  co  ,   lim.  \x"  e^ )  :r=  o 


.r  =:=  o 


La  formule  lim.  {x  —  "  log  x)  =o,  par  exemple,  permettra  au  lecteur 
de  reconnaître  que  la  série 
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csl  toujours  divcrtîcnlo  ;  il  sulVil  pour  cela  de  la  comparer  à  la 
série  divcrgcnlc 

-  -f-  ..  H-  ...  H \-  ... 

et  de  constater,  (n"  130).  que  le  rapport  du  terme  de  rangp  —  i 
dans  la  première  au  terme  de  même  rang  dans  la  seconde,  rapport 
qui  est  l'inverse  de 


-•    (l0gp)«=r   [/>      "    log/J 


augmente  indéfiniment  avec  p. 

Lorsque  x  tend  vers  o  par  valeurs  positives,  l'expression  x^  tend 
vers  I,  puisque  son  logarithme,  dans  les  mêmes  conditions  tend 
vers  o. 

Les  méthodes  et  les  résultats  qu'on  vient  d'exposer  sont  d'un 
usage  courant  ;  hien  que  les  règles  que  je  vais  expliquer,  relatives 
à  la  recherche  de  la  limite  d'une  fraction  dont  les  deux  termes 
s'annulent  ou  deviennent  infinis  pour  une  même  valeur  de  x 
soient  d'un  usage  moins  fréquent,  elles  ont  cependant  quelque 
intérêt  par  elle-même  ;  avant  de  les  établir,  je  démontrerai  d'abord 
un  le  m  me, 

234.  —  Soit/(.r)  une  fonction  admettant  une  dérivée  f'{x)  à 
l'intérieur  de  l'intervalle  (a,  j;,),  oi!i  l'on  suppose  a<Cx^,  et  telle 
que,  pour  les  valeurs  de  x  intérieures  à  cet  intervalle,  on  ait 

Ji'»-  I /(•'■)  !  =  -+-=^; 

il  existe  une  suite  infinie  de  nombres  |,,  ç^,  ....  |„,  ...,  tous  inté- 
rieurs à  cet  intervalle  et  tels  que  l'on  ait 

lim.    ç„  =  .r,,  lim.    [  /'  (?„)  |  =  -h  ce. 

Soient  en  effet  A  un  nombre  positif  quelconque,  a  et  x  deux 
nombres  quelconques  intérieurs  à  l'intervalle  (a,  5C,),  on  aura 


;/•  —   a.  J     \  / 
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en  désignant  par  z  un  nombre  compris  entre  a  et.//  ;  pour  rpic  l'on 
ait  I  /'  (z)  I  >  A,  il  sulfil  de  choisir  ./;  de  façon  que  l'on  ait 

l/(-'-)l>l/Wi  +  l'--l-^. 

ce  qui  est  certainement  possible,  puisque  |  /(■/")  |  grandit  indéfini- 
ment quand  ./;  s'approche  de  .'',.  Désignons  maintenant  i)ar  A,» 
A,,  ....  A„,  ...  uno  suite  de  nombres  j)Ositifs  telle  que  l'on  ait 
lim.  A„  =  -r-  X  ;  par  a,,  a,,  ...,  a„,  ...  une  suite  de  nombres  in- 

n  ^  y- 

térieursà  l'intervalle  (a,./;,)  tels  que  l'on  ait  lim  a„  —■  .'■,  ;  désignons 

enlin  i)ar  ç„,  le  nombre  |  déterminé  comme  on  Aient  de  l'expli- 
quer en  prenant  a  =^  a„,  A  =  A„  ;  on  aura 

»n  <  Il  <  ■'■i,        I  /'  il,)  1  >  A„, 

ces  inégalités  elles  hypothèses  faites  sur  les  suites  dont  <i„  et  A„  sont 
les  n""  termes  mettent  en  évidence  la  vérité  de  la  proposition  énon- 
cée. 11  est  bien  clair  que  si,  à  l'intérieur  de  l'intervalle  [a,  .r,),  la 
dérivée /' (.r)  est  soit  toujours  croissante,  soit  toujours  décroissante, 
on  aura,  pour  les  valeurs  de  ./,■  intérieures  à  cet  intervalle,  soit 
lim.    /"  (.'•)  r=  +  ce  ,  soit  lim.  /'  (./;)  ^=  —  ce. 

Il  est  clair  auss?  qu'on  aurait  un  théorème  analogue  pour  le  cas 
où  la  fonction/  [x)  augmenterait  indéfiniment,  en  valeur  absolue, 
quand  ./;  tend  vers  Xi  par  des  valeurs  plus  grandes  que  Xi. 

235.  —  Les  règles  que  j'ai  maintenant  en  vue  concernent  la  re- 
cherche  de  la  vraie  valeur  d'une  fraction •'—W  dont  le  numérateur 
et  le  dénominateur  s'annulent  ou  deviennent  infinis  pour  une 
même  valeur  de  x. 

Plarons-nous  d'abord  dans  le  premier  cas,  et  supposons  que  les 
fonctions /(.a;),  '^  (x)  soient  nulles  pour  ./;  =  a,  que  ce  nondire  a 
appartienne  à  un  intervalle  (/;,  y)  dans  lequel  les  fonctions /(x), 
'v  (c)  admettent  des  dérivées  /'  (x),  d  (x),  dans  lequel   enfin  les 

fonctions  '>  (x),  'J  (./•)  ne  s'annulent  pas,  sauf  i)Our  ./•  =  a. 

.  -,  f  {^) 

Dans  ces  conditions,  je  vais  montrer  que,   si   le   rapport --,-4^ 

tend  vers  une  limite  /lorsque  ./•  tend  vers  a  par  des  valeurs  a[)par- 


^oS 
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/  (•'■) 


tenant  à  l'inlervallc  (p,  q),  le  rapport -'—V^/v  tendra  aussi  vers  celte 


limite. 


Si^  en  elTct,  le  rapport  VVJ  tend  vers  /,  à  chaque  nombre  po- 
sitii'  c  correspondra  un  nombre  positif  z^,  tel  que  l'on  ait 


-  /  <  ^. 


sous  Ta  condition  que  ,r  appartienne  à  rintcrvalle   (/).  (j)   et    que 
Ton"  ait 

O  <  I  .r  —  «  I  <T,. 

Pour  ces  mêmes  valeurs  de  x,  on  a 

fji)  — /•c^)-/(^o  =IJÏ) 

?(^)    ?(■'•)  —  ?(«)    'r  i^y 

?  étant  un  nombre  compris  entre  j?  et  a  et  satisfaisant  donc   aux 
inégalités  o  <  |  ;  —  a  |  <  r.  :  on  aura  par  conséquent 


fJ:'')  _  / 


<^; 


ainsi,  à  chaque  nombre  positifs  correspond  un  nombre  positif  /; 
tel  que  les  inégalités  o  <  |  ■''  —  «  |  <  ^^j  entraînent  l'inégalité 


—  / 


<^, 


en  supposant  toujours  que  ,/;  appartienne  à  l'intervalle  {p,  7).  C'est 
dire  que  lorsque  x  tend  vers  a,  le  rapport  -V.(  tend  vers  /. 

On  ne  peut  pas  conclure  de  la   démonstration   précédente   que, 
réciproquement,  si  le  rapport  t-^,  tend  vers  la  limite  /  lorsque  x 

tend  vers  a,  le  rapport "^-7-/— x  tend  vers   la  même  limite;  on  peut 
toutefois  affirmer  l'existence  d'une  suite  infinie  de  nombres  c,,  I2, 
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appaitcnanl  à  l'inlcivallc  (/),  7^  et  ayant  pour  limlle  le 


nombre  a,  telle  que  l'on  ait 


En  effet  si.  en  supposant 

lim.  J^^,  =--  l. 

on    considère  une  suite  infinie  de  nombres  x^,  x,^,  ...,  x,,,  ...  ap- 
partenant à  l'ialervallc  (/),  q)  et  ayant  a  pour  limite,  on  aura 

lim.  f-YA  =  l  : 

or,  à  chaque  nombre  x„  correspond  un  nombre  £„,  compris  entre 
x„  et  a,  tel  que  l'on  ait 

et  l'on  aura  évidemment 

11m.   ?„  =  a,         lim.  -^-Ife  = '• 

Si,  donc,  le  rapport -'-r-T^' s  tend   vers  une  limite  lorsque./;  tend 

vers  a,  cette  limite  ne  pourra  être  autre  que  /.   Il  en  sera  ainsi,  en 

particulier,  si  les  deux  fonctions /' (./■)  etç:'  (.r)  sont  continues  pour 

.c  =  «  et  si  l'on  a  o'  la)  §  o.  Au  surplus,   cette  conséquence  est 

contenue  dans  le  théorème  direct. 

Revenons  maintenant  à  ce  théorème  et  à  la  règle  qui  en  résulte. 

r  i^)     • 
Il  peul  arriver  que,  pour  x  =  a,  les  termes  du  rapport"' ,  --- r  soient 

nuls  ;  dans  ce  cas  il  semble  qu'on  n'ait  rien  gagné  à  l'application 
de  la  règle  ;  toutefois  le  nouveau  rapport  peut  être  plus  simple  que 
l'ancien  ;  il  peut  être  plus  facile  d'en  calculer  la  limite.  Au  surplus 
on  peut  appliquer  à  ce  rapport  la  même  règle  qu'au  précédent  :  si, 
dans  l'intervalle  {p,  q)  les  fonctions/'  (.c),  '^'  (./;)  admettent  des  dé- 
rivées/" (./;),  '>"(•'-■)'  ^'  '^^  fonctions  d  {x)  et  o"  {x)  ne    s'annulent 
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pas  pour  d'autre  valeur  que  ./•  =  a,  si  enfin  le  rapport'-,,,  .  .  tend 

f  (  —\ 
vers  une  limite  /  quand  x  tend  vers  a  ;  le  rapport-; ,     .;  tendra  vers 

la  même  limite,  et  il  en  sera  par  conséquent  de  même  du   rapport 

•^    etc 

D'ailleurs,  si  dans  Tinlervalle  (/^  7)  les  fonctions / (./;^,  ç;  (.r) 
admettent  des  dérivées  d'ordre  i,  2,  ...  /et  sont,  pour  x  =  a, 
nulles  ainsi  que  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  /  —  i,  si  les  fonc- 
tions ç;  [x),  d  {x),  ...,  ç.''  (.r)  ne  s'annulent  pas  pour  d'autre  va- 
leur que  X  =  a,  la  suite  d'égalités,  obtenues  par  l'application  ré- 
pétée du  théorème  du  n°  217 

L{^ =1^3) _.r(3)-.r(«) _r  (r)  _t^ _   _ /"')[^^''"''] 
?  (^)    ?'  {^)    ?'  {^)  -  ?'  («)  ~  ?"  W)  "  ?'"  (r)  o(o[,^^^-  "]  ' 

oîi  les  nombres  r,  |',  ç",  ....  ^^'-  ')  sont  compris  entre  xci  a,  met 
directement  en  évidence  cette  proposition  :  si,  dans  les  conditions 

fi)  [x] 
spécifiées   plus  haut,  le   rapport  •[,-,  /  -;  ,    tend  vers  une   limite  /, 

lorsque  x  tend  vers  a,    le  rapport -M-x  tend  vers  la  même  limite. 
Si  l'on  considère  par  exemple  le  rapport 


dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  s'annulent  pour  x  =  o,  on 
voit,  en  appliquant  la  règle  précédente,  que,  [x  tendant  vers  zéro, 
il  doit  tendre  vers  la  même  limite  que  les  rapports  successifs 

I  —  cos  a-  sin  X  I 


dont  le  dernier  est  évidemment  la  vraie  valeur  que  l'on  cherchait. 

f('r) 

Considérons  maintenant  un  rapport-'-^  dont  les  deux  termes 

^  '  9  [.r) 

deviennent  infinis  pour  x  =  a;  je  ferai  tendre  x  vers  a  par  des 
valeurs  moindres  que  a  ;  le  raisonnement  serait  le  même  si  x 
tendait  vers  a  par  des  valeurs  plus  grandes  que  a.  Je  supposerai 
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qu'il  existe  un  intervalle  (/>,  (i),  où  p  est  plus  petit  que  a,  à  l'in- 
térieur duquel  les  fonctions  fi.c),  '>  (.r)  admettent  des  dérivées 
y  (./■),  ç/'  (./•),  cl  à  l'intérieur  duquel  aucune  des  fonctions 
/{.c),  '>  (•'•>./  (■'■)'  ?'(•'■)  "C  s'annule.  Dans  ces  conditions,  on  peut 
énoncer  le  théorème  suivant. 

Si,  lorsque  ./■  tend  vers  a  par  des  valeurs  comprises  entre  //  et  a^ 
les   fonctions  f(.r)  et  '>  (x)  grandissent    indéfiniment    en    valeur 

absolue  et  si  le  rapport  •V?-^  tend    vers   une  limite  /,   le   rapport 

•^-î^  tend  vers  la  même  limite. 
?  (•'■.  , 

Soient,  en  elTet,  a  et  c  deux   nombres  intérieurs  à  l'intervalle 

(/),  a),  y.  étant  supposé  plus  petit  que  ./•,  l'égalité 
où  4  est  compris  entre  a  et  .r,  entraîne  la  suivante 

on  peut  prendre  a  assez  voisin  de  a  pour  que  les  valeurs  du  rapport 
^ ,  y'  soient  aussi  voisines  qu'on  voudra  de  /  pour  les  valeurs  de  z 

comprises  entre  a  et  a  ;  ç  est  une  de  ces  valeurs  ;  a  étant  ainsi  fixé, 
on    peut    prendre  x  assez  voisin   de   a  pour   que   les    rapports- 

--,--;  j  F^—  soient  aussi  petits  qu'on  le  veut,  et  que,  par  conséquent 
ç,(j-;        f^xj  ... 

le  second  facteur  du  second  membre  soit  aussi  voisin  de  i  qu'ort 
le  veut  ;  il  en  résulte  qu'on  peut  prendre  a  et  x  assez  voisins  de  a 
pour  que  le  second  membre  soit  aussi  voisin  de  /  qu'on  le  veut. 
Cela  revient  à  dire  que  le  premier  mend^rc  tend  vers  la  limite  l 
quand  ./;  tend  vers  a. 

On  montrerait  sans  peine  que,  réciproquement,   si  le  rapport 
J-1^  tend  vers  une  limite  /  quand  .'•  tend  vers  a,  il  existe  une  suite 

infinie  de  nombre  ci,  £.^,  ...,  |»,  ...,  plus  petits  que  a  et  tels  que- 
l'on  ait 

lun.    ;„  =  a,  hin.     ;— yr-^  =  '• 
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en  sorte  que  si  le  rapport-^,     \^  ""^  limite  pour  ./•  =  fl,  cette 

limite  ne  pont  vive  que  /. 

llcvenons  au  lliéorcmc  direct.  Une  scmbh^  pas,  tout  d'abord,  qu'il 
y  ait  grand  a\  anlafi:c  à  appliquer  la  refile  qu'il  exprime  à  la  recherche 

de  la  limite  d'un  rapport  =^-77^  dont  les   deux  termes  deviennent 

/■'  (x) 
infinis  pour  ,'■  =  a.   puisque  les  termes  du  rapport'77-T— :  ne  sont 

pas  définis  pour  ./•  =  a,  et  que  ces  termes  grandissent  indéfini- 
ment en  valeur  absolue  quand  x  s'approche  de  a,  au  moins  par 
une  suite  de  valeurs  convenablement  choisies  ;  mais  ce  dernier 
rapport  peut  se  présenter  sous  une  forme  plus  simple,  qui  per- 
mette d'obtenir  la  limite  cherchée. 

Soit,  par  exemple,    en  désignant  par  n  un  nombre  positif,  la 
fraction 

(£' 

I 

gX 

dont  les  deux  termes  augmentent  indéfiniment  quand  x  tend 
vers  o  par  valeurs  positives  :  pour  en  obtenir  la  vraie  valeur,  on 
est  amené  à  chercher  celle  de 


-"■ar"'i   (■)" 


c'-'. 


on  a  diminué  d'une  unité  l'exposant  de  -  ;   en    continuant  de  la 

même  façon,  on  arrive  à  le  rendre  nul  ou  négatif  et  à  s'assurer  que 
la  limite  cherchée  est  o. 

Si  c'est  pour  x  infini  qu'on  a   à  chercher  la  vraie  valeur  de  la 

fraction-'-^  ,  il  suffira  d'y  poser  x  =  -  et  de  faire  tendre  r  verso, 
ç  (or)  -^  ^  z 

On  est  ainsi  amené,  par  les  règles  précédentes,  à  chercher  la 

limite  du  rapport 


-/(')f   /-(■) 
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quand  -  tond  vers  zéro;  on  a  désigné  par  /(-)./(,)  ce  que 
deviennent  les  dérivées  7  (■'). 'f  (•'")  qnand  on  y  remplace  x 
par   -  .  Le  changement  de    variable   est  évidemment   imilile   et  il 

suflira   de   chercher  la  liniile    du    rap[)ort-^-j--  quand  ./•  grandit 

indéfiniment. 

Considérons  par  exemple,  en  supposant  n  positif,  la  fraction 


îog\I- 

dont  les  deux  termes  sont  infinis  pour  j;  =  -+-  x  ;  le  rapport  des 
dérivées  de  ces  deux  termes  est  n.';",  ce  rapport  grandit  infiniment 
quand  x  augmente  indéfiniment  par  valeurs  positives  ;  il  en  est 
de  même  de  la  fraction  proposée. 

236.  —  On  peut  rapprocher  des  règles  précédentes,  connues 
sous  le  nom  de  règles  de  l'IIospital,  la  remarque  suivante,  que  l'on 
doit  à  M.  Appcll. 

Considérons  deux  séries  entières 

r/ç  -h  a^:r  +  ...  +  a^.r»  -f-  .... 
^0  -H  fe,.r  -+-  ...  H-  /;„.r'»  +  .... 

dans  lesquelles  les  coefficients  a„,  l>n{n  =  o,  i,  2,  ...)  soient  tous 
positifs  ;  je  suppose  que,  pour  le  nombre  positif  x  =  A,  les  séries 
précédentes  soient  divergentes,  mais  qu'elles  convergent  pourvu 
que  .'■  soit  positif  et  plus  petit  que  A  ;  je  ne  considérerai,  dans  ce 
qui  suit  que  de  telles  valeurs  do  la  variable  x.  Il  est,  tout  d'abord, 
bien  aisé  de  voir  que,  si ./;  tend  vers  A  par  valeurs  plus  petites  que  A, 
la  somme  de  l'une  ou  l'autre  série  augmente  indéfiniment;  en 
efïet,  puisque  la  série  à  termes  positifs 

«0  H-  r/,A  H-  ...  -+-  a„\"  +  ... 

est  divergente,  on  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que  la  somme 
de  ses  n  premiers  termes  dépasse  tel  nombre  |)osilif  P  que  l'on 
voudra,  puis  ./;  assez  voisin  de  A  pour  (pic  la  valeiu"  du  polynôme 
^0  "^  ^i'"  "*"  •••  -i- «^'i  — 1'"~'  soit  aussi  voisine    qu'on  voudra  de 
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cello  qiril  proiul  quand  on  y  reniplacc  x  par  A,  cl  soit,  par  consc- 
qucnl,  au  moins  égale  à  P.  11  en  sera  de  même,  a  fortiori,  de  la 
sonmie  de  la  série,  pour  celle  valeur  de  .r  et  pour  les  valeurs  plus 
grandes. 

Ceci  posé,  désignons  par  /"(.'.■)  et  g  [x)  les  sommes  respectives 
des  deux  séries  proposées,  par  /»(a:),  g„{x)  les  sommes  de  leurs  n 
premiers  termes,  par  1*,, ('),  <«„(./■)  les  restes  correspondants,  la 
proposition  que  j'ai  en  vue  est  la  suivante. 

Si  l'on  a 

(i)  -       li.n.    ^'  =  /. 

on  aura  aussi 

(2)  lim.  /J^)  =  /. 

Sous  le  bénélice  de  la  supposition  (i),  on  peut  faire  correspondre 
au  nombre  positif  £,  si  petit  qu'il  soit,  un  nombre  positif/?  tel  que, 

sous  la  condition  n  ]>y^  le  rapport  ,  "  soit  compris  entre  /  —  s  et 

/  -f-  £  ;  il  en  sera  de  même  des  rapports. 

a„J-"    an  +  1 J-"  +  ^  an  ^  ».«•"  +  "' 

a„3-»  +  g»  +  lO-"  +  '  +  ...-ha„  +  m^"+'" 
b,.x"  +  fc„  ^  j.T"  +'  +  ...  4-  h„  +  ,„a-"  +  '"  * 

On  voit  donc,  en  choisissant  pour  n  im  nombre  supérieur  à  p 
et  en  faisant  grandir  m  indéfiniment,  que  l'on  a 

n  étant  ainsi  fixé,  je  vais  supposer  que  x  tende  vers  A. 
Puisque  les  séries 

««A"  +  a„  +  lA"  +  '  -H  .... 
6„.\''-+-'>«  +  iA"  +  *  +  ... 

sont  divergentes,  il  résulte  d'une  remarque  antérieure  que  F„(a;) 


ciiAi'irur:  m.    —  ûtide  des  fonctions  '|i3 

et  G„[:i-')  auyniculent  inJcIiniincnt,  comme  /(.')  cl  y  G'-'),  quand  x 
se  rapproclie  indcfinimcnl  de  A.  On  a  d'ailleurs 

,  .  Ml) 

f{x)  ^  /J.r)  +  F,.(.T)  ^  F^)       "^  1' ,.  (r) . 
g  [x)         (jn  (.'•)  +  C;„  f.r)         G„  (.lO   ^  _^    g,,  (.r)  ' 

G„  (x) 

lorsque  j:  s'approche  de  A,  les  [)o!ynomes  /'„  (./),  (j„  (c)  icstent  infé- 
rieurs à  /„(A),  ^-,  (A),  les  quantités  1*\,('),  (J/i(')  grandissant  indé- 
finiment; on  voit  de  suite  (|ue,  dans  le  dernier  membre,  le  second 
fadeur  tend  vers  i  ;  le  premier  facteur  reste  compris  entre  /  —  c, 
/  _j_  £  ;  le  produit  finit  donc  i>ar  rester  lui-même  compris  entre 
deux  nombres  qui  sont,  l'un  [)lus  petit  que  /  —  i,  l'autre  plus  grand 
que  /  -h  £,  mais  aussi  voisins  que  l'on  voudra  de  /  —  £,  l  -\-  i  : 
comme  i  peut  être  pris, aussi  petit  qu'on  le  veut,  on  voit  que  le 

rapport '^^^  sera  aussi  voisin  qu'on  le  voudra  de  /,  pourvu  que  x 

soit  assez  voisin  de  A. 

La  proposition  énoncée  et  la  démonstration  subsiste  quand  on  a 

/  =  o  ;  si  l'on  avait  lim.  :-  =  -f-  ^  ,  on  voit  de  suite,  en  rcnvcr- 
sant  les  rapports,  que  l'on  aurait  alors 

lim.   M£l  =  o  •!'«.    hik^  =  ^:o 

■'■=  -^/'«W  '  •'  =A   'J, ,{■>■) 

Une  proposition  analogue  concerne  les  deux  séries 

/■(a-)  =  a^  -1^  ai  j-  -^  ...  -h  a„.r"  -+-..., 
g  (x)  =zb^-^  b^  X  -f-  ...  +  b„x"  -i-  ..., 

dans  lesquelles  les  coefficients  sont  toujours  positifs,  mais  que  je 
suppose    maintenant  convergentes  quelque  soit  ./;,  en  sorte  que 
/{-'')>  9  (•'■')  ^0"''  ^cs  fonctions  entières. 
Si  l'on  a 

lim.    ""'J  =  l 

n     r=:.    CD      1*11 


on  aura  aussi 


lim.       flÙ  =  l 
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La  démonstration  est  la  nièinc,  si  ce  n'est  qu'on  a  à  faire  inter- 
venir la  remarque  suivante;  n  étant  fixe,  le  rapport 

fn(-r) 

où  /„  (./•)  désigne  la  somme  des  n  premiers  termes  et  F„  (./•)  le  reste 
correspondant  d'une  série  entière,  à  coellicicnts  positifs,  toujours 
convergente,  tend  vers  o  quand  x  augmente  indéfiniment  par 
valeurs  positives. 

Dans  les  deux  propositions,  on  a  supposé  que  tous  les  coefficients 
des  deux  séries  étaient  positifs  ;  on  aperçoit  de  suite  qu'il  n'y  a 
aucun  incon\énient  à  ce  que  certains  coefficients  soient  nuls  dans 
l'une  des  séries,  pourvu  que  les  coellicicnts  correspondants  de 
l'autre   série   soient  nuls  aussi  ;    naturellement    on  n'aura    pas  à 

considérer  les  rapports  ~  pour  lesquels  a,',  et  l>„  sont  nuls.  Enfin, 

on  voit  aussi  aisément  qu'il  pourrait  y  avoir  au  conuuencemenl  des 
deux  séries  des  termes  nuls  ou  négatifs^  mais  en  nombre  fini  ;  les- 
deux  propositions  subsisteraient. 

Considérons,  par  exemple,  une  série 

dans  laquelle  je  suppose  seulement  que  l'on  ait 

liiii.    a„  =  /. 

/étant  un  nondjre  positif;  il  ne  peut  y  avoir  au  commencement 
de  la  série  qu'un  nombre  fini  de  termes  nuls  ou  négatifs  ;  pour 
5C  =  I,  la  série  est  divergente,  puisque  /  n'est  pas  nul  ;  pour  a? 
positif  et  plus  petit  que  i,  elle  est  convergente,  puisque  la  limite 
du  rapport  d'un  terme  au  précédent,  dont  le  rang  augmente  indé- 
finiment, est  x.  Si  on  compare  cette  série  à  la  série 

=  I  -I-  .r  -h  ...  -h  X"  +  .... 


I 

on  voit  que  l'on  a 

]i,n.    (.,.  _  ty,çr)  =  l, 

en  supposant  quejc  tende  vers  i  par  valeurs  plus  petites  que  i. 
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IV.  —  EXEMPLE  DUNE  1-0>CTI0.N  CONTINUE  SANS  DEIUVEE 

237.  —  La  fonclion  de  .'•  définie  par  la  si-iie 

(l)  J'(x)  =     y      b"  cos  -a"  .r, 

;i  =  o 

OÙ  a  et  h  sont  des  nombres  posilils  dont  le  premier  est  un  entier 
impair  et  le  second  est  plus  petit  que  i,  et  qui  vérifient  en  outre 
une  inégalité  que  l'on  introduira  plus  tard,  fournit,  comme 
Weierstrass  l'a  montré,  un  exemple  simple  de  fonction  continue 
sans  dérivée. 

Je  désignerai  dans  la  suite  par  S„(.r)  la  somme  des  n  premiers 
termes  de  cette  série  et  par  R„  (.'•)  son  reste.  La  série  Ih",  qui  a 
ses  termes  positifs,  étant  convergente  et  les  termes  de  cette  série 
étant  supérieurs  ou  égaux,  en  valeur  absolue,  à  ceux  de  la  série  (il, 
celte  dernière  est  absolument  et  uniformément  convergente  ;  elle 
représente  une  fonction  continue  dans  tout  intervalle.  Celte 
fonclion  étant  évidemment  paire,  il  suffit,  pour  l'étudier,  de  con- 
sidérer les  valeurs  de  x  qui  ne  sont  pas  négatives. 

J'aurai  affaire,  dans  ce  qui  suit,  aux  valeurs  de  la  dérivéo 
S'„{x)  de  S„  (:/•)  :  cette  dérivée  est  égale  au  prcduilpar  rdc 

U  =  M  I 

—  TT        >        ft'-'  li'->  sin  rjCJ  X  ; 

V  =   I 

sa  valeur  absolue  est  au  plus  égale  à 

=  /i  —  I 


0  =  /l  I 

rt"  /^"  —  I 


ah  —  I 

V  =    I 


Le  reste  R«(a:)  est  compris  entre  les  deux  bornes 
_     h"  b" 
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qu"il    petit   craillcnrs   altoiiulrc;   il  allcint  la   première    pour    les 

valeurs  île  .'•  fiui  sont  de  la  forme  —'—'"  —  ,  la  seconde  pour  celles 

a"  *■ 

•qui  sont  do  la  forme  — /-,  en  désignant  par  j>  un  nombre  entier  ; 

■en  effet,  si  «"  x  est  un  nombre  entier,  il  en  est  de  même  de 
fl""^  '  X,  a"  +  *  .r,  ...  ctc  ;  tous  ces  nombres  entiers  sont  de  même 
parité  que  a"  ./•. 

Quoique  cela  n'intervienne  pas  dans  la  démonstration  qui  va 
suivre,  il  convient  d'observer  que  R"  (./;)  est  nul    pour  les  valeurs 

<le  :r  qui  sont  de  la  forme  -P^^  . 

On  peut  dire  encore  que  si  l'on  écrit  :/■  dans  le  système  de  numé- 
ration dont  la  base  est  a,  la  série  f{x)  s'évalue  sous  forme  finie 
pour  toutes  les  valeurs  dex  dont  la  représentation  analogue  a  la  re- 
présentation décimale  (n°  11),  comporte  une  mantisse  dont  le 
nombre  de  chiffres  est  limité  :  si  ce  nombre   de   chiffres  est  n,  la 

.fonction  /(x)  est  égale  à  S,,  (.r)  ±  — - — -,  ,  suivant  que  le  nombre 

-entier  a"x  est  pair  ou  impair.  On  observera  en  passant  que  les 
nombres  x  pour  lesquels  la  mantisse  est  limitée,  et  pour  les- 
quels le  nombre  entier  a"x  est  pair  ou  impair,  forment  deux  en- 
sembles dont  chacun  est  dense  dans  tout  intervalle  ('). 

Ces  remarques  suffisent  à  reconnaître  presque  immédialtement 
que  la  fonction /(.c)  ne  peut  avoir  de  dérivée,  au  sens  du  n"  204, 
|30ur   la    valeur  Xy   de  x,    d'ailleurs  quelconque,    en    supjiosant 

«6  >>  I  -h  7  . 

Si  l'on  désigne  en  effet  par  a  =  —  ,  a  =  — j^  les  valeurs  ap- 
|Drochées  de  Xq,  h  -^  près,  par  défaut  et  par  excès,  on  aura 

.fW)-m  _  S,.(aO-S,.(.)  _^  ^  _«;^^ 

a'  —  a  a'  —  a  i  —  b' 


(')  M.  F.  Klein,  dans  un  cours  professé  à  Gœltingtic  dans  le  semestre  d'été 
<lc  1901,  auquel  je  me  permets  de  renvoyer  le  lecteur,  a  fait  une  élude  très 
intéressante,  au  point  de  vue  de  la  représentation  graphique,  de  la  fonction 
y  =  J(x)  et  des  courbes  qui  la  représentent  approximativement  [y  =  S„  (x)]  ; 
j'ai  d'ailleurs  profité  sur  quelques  points  de  la  forme  qu'il  a  donnée  à  la  dé- 
monstration de  A\  EIERSTRASS. 


< 
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en   prenant   le  signe  -+-  ou  le    signe  —  suivant  que    r    est    im- 
pair ou  pair.  Or,  le  premier   terme   du   second  membre  est  au 

plus  égal,  en  valeur  absolue,  à  z    -,^^ —    (u"   217)    :    ce    second 

membre,  en  valeur  absolue,  sera  donc  supérieur  ou  égal  à 

■.ia"b"  a"b"  —  I         a"h"  (-.ial) —  2  —  r    . 

I  — h        "    ab  —  I  ab  —  i 

en    d'autres    termes  si   l'on  désigne  par  À  le  nombre,  positif  [);ir 
bypotlièse, 

2ab  —  2  —  - 
ab  —  I 


on  aura 


>  X  oL"b"  ; 


quand  n  augmente  Indéfiniment  le  second  membre  augmente  indé- 
finiment; or  cela  est  incompatible  avec  l'existence  d'une  dérivée 
pour  ./:  =  a"„.  puiscpie  les  nombres  a,  a',  qui  comprennent  ton- 
jours  a:,j,  s'en  rapprocbent  indéfiniment. 

Mais  on  peut  aller  plus  loin  et,  en  modifiant  im  peu  la  condition 
d'inégalité  imposée  à  a,  b,  montrer  cpie  la  fonction  /"(./•)  n'admet, 
pour  X  =  x^,  ni  dérivée  à  droite,  ni  dérivée  à  gaucbe  et  qu'elle 
n'est,  pour  celte  valeur  de  x,  ni  croissante,  ni  décroissante. 

S  , 

Désignons,  en  effet  par  -r,  celui  des  deux  nombres  a,  a'  qui  s'ap- 
proclie  le  plus  de  .c„  en  sorte  que  sa  difTérence  avec  a\,  soit  au  plus 
égale,  en  valeur  absolue,  à    -7,  ,  et  que  le  nombre 

cos  ~a"x„  ^^  ( —  i)-  cos  T.(a"x,^  —  .v) 

eoit  du  signe  de  ( —  i)  ,  puisque  a'\i.\,  —  s  est  au  plus  égal  à  -  ,  en 

valeur  absolue. 
Soient  en  outre 

, s  —  I  ,, s  -h  I  ^ 

o'  n" 

x„  est  compris  entre  ces  deux   nombres  et  comme  sa  différence 

Tasxebt  I.  —  Iiitioduclion  à  la  théorie  des  fondions  2~i 
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avcr  leur  demi-somme  est  au  plus  égale  à  —jj,  les  dllTérences  posi- 
tives X  —  .ro,  .''o  — ^'  sont  au  plus  égales  à  -^,  au  moius  égales 

On  a  d'ailleurs. 

/(.x")^  -  /(g-,,)  _  S,,  (.r")  -  S,,  (.r,,)    ^    I\„(.r")  -R3  (.r,,)  ^ 

■A>o)  -/(-^O  _  S,.(.r„)-S1(.T')  ^  R,.(.r„)-Rr(.r')  _ 

Les  deux  fractions 


sont  au  plus  égales,  en  valeur  absolue,  à  -      ,  _      . 
On  a,  d'un  autre  côlé 

l\„(x')  =  R„(a:")=  —  (—  iyb"{i  ~h  h  -^  l>'  -h  ...): 
R„(.T„)=:(—  i)-//'  [(—  l)'  cos  r.  rt".r„  -h  (—  i)'  h  CCS  -  a"  ^  '  ./•„  -h  ...]. 

Il  en    résulte   que   la   diftérence  R"  (a?")  —  R„  (•'^'o)  est  égale  au 
produit  de  —  ( —  1  j'i"  par  la  somme  de  la  série 

I  -h  ( —  i)'  cos  T.  a".rQ  -+-  h  [1  H-  ( —  i)-  cos  T.  a"  -^  'j-J  + ..,  ; 

les  coefficients  de  b,  b^,  ...  sont  positifs  ou  nuls  ;  il  en  est  de  même, 
comme  on  l'a  déjà  fait  observer,  de  ( —  i)'  cos  t:  a"xQ  ;  la  somme 
de  la  série  est  donc  supérieure  ou  égale  à  i  et,  puisque  x"  —  £c^ 

est  au  plus  égal  a  —7;,  on  peut  écrire 

R,(.'>-R„(.,„)^_  .. 

X   —  Xq  ^         '6 

A"  étant  un  nombre  au  moins  égala  i.  On  trouvera  de  même,  en 
désignant  encore  par  A'  un  nombre  au  moins  égal  à  i 
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On  conclut  île  là  que  les  valeurs  absolues  de 

/(•^")-/(0  _  M-'-l-^ni^r,,)         l\„{.r")  -  ï{„x,) 

x" X         —  .r" X   .  ./•" j-  ' 

f(^o)-.fl'')         S„(x,)-S„(x')    ,    H„(.v.,)-lL(./). 


sont  au  moins  é^^ales  à 


l  {"'>—  ij  — - 


—  T,  '^ L  +  i  a"h"  >  ^ -, «"6"  ; 

nb  —  I  6  ah  —  i 

Je  dernier  membre  est  positif  si,  comme  je  le  suppose  maintenant, 
tin  a 

o6  >  I  H-  —  • 

Sous  les  mêmes  conditions,  il  est  clair  que,  dans  les  expressions 
de 

JJ^^-f]^,  f{^'\,)-f{x') 

c'est  les  seconds  termes  qui,  étant  les  plus  grands  en  valeur  abso- 
lue, donnent  leurs  signes  aux  seconds  membres,  en  sorte  que  si 
l'on  désigne  par  )",  "/•'  des  nombres  plus  grands  que 


-3  (a^—  i)  — - 
ah  —  I 


■on  peut  écrire 


Xq  X 

Ces  conclusions  sont  incomi)alibles  avec  l'existence  d'une  déri- 
vée soit  à  droite,  soit  à  gauche,  puisque,  lorsque  n  grandit  indéfini- 
ment, que  oc' cl  x'  se  rapprochent  indéfiniment  de  j:„,  les  quantités 
/"a"/^",  À'rt"6"  augmentent  indéfiniment.  ]:ln(in,  les  deux  rapports 

x"  —  x^  x'  —  x„ 

étant  constamment  de  signes  contraires,  quehpie   grand  que  soit  n, 
'a  fonction  y*!.';)  ne  peut  être  ni  croissante,    ni   décroissante  pour 

JC  =  X,.. 
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